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PREFACE-  rt 

ILferoic  inutile  aujourd’hui  d’entreprendre  un  éloge  de  Mr 
Descartes.  Ses  découvertes  dans  la  Phyfique& dans  les  Mathé- 
matiques, font  mieux  connoître  le  caractère  de  ce  Grand  Homme, 
que  tout  ce  que  nous  en  pourrions  dire.  Si  dans  la  Philofophie  , il 
s’eft  quelquefois  écarté  du  vrai  , en  abandonnant  les  opinions 
communes  ; du  moins  lui  devons-nous  cette  jufticc  , que  dans 
les  chofes  mêmes  qu’il  ne  nous  propofe  que  comme  problémati- 
ques , on  reconnoït  toujours  cette  étendue  Sc  cette  fuperioricé  de 
génie , qui  l’ont  rendu  l’admiration  de  fon  hecle.  Son  Chef- 
d’œuvre  eft  fans  doute  fa  Geometrie.  C’eft  là  que  prenant 
une  route  inconnue  à tous  ceux  , qui  l’avoient  précédé  , il  fe 
fraie  un  chemin  tout  nouveau.  M.  Descartes  remarqua, 
qu’un  Problème  feul  avoit  été  lccueil  de  toute  l’Antiquité.  Loin 
de  s’en  prendre  aux  Anciens , qui  ne  manquoient  certainement, 
ni  detude  , ni  de  lumières  : il  en  rejetta  toute  la  faute  fur  la  Geo- 
metrie ancienne  & fur  les  Méthodes.  Dans  cette  idée  il  en  cher- 
cha de  nouvelles  ; & faifant  reflexion  que  tout  Problème  fe  ter- 
mine enfin  à une  égalité,  il  fixe  toutes  fes  recherches  aux  moyens 
de  la  trouver.  Il  fubftituë  d’abord  l’expreffion  des  Grandeurs,  aux 
Grandeurs  elles-mêmes , & par  l’alliage  & le  mélange  du  calcul 
Arithmétique  , des  caractères  Algébriques  avec  les  operations  de 
la  Geometrie  ordinaire  , il  fe  crée  en  quelque  façon  la  matière, 
qui  doit  être  employée  à la  compofition  des  termes  de  fon  égalité; 
mais  ce  n’eft  là  qu’un  pas.  Il  confidere  la  nature  de  fon  Problème, 
il  en  rapproche  , il  en  examine  toutes  les  conditions , & par  la 
fimple  infpedion  de  ce  qui  arriveroit , fi  la  chofe  étoit  telle  en 
effet , que  le  Problème  la  demande , il  range  fes  termes  & forme 
une  égalicé,pour  laquelle  nous  le  voyons  employer  différais  lieux, 
félon  les  diflerens  degrez  aufquels  l’égalité  cft  élevée  ; mais  elle 
n’eft  pas  encore refoluë: c’eft  un  tout , produit  parla  multiplication 
de  plufieurs  parties , il  faut  le  décompofcr  pour  en  découvrir  les 
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racines  & le  réduire  aux  termes  les  plus  fimples,  qu’il  foit  poffible. 

Et  c’elt  ce  que  M.  Descartes  execute  enfin  dans  le  dernier  Livre-. 

Cet  Ouvrage  qu’un  habile  Geomecre  de  ce  fiecle  appelle  avec 
raifon  * la  Géométrie  Françoife  , étoit  d’une  difficulté  prefqu’infur- 
montable.  M.DescaRTES  avoitaffe&é  de  le  refferrer  dans  les  bor- 
nes les  plus  étroites.  Bien  des  railons  , qu’on  peut  voir  dans  lès  let- 
tres, l’y  avoient  engagé.  Meilleurs  de  Beaune  , de  Fermât , de  Wi  tt, 
ôcc.  en  ont  développez  quelques  endroits.  M.  de  Schooten  a voulu 
éclaircir  le  tout  j mais  le  Commentateur  lèmble  avoir  alpiré  lui- 
mème  à la  gloire  d’ 'être  Commenté  à fon  tour.  U exige  en  plus 
d’un  endroit  autant  d’étude  &:  d’application  , qu’il  en  faudroit 
pour  comprendre  le  texte  même  , qu’il  prétend  expliquer. 

Le  Commentaire  que  nous  donnons  au  Public,  s’étend  fur  toute 
la  Geometrie  de  M,  De  sc  a rte  s , n’a  point  le  défaut  de  l’obfcu-  • 

rité.  Le  Texte  y cil  fuivi  article  par  article.  Partout  on  trouve  les 
éclairciUemens  neceffirircs  & des  Exemples  de  tous  les  cas  , dont 
M.  Descartes  ne  dit  fouvent  qu’un  mot , & que  tout  autre 
qu’un  Geometre  confommé  ne  fçauroit  entrevoir.. 

Le  R.  P.  Rabuel  n’y  travailla  d’abord  que  pour  fervir  aux  jeu- 
nes Jefuites,  qui  étudioient  lous  lui  les  Mathématiques.  C’étoient 
des  Commcnçansqu’il  falloir  aider,  & à qui  il  nevouloitrien  lafflè 
ignorer  de  tout  ce  que  M.Descartes  ne  fait  qu’indiquer.  Il  fa/- 
loitraprocherde  leurprincipe  une  foulede  con  fequences  éloignées  J 
en  faire  voir  la  liailon,  & lerapport  necelfaire.  M.Descartes  re- 
fout le  Problème  de  Pappus  dans  le  cercle  ; mais  cette  folution  efl: 
generale , & la  fupprefiion  de  quelques  termes,  le  changement  de 
quelques  lignes  , plus  ou  moins  de  lignes  exigent  à tout  moment 
un  nouveau  lieu,  & dans  ce  lieu,  combien  de  combinailôns  ? Il 
falloit  tout  développer  ; de  là  ces  differentes  applications  du  Pro- 
blème , ce  grand  nombre  d’Exemples  , qui  quoiqu’u  ni  formes  en 
apparence  ont  cependant,  prefque  tous,  chacun  une  difficulté  que 
M.  Descartes  avoit  envifagée , ôc  dont  il  ne  parloit  pas , parce 
qu’il  s’ennuyoit d’en  tant  ccnre.  Je  ne  dis  rien  de  la  méthode  des 
tangentes , de  (on  application  aux  queftions  de  Maximis  mini\ 
mis y des  ovales  6c  de  leur  formation,  des  lignes  fur  les  lurfaces  cour- 
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bes,  delà  conftruction  des  Problèmes  folidcs  & plus  que  folides,de 
la  nature  des  équations,  &c.  Le  R.P.Rabuel  n’abandonne  jamais 
fon  texte.  Il  le  luit  toujours  avec  une  juftefle  & une  clarté,  qui  ne 
lailTe  rien  à defirer.  Il  fait  plus  : pour  apprendre  à fon  Lecteur 
l’art  d’inventer  & de  trouver  , il  le  conduit , comme  par  la  main, 
dans  les  routes  qu’a  tenues  M.  Descartes,  & lui  fait  voir  par 
quel  chemin  ce  grand  Geometre  elt  arrivé  où  nous  le  voyons  ; ce 
qui  n’eft  pas  un  des  moindres  avantages  du  Commentaire. 

Cet  Ouvrage  étoit  achevé  depuis  long-tems  ; & déjà  plufieurs 
fois  on  avoit  voulu  engager  le  R. P.  Rabuel,  à le  donner  au  Pu- 
blic ; mais  fon  extrême  modcllie  s’y  étoit  toujours  oppofée.  Satis- 
fait de  l’unique  plaifir  qu’il  trouvoit  à étudier  , il  ne  poiivoit  le 
refoudre  à devenir  Auteur.  Depuis  près  de  vingt  années  qu’il  en- 
feignoit  les  Mathématiques , au  Grand  College  de  Lyon  , il  n’en 
cft  aucune  partie  qu’il  n’eiit  approfondie.  Il  nous  relie  de  ce  fça- 
vant  Jefuite,  un  Traité  d’Algcbre,des  Sections  Coniques, des  lieux 
Géométriques  du  calcul  différentiel,  &c  ducalcul  intégral.  Ce  der- 
nier Traité  eft  un  Ouvrage  neuf.  Ce  que  nous  en  a donné  M .Carré 
elt  admirable,  mais  il  ne  luffit  pas  -,  c’eltcequi  obligea  le  R.P.Ra- 
buel à fuivre  les  vires  de  cet  illuftre  Académicien,  & à développer 
ce  que  celui-ci  fe  contente  d’abandonner  à l’étude  & au  genie  de 
les  Lecteurs. 

Tous  ces  Ouvragesque  nousferons  bientôt  paroitre,font  le  fruit 
d’un  long  travail , qu’une  fanté  toujours  foible  & délicate  ne  per- 
mettoit  guéres  de  foùtenir  , &c  que  de  frequentes  maladies  obligè- 
rent fouvent  d’interrompre.Mais  le  R.P.Rabuel  étoitde  ces  hom- 
mes, qui  trouvent  dans  leur  propre  fond  ,dcquoi  luppléer  au  défaut 
du  travail.  Je  lui  dois  ce  témoignage, & lareconnoillance  pour  les 
boutez  dont  il  m’a  honoré , m’y  engage.  Il  fut  mon  Maître,  c’eft 
de  lui  que  je  pris  mes  premières  leçons  de  Geometrie;  l’accès  qu’il 
vouloit  bien  m’accorder  auprès  de  lui , me  donna  lieu  de  le  corn 
noitreplus  parfaitement.  Il  étoit  difficile  de  voir  en  un  feul  honv- 
me  tant  de  talens  réiinis  & un  eiprit.  aufli  univeriel.  Son  goût  ex- 
quis pour  les  belles  Lettres,^  iur  tout  pour  la  Poëfie  latine, ne  fem- 
bloit  pas  nous  annoncer  un  Geometre;  mais  il  le  fentoit , (ans  s’en 
appercevoir  , une  élévation  d’efprit  à n’en  pas  demeurer  là.  Les. 
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fuccès  qu’il  eut  dans  fes  études  de  Théologie  , l'auroient  fixé  fans 
doute  à cette  fcience  , fi  dans  cette  multiplicité  de  talens , Ion 
goût  particulier  & plus  encore  les  ordres  de  les  Supérieurs  ne  l’euf- 
lent  déterminé  en  faveur  des  Mathématiques:  maisce  ne  futqu’a- 
près  avoir  enleigné  avec  éclat  la  Philofophie  dans  deux  des  prin- 
cipales Villes  du  Royaume.  Ses  Ecrits  que  l’on  conferve  avec  loin, 
portent  le  caractère  de  leur  Auteur.  Partout  on  y reconnoît  un  gé- 
nie fiftematique  &c  une  fublimité,où  les  Elprits  ordinaires  ne  fçau- 
roient  atteindre.  Enfin  placé  par  I’obéï (Tance  au  Grand  College  de 
Lyon,  pour  y enfeigner  les  Mathématiques,  il  le  livra  tout  entier  à 
cette  étude.  Les  anciennes  & les  nouvelles  Méthodes,  rien  n echapa 
à les  recherches.  Audi  tous  ceux  qui  le  confulterent,furent-ilstoû- 
jours  charmez  de  fa  capacité,  mais  plus  encore  remplis  d’admiration 
pour  les  grandes  qualitez,  dont  le Cicll’avoit  enrichi:  unemodef- 
tie  qu’on  auroit  regardé  comme  cxccfiivc  dans  tout  autre  que  dans 
un  Religieux  ; une  régularité  confiante  &une  exactitude  ferupu- 
leufe  pour  tous  les  devoirs  de  fon  Etat;  une  droiture  que  rien  n’eût 
été  capable  de  fléchir;  une  égalité  dame  qu’on  ne  vit  jamais  alté- 
rée; le  cœur  le  meilleurs:  le  plus  tendre  pour  (es  amis;  une  patien- 
ce inaltérable  dans  lès  maladics,une  refignation  parfaite  aux  ordres 
du  Ciel,  malgré  tous  les  dégoutsquecaufe  naturellement  une  vie 
accompagnée  d’infirmitez , & qui  n’avoit  d’autre  confolation , que 
celle  que  l’on  goûte  à offrir  à Dieu  ce  que  l’on  louffre.  Telles  font 
les  vertus  quicaraétcrilerentleR.P.RABUEL,  & par  l’exercice  def- 
quelles  , il  le  dilpofoit  fans  celle  à paraître  devant  le  Seigneur.  Ce 
fut  au  commencement  de  l’impreihon  de  Ibn  Commentaire  , à 
laquelle  on  l'avoit  enfin  déterminé,  qu’épuile  parun  travail  affidu, 
il  nous  fut  enlevé  le  i i.à’ Avril  1718.  dans  la  60. année  de  fon 
âge , & la  4 3 . depuis  fon  entrée  dans  la  Compagnie  de  J E S U S. 
Je  fuis  pcrluadé  que  ceux  qui  liront  fes  Ouvrages , concevront  de 
çe  fçavant  Jefuitc  une  bien  plus  grande  idée, que  celle  que  j’ai  tâché 
de  leur  en  donner , £c  que  ceux  qui  l’ont  .connu  pendant  fa  vie  , 
me  fçauront  mauvais  gré  d’avoir  dépeint  fi  mal  les  vertus  d’un 
homme , que  les  regrets  de  la  Compagnie  &:  de  tous  fes  amis 
honorent  encore  plus  que  tous  les  éloges  que  j’en  pourrais  faire. 
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COMMENTAIRES 

SUR  LA 

GEOMETRIE 

DE  M*  DESCARTES. 


l’ENTREPRENS  d’expliquer  la  Geometrie  de  M*  Des- 
' cartes  , & de  la  rendre  facile  à ceux  qui  l’étudient  pour  la 
; première  fois.  Je  fuivrai  le  Texte  depuis  le  commencement 
£ jufqu’à  la  fin  , je  l’examinerai  par  Parties , 8c  fur  chaque  en- 
!>  droit  je  mettrai  tout  ce  que  j’ai  cru  utile  pour  le  rendre  intel- 
ligible. Je  pourrai  paraître  diffus  à ceux  qui  entendent  déjà  ces  matières  : 
mais  peut-être  ne  le  paroîtrai-je  pas  à ceux  qui  ne  les  lavent  pas  encor , 8c 
c’eft  pour  eux  que  j’écris.  Je  fuis  meme  perfoadé  qu’on  aura  plutôt  lîi  6 e 
compris  la  Geometrie  8c  les  Commentaires  , qu’on  n’aura  lu  8c  compris  la 
Geometrie  fans  un  fomblablc  fêcours  : fur  tout  fi  l’on  ne  fo  contente  pas 
d’entrevoir , que  les  chofos  peuvent  être  telles  que  l’Auteur  les  affine  ; mais 
qu’on  veuille  le  convaincre  par  les  operations  neceflàires , qu’elles  le  font  en 
effè^J  ’avouë  que  quand  on  eft  lavant , on  a de  la  peine  à fe  reprefonter  ce 
qu’on  étoit  avant  que  de  le  devenir  , ôc  qu’il  y a des  efprits  plus  penctrans 
les  uns  que  les  autres  > que  les  habiles  8c  les  commençans  qui  ont  beaucoup 
de  pénétration  fouffrent  impatiemment  les  explications  étendues  : mais  ifs 
peuvent  parmi  le  grand  nombre  d’exemples  choilir  ceux  qu’ils  aimeront 
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mieux  examiner  , &c  le  fôuvenir  que  les  efprits  moins  pénétrons  ont  bcfôin 
d’un  plus  grand  fècours  j & que , comme  ces  derniers  compofcnt  le  plus 
grand  nombre  , & que  par  leur  application  plus  confiante  ils  font  fouvent 
de  très-grands  progrès  dans  les  Sciences  , ils  méritent  qu’on  les  aide  dans 
les  commcncemcns. 

Je  ne  mets  ici  aucun  éloge  de  M'  Descautïs,  non  feulement  parce 
qu’il  eft  difficile  qu’un  éloge  réponde  à l’idée  qu’on  a de  ce  grand  homme  : 
mais  encor  parce  que  ce  ferait  le  louer  allez  , que  de  bien  expliquer  fâ 
Geometrie. 

Cet  Ouvrage  efl  fi  efUmé , qu’il  n’y  a aucun  de  ceux  , qui  prétendent 
fè  diflingucr  dans  les  Mathématiques  , qui  ne  vciiillc  l’avoir  lu.  * On  lui 
donne  pins  peine  la  préférence  fur  tous  les  autres  Ouvrages  de  M.  Defcartes.  * * 

Cet  Auteur  lui-même  trouvoit  fâ  Geometrie  telle  , qu’il  n’y  fouhaittoit 
rien  davantage.  **  * lit  quoiqu’il  allure  qu’il  ne l’avoit  prefquc  compoféc, 
que  pendant  qu’on  imprimoit  les  Météores  , & que  meme  il  en  avoir 
inventé  une  partie  pendant  ce  tems-là  j il  avoiie  , qu’il  n’avoit  pas  laifle 
de  s’y  fâtisfaire  autant  & plus*qu’il  ne  fè  fatisfaifoit  d’ordinaire  de  ce  qu’il 
écrivoit. 

Si  nous  voulons  encor  apprendre  de  M.  Descaktes  , combien  fâ 
Geometrie  a befoin  d’explication  , il  nous  dit  dans  l’Avertiflcmcnt , qu’il  a 
mis  à la  tète  de  cet  Ouvrage  > Jufqttes  ici  j’ai  tâche  de  me  rendre  intelligible  à 
tout  le  monde  : mais  pour  ce  Traite  je  crains  qu’il  ne  pourra  être  lû  que  par 
ceux  qui  favent  déjà  ce  qui  ef  dans  les  Livres  de  Geometrie.,  Car  d’au- 
tant qu'ils  contiennent  plufeurs  veritez.  fort  bien  démontrées  t j’ai  cru 
qu’il  feroit  fuperfti  de  les  répéter  , & n’ai  pas  laijfe  pour  cela  de  m'en  fervir. 

* Ailleurs  il  allure  qu’il  y a peu  de  gens  , qui  puifîent  entendre  <â  Géo- 
métrie. Il  en  parle  dans  un  autre  endroit  de  cette  manière.  * * Seulement 
y ai-je  omis  quantité'  de  chops  , qui  auraient  pi  fervir  â la  rendre  plus  claire  , ce 
que  fai  fait  à de[fein  , & je  ne  voudrois  pas  y avoir  manque Rsen  ne  m’ avait 
ci-devant  fait  propofer  de  la  refaire  , que  pour  l’ éclaircir  en  faveur  des  Lecteurs  » 
mais  je  vois  qu’ils  font  la  plupart  p malins  , que  j’en  fuis  entièrement  dégoûté'. 

LA  GEOMETRIE  DE  M.  DESCARTES. 
Livre  L 

ON  peut  divifèr  ce  Livre  en  trois  Parties  : La  première  efl  comtflfe  une 
introduction  à la  Geometrie  de  M.  D e s c a r t e s 5 la  fécondé  enfei- 
gne  la  manière  de  refôudre  les  Problèmes  plans  > la  troifiémc  contient  le 
commencement  du  Problème  de  Pappus.  , 
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PARTIE  PREMIERE. 

Introduction  à U Géométrie  de  M.  Defeartes. 


SECTION  L 
M.  DES  CAR  TES. 

TOUS  les  Problèmes  de  Geometrie  fc  peuvent  Facilement 
réduire  à tels  termes  , qu’il  n’eft  befoin  par  après  que  de  con- 
noître  la  longueur  de  quelques  lignes  droites , pour  les  conftruire. 

Dans  la  Géométrie  l’on  cherche  ou  des  Points  , ou  des  Lignes  , ou  des 
Surfaces  , ou  des  Solides.  Ceux  qui  ont  déjà  refolu  quelques  Problèmes  de 
Geometrie  , auront  pû  s’appercevoir  , que  dans  tous  ces  cas  , il  ne  faut 
pour  conftruire  un  Problème  , que  trouver  la  longueur  d’une  ou  de  plu- 
fîeurs  lignes  droites.  Si  quelqu’un  en  doutoit  encore  , il  pourra  le  remar- 
quer dans  les  Problèmes  qui  fuivent.  Par  le  premier  l’on  cherche  un  Point, 
par  le  fécond  des  Lignes  , par  le  troifiéme  des  Surfaces , par  le  quatrième 
un  Solide  : 8c  dans  tous  la  connoiflànce  de  quelques  lignes  droites  , qu’on 
trouve , donne  la  conftruétion  du  Problème. 

PROBLEME  I. 

T . A ligne  AB  fig.  i.  étant  donnée  , il  faut  trouver  fur  cette  ligne  le  Point  Fis.  t. 
C , qui  la  divifê  de  telle  forte  , que  le  Rectangle  fous  la  toute  A B 8c  le 
moindre  fêgment  B C /bit  égal  au  quarré  du  plus  grand  fègment  A C.  c’eft 
la  Prop.  ii.  1.  z.  Elcm.  d’Euclide. 

* Suppofôns  la  ftivifion  faite  au  point  C , 8c  nommons  A B , a > A C,  x. 

B C fera  » — x.  Nous  aurons  par  la  nature  du  Problème  A B x B C = 
yiC*  , -=xx,  xx  ax  = aa,  ; mettons  de  chaque  côté, 

c’eft  xx-h*x-t-±/i*  = ±/iœi  extrayons  la  racine  quarrée  de  chaque  côté, 
x-i-±A  = x = — -i  « -+- <*<* 

Conftruétion.  Sur  l'extrémité  B de  la  ligne  A B élevons  la  perpendicu- 
laire B D =4  joignons  DA  3 du  point  D comme  centre , 8c  de  l’intcrva- 
le  DB  décrivons  l’arc  BË  , & du  point  A comme  centre  à l’intervalc  AE> 
l’arc  EC.  Le.  point  C eft  celui  que  l’on  cherche. 

Démonftration.  Le  triangle  ABD  eft  reétanglc  en  B ; donc  47.  r.  Eucl. 

~ÂrB'  — ~ÂBX  ■+■  Td'  = aa-t-~aa  — ±a/i,  8c  AD  = V\**.  Mais  DE 
=zD  B = ~a  : donc  AE  — AD  — DE  = — ±a-+-^ia»=AC  = x, 

• Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

A ij 
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PROBLEME  II. 

Fia.  i.  J _ Es  lignes  a y b , Fig.  i.  étant  données , il  en  faut  trouver  deux  autres  tel- 
les , que  « , foit  leur  moyenne  proportionnelle  géométrique  , ôc  b leur 
moyenne  proportionnelle  arithmétique. 

Nommons  les  deux  lignes  inconnues  z , .v.  L’on  a par  la  fuppofition  la 
proportion  géométrique  continue  z:  â : : a : x , & 17.  6.  Eucl.  zx  = a a. 
•r.  — t*.  L’on  a auflî  la  proportion  arithmétique  continue  z.b  : b.x  , ôc  z - 1- 
x — 2 b , parce  que  dans  une  proportion  arithmétique  continue  de  trois 
termes , la  fommedes  extrêmes  eft  égale  au  double  du  moyen  : & de  cette 
dernicre  équation  l’on  conclut  celle-ci  z — 2 b — *. 

L’on  compare  enluite  les  deux  valeurs  de  z,  — 2b — x -,  l’on  multiplie 

toute  cette  équation  par*,  ôc  l’on  fait  *«  = 2b x — **,** — 2bx= — an. 
L’on  met  b b de  chaque  côté  , c’eft  **  — 2b  x -t-  b b = bb  — a a.  L’on 
extrait  la  racine  quarrée  de  chaque  membre*  — b = VlT^aa  , x = b+- 
VTb  — »a.  Après  cela  l'on  fubftituc  cette  valeur  de  * dans  l’équation  z — 
2 b — * , & l’on  trouve z = b — V bb — aâ- 

Les  lignes  z , * étant  trouvées , on  conftruira  le  Problème  de  cette  forte. 
Sur  un  point  quelconque  A de  la  ligne  infinie  DE , élevez  la  perpendicu- 
laire AB  = a , 8c  faites  BC=b.  Du  point  C comme  centre  Ôc  de  l'inter- 
vale  C B , décrivez  le  demi-cercle  D B E.  La  ligne  DA  eft  * , la  ligne 
AE  eft  z;  • 

Dém.  Le  triangle  CAB  eft  rectangle  en  A:  donc  47.  i.  Eutl.  ac1  = 
CB1 —AB*  = b b — a a.  , ôc  la  ligne  AC  = VTb  — at*  D'ailleurs 
CD  = CE  = C B , = b , car  ce  font  des  rayons  du  meme  cercle  : donc 
AD  = DC-t-  CA , b -+-  'J bb—ôT*.  = * j AE  — CE  — CA  , b — 
^~bfZTiTâ  — z.  Ce  qu’il  fttHoit  démontrer. 

Soit  a 2=  6 , b = 1 0 , l’on  aura  V bb  — na  — ^64  = S.  ÔC  z — b — 
y/ bb — ÔTa  — 2.  x — b-4-  VbT—  an  = > S.  La  proportion  géométrique 
• continue  fera  2.  6.  1S  , l’Arithmetiquc  2.  to.  /S. 

PROBLEME  III. 

Fig.  }.  "J  Rouvcr  deux  quarrez , qui  pris  enfemble  foient  égaux  au  rectangle 
donné  A BCD  Fig.  3.  # 

Nommons  les  cotez  connus  du  rectangle  AB  , a ; BC,  b ; le  rectangle 
A BCD  fera  *b,  ; 6c  fi  nous  appelions  les  quarrez  cherchez  l’un  zz, 
l’autre  **  ; nous  ferons  par  la  fupp.  zz  ■+•**==  h b , zz—ab  — **, 

Z z=z  \/  ti  b — **«  ' 

Le  Problème  fo  conftruira  de  cette  manière.  Produifcz  la  ligne  A B en 
E , jufqu’à  ce  que  B E foit  égale  à B C -,  fur  le  diamètre  A E décrivez' le 
‘ demi-cercle  E F A,  prolongez  encor  BC  en  F , ôc  fur  le  diamètre  B F décri- 
vez un  autre  demi-cercle  B G F.  Tirez  une  corde  quelconque  B G ôc  joi- 
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gqpz  G F.  Ces  deux  lignes  B G , G F font  celles  que  l’on  cherche  x , z. 

Dem.  L’angle  BGF  dans  le  demi-cercle  eft  droit  31.  3.  Eucl.  St  le 
triangle  BGF  rectangle  : donc  47.  1 . Eucl.  F B1  =■  F G1  -t - B G*  > zz-\-  xx. 

De  plus  13 . 6.  EucL  si?  = AB  y,  B E — a b,  puifque  B E = BC  : donc 
F B1  = zz-+-  x x = <tb.  C’eft  à dire  , que  les  quarrez  des  lignes  B G , G 
font  égaux  au  rectangle  donné  A B CD.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Comme  on  peut  tirer  B G de  la  longueur  qu’on  veut , pourveu  qu’elle 
foit  une  corde  du  demi-cercle  BGF : il  fuit , qu’on  peut  trouver  plufieurs . 
quarrez , qui  deux  à deux  foient  égaux  au  rectangle  AB  CD. 

PROBLEME  IV.. 

1 ) Ivifor  ta  liqueur  contenue  dans  un  verre  de  figure  conique  en  deux, 
parties  égales.  Ou  divifer  un  cône  droit  donné  DAE  Fig.  4.  par  le  plan  Fio.  4. 
FBG  parallèle  à la  bafè  DCE,  de  telle  forte  que  le  petit  cône  F AG  foit 
la  moitié  du  grand  DAE. 

L’on  conno'it  le  grand  cône  DAE  , St  par  confoqucnt  fon  axe  A C , 8t  le 
diamètre  D E de  la  bafè.  Il  fuffit  de  trouver  A B axe  du  petit  cône.  Car 
alors  il  n’y  aura  plus  qu’à  faire  palier  par  le  point  B le  plan  FBG  parallèle 
à la  bafè  DCE. 

Nommons  le  grand  cône  DAE,  2 b ; le  petit  cône  F AG  , b -,  l’axe 
AC,  a j le  diamètre  DE  , 2 c 5 le  rayon  CE , c , l’axe  A B , z-,  le  diamè- 
tre F G , 2 x -,  le  rayon  B G x. 

Les  cônes  DAE,FAG  font  fomblablcs  dcf.  11.  l.n.  Eucl.  St  Prop. 

14.  1.  11.  Eucl.  Ces  deux  cônes  font  en  raifon  triplée  des  diamètres  de  leurs 
bafès.  C'efl  pourquoi  fi  je  fais  cette  progreflion  qui  commence  par  les  dia- 
mètres des  bafès  2 c:  2 x::  2 x : ; le  premier  terme  te 

eft  au  dernier  ^-,  en  raifon  triplée  du  diamètre  2 c au  diamètre  2x. 

Le  cône  DAE,  2 b fera  donc  auffi  au  cône  FA  G , b : comme  2 c à —, 


Et  1 6.  6.  Eucl.  2 bc  = *£-*-.  Multipliant  parce,  St  divifântpar  2b  , c’eft 
c1=2x>  ; x * = * . x=  e ’ , qui  eft  le  rayon  B G. 

De  plus  la  ligne  CE  eft  parallèle  à la  ligne  G B , ainfi  19.  1.  Eucl.  les. 
triangles  ACE  , AB  G font  équianglcs  , St  4.  6.  Eucl.  CE,  c:  CA , a;  ; 

B G , ÿ~c  ’ B A , z.  Donc  16.  6.  Eucl,  cz  = a ÿ j-  c' . z = * ÿ ± c‘  = 

I.  > *•<-' — M .> — a i/F 

VT  —, V x * * VT* 

Maintenant  pour  avoir  la  longueur  de  la  ligne  z — ÿ j a Sur  l’axe  A B Fie  ç. 
Fig.  y.  avec  le  paramètre  A D = a,  décrivez  la  parabole  AF  -,  coupez  A C 
z=\a  -,  au  point  C élevez  la  perpcndictilairc.CE  ;dupoint£  comme 
centre  , de  l’intervaleE  A décrivez  le  cercle  ABF,  qui  coupera  la  para- 
bole au  point  F,  par  lequel  vous  tirez  l’appliquée  FL  perpendiculaire  for 
l’axe.  Cette  appliquée  FI  eftt  = v^t  * ’•  Joignez  EF,  &L  abaiflèz  la  per- 
pendiculaire E M fur  FL. 

Dem.  nommons  FL , zs  -AL,  y > par  la  nature  de  la  parabole  l’on  a TL\ 
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Iio.f.  z=ALy,AD  , zz  — ay  .y  = v-  AinfiE  M=  (34.  1.  Eucl.  ) CL== 
A L — A C = ~ — 7 a.  De  même  ML—  E C , E a:  & F M — FL  — 
ML,  *■  — -i  a.  D’un  autre  côté  le  triangle  cft  rectangle  en  C , & 47.  i . 
Eucl.  A£l  — A(f  -t-  CE 1 =jaa- 1-  a.  a ■=.  e i & dans  le  triangle 

EMF  rectangle  en  M , jFf*  —TJC  -t-  FM*,  j a*  + -^a  a = ^ — zc 
+ i**  + s*  — "î  * z -+•  t?  a « . ce  qui  le  réduit  à ~ 0 , 

& multipliant  par  a a , divilànt  par  z , z. 1 — a 4 5 , dont  la  racine 
cubique  cfts  = ÿ'}4’=r4y'-i-  valeur  cherchée  de  A B Fig.  4.  On  n’a 
donc  qu’à  faire  palier  par  le  point  B , un  plan  GBF  parallèle  à la  baie 
ECD , pour  avoir  le  cône  F AG  moitié  du  cône  E AD.  Ce  qu’il  falloit 
démontrer. 


SECTION  II. 

Ccmmtnt  le  Calcul  de  1‘ Arithmétique  fe  rapporte  aux  operations  de  la 

Geometrie. 

M.  Descartes. 

cm - T7  T comme  toute  l'Arihtmetique  n’eft  compofcc , que  de  quatre 
™uui U ou  cinq  operations  , qui  font  l'Addition , la  Soullraétion , la 
Multiplication , la  Divifion , & l’Excraétion  des  Racines , qu’on 
fi  rtf-  peut  prendre  pour  une  elpece  de  Divifion  : Ainfi  n’a-t-on  autre 
or"'™*  chofe  à faire  en  Geometrie  touchant  les  lignes  quon  cherche , pour 
c,eme-  les  préparer  a ecre  connues , que  leur  en  ajouter  d autres , ou  en 
uu'  ôter;  ou  bien  en  ayant  une  , que  je  nommerai  l’unité  , pour  la 
rapporter  d’autant  mieux  aux:  nombres , & qui  peut  ordinairement 
être  prife  à diferetion  , puis  en  ayant  encor  deux  autres , en  trouver 
une  quatrième , qui  foit  à l’une  de  ces  deux , comme  l’autre  eft  à 
l’unité , ce  qui  eft  le  même  que  la  multiplicaioniou  bien  en  trouver 
une  quatrième  ,qui  foit  à l’une  de  ces  deux  , comme  l’unité  eft  à 
l’autre  5 ce  qui  eft  le  même  que  la  divifion  ; ou  enfin  trouver  une 
ou  deux , ou  plufieurs  moyennes  proportionnelles  entre  l’unité  & 
quelqu’autre  ligne , ce  qui  eft  le  même  que  tirer  la  racine  quarrée, 
ou  cubique  , &c.  Et  je  ne  craindrai  pas  d’introduire  ces  termes 
d’Arihtmetiquc  en  la  Geometrie, afin  de  me  rendre  plus  intelligible. 
lmuÀ.  Soit  par  exemple  fig.  6.  A B l’unité  , & qu'il  faille  multiplier  B D 
uni*'  P31'  BC,  je  n’ai  qu’à  joindre  les  Points  A bc  C , puis  tirer  D E pa- 
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rallele  à CA,  8c  B E eft  le  produit  de  cette  multiplication. 

Ou  bien  s’il  faut  divilèr  B E par  B D , ayant  joint  les  points  E,  8c 
D , je  tire  A C parallèle  à D E,  8c  B C eft  le  produit  de  cette  divifion. 

Ou  Fig. 7.  s’il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  GH,  je  lui  ajoute  en 
ligne  droite  F G qui  eft  l’unité  , 8c  divifant  FH  en  deux  parties  éga- 
les au  point  K , du  centre  K je  tire  le  Cercle  F 1H , puis  élevant 
du  point  G une  ligne  droite  jufques  à I , à angles  droits  fur  F H, 
c’eft  G 2 la  racine  cherchée.  Je  ne  dis  rien  ici  de  la  racine  cubique,, 
ni  des  autres  , à caufe  que  j’en  parlerai  plus  commodément  * 
ci  - après. 

r.  Il  faut  expliquer  comment  les  Operations  de  l’Arithmetique  , dont  il 
eft  ici  parlé  , fc  font  fur  les  lignes  droites.  1.  Il  faut  montrer  le  rapport, 
que  ces  operations  faites  fur  les  nombres  ont  avec  les  mêmes  operations 
faites  fur  les  lignes  droites.  En  ce  même  endroit  l’on  fera  voir  que  l’extrac- 
tion de  la  racine  quarrée  eft  une  efpece  de  divifîon.  j.  Il  faut  apporter  des 
exemples  , où  l’unité  peut  être  à diferetion  & des  exemples , où  elle  ne 
le  peut  pas.  4.  Il  faut  examiner  , fi  en  introduisit  les  termes  du  calcul 
Arithmétique  dans  la  Gcometrie  , l’on  fc  rend  plus  intelligible. 

Article  I. 

Comment  les  Operations  de  /’ Arithmétique  fe  font  fur  les  lignes  droites.. 

1%  T Ouchant  l’Addition  8c  la  SouftracUon.  Fig.  8. 

Reflôuvenons-nous  , que  dans  les  lieux  Géométriques  , il  y a des  gran- 
deurs réelles , qu’on  nomme  négatives  ou  fàullès  , qui  font  des  véritables 
lignes  , 8c  qui  s’expriment  avec  le  ligne  — , comme  — * , — b. 

Soient  les  lignes  A B , a * B C , b ; toutes  deux,  des  grandeurs  pofitives  : 
la  ligne  A C fera  <*  -1-  b ajoutées  cnfcmble. 

Soient  les  lignes  A B a grandeur  pofîtive  -,  B C , — b grandeur  né- 
gative } la  ligne  A C fera  a — l ajoutées  enfemble. 

Soient  les  lignes  A B , — a -,  B C, — b ; toutesdeux  des  grandeurs  négati- 
ves : la  ligne  A C fera  — a — b ajoutées  l’une  à l’autre. 

Soient  les  lignes  A C , a -,  BC  , b -,  toutes  deux  des  grandeurs  pofitives  > 
la  ligne  A B fera  /*  — b fouftraites  l’une  de  l’autre. 

Soient  les  lignes  AC  ,-+■  et  grandeur  pofîtive  ; BC , — b grandeur  néga- 
tive : la  ligne  A B fera  * -4-  b , la  féconde  — b fouftraite  de  la  première  -t-  a. 
parce  que  comme  la  grandeur  vraye  ■+■  b étant  retranchée  prend  le  ligne  — > 
de  même  la  grandeur  fâuflè  — b étant  fouftraite  prend  le  ligne  -h. 

Quelle  eft  l’operation  de  l’Arithmetique , qui  donne  a — bi(m  8cb  font 
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f te.  8.  deux  grandeurs  pofitives  , b eft  fouftraite  de  a ; Ci  a eft  une  grandeur  pofi. 
tive  , b une  négative  , b cft  ajoutée  à n ; fi  a & b font  deux  grandeurs  né- 
gatives , n cft  (ou (traite  de  b \ (î  /»  eft  une  grandeur  négative  , b une  poll- 
tive  , la  valeur  de  n — b eft  necellürement  audeffôusde  zéro  : (oit  — a = 
— i o , -i - b = i a — b fera  — i o — 6 — — j 6 . 

L’on  voit  l’importance  qu’il  y a d’avertir , ainli  qu’on  le  fiiit  dans  les 
lieux  Géométriques  , quand  clt-ce  qu’une  grandeur  e(t  négative.  Lorl- 
qu’on  n'avertit  pas  , la  grandeur  cft  (uppofée  pofitivc. 
jia.e.  j..  Touchant  la  Multiplication  & la Divifion.  Fig.  6. 

11  faut  multiplier  la  ligne  * par  la  ligne  b , je  lais  un  angle  quelconque 
ABC , dont  les  cotez  (ont  indéfinis  ; fur  l’un  d’eux  je  prends  A B égale  à 
l’unité  , laquelle  où  cft  déterminée  par  le  Problème  , ou  par  celui  qui  le 
conftruit  ; lur  ce  même  côté  je  prends  encor  la  ligne  B D égale  à la  ligne  » -, 
citluite  fur  l’autre  côté  je  fais  B C égale  à la  ligne  b -,  du  point  A au  point  C 
je  mené  la  ligne  AC  y & par  le  point  D la  ligne  DE  parallèle  À A C la  ligne 
B E cft  le  produit  de  La  multiplication  de  la  ligne  B D , a par  la  ligne 

BC,  b. 

Le  Multiplicateur  & le  multiplié  peuvent  changer  de  place  j Se  fi  l’on 
devoit  multiplier  b par  la  ligne  « , l’on  trouveroit  également  que  B £ cft 
leur  produit  en  mettant  A B l’unité  , BD  , a le  Multiplicateur  fur  le 
même  côté , & B C , b le  multiplié  , fur  l’autre. 

L’on  peut  aufli  joindre  le  Multiplicateur  ou  le.multiplié  à l’unité  : com- 
me fi  je  voulois  multiplier  la  ligne  AD  par  la  li^nc  BC,  ou  la  ligne  B C par 
la  ligne  AD  -,  je  joindrais  la  ligne  AD  a l’unité  AB,  je  mènerais  AC,  je 
tirerais  D £ parallèle  à A C , & E C ferait  le  produit  de  cette  multi- 
plication. 

Vous  pouvez  encor  ranger  autrement  toutes  ces  quantitez  ; (oit  A B 
l’unité  , au  point  A j’éleve  A C que  je  fuppofeêtrc  le  Multiplicateur  , par 
les  Points  B , C je  mene  l’infinie  BCE-,  je  coupe  B D que  je  fuppofe  le 
multiplié  j,  par  le  point  D je  tire  DE  parallèle  à AC , la  ligne  DE  cft  le 
produit , &c. 

La  déinonftration  de  toutes  ces  differentes  Operations  eft  dans  l’Article 
fuivant , n.  3 . 

Pour  divffcr  la  ligne  e , par  la  ligne  * , faites  un  angle  quelconque 
ABC,  dont  les  cotez  font  indéfinis  : fur  l’un  d’eux  prenez  A B pour  l’uni- 
té , laquelle  eft  auflt  ou  donnée , ou  priic  à volonté  -,  fur  le  même  côté 
coupez  B D égale  à la  ligne  a ; fur  l’autre  côté  prenez  B E égale  à la 
ligne  c ; joignez  DE  -,  Se  par  le  point  A tirez  A C parallèle  à.  D E.  La 
ligne  B C cft  le  quotient  de  la  divilion  de  la  ligne  B E , c , par  la  ligne 

BD , a. 

Vous  pouvez  auffi  ordonner  différemment  ces  quantitez.  Si , par  exem- 
ple , vous  voulez  divifer  la  ligue  BC  par  la  ligne  A B , joignez  la  ligne 

A D 
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A D qui  fera  l’unité  à la  ligne  A B qui  cft  le  divifeur  -,  coupez  BC  le  divi- 
dende .joignez  AC-,  & menez  D E parallèle  à.  AC.  La  ligne  CE  cft  le 
quotient  de  cette  divifion , &c. 

La  démonftration  de  toutes  ces  operations  fc  trouve  dans  l’Article  fui- 
vant , n.  4.  La  ligne  que  l’on  prend  pour  l’unité  peut  être  nommée  par 
une  lettre  quelconque  d. 

3.  Touchant  l’extraclion  de  la  racine  quarréc,  Fig.  7.  Fie.  7. 

La  manière  dont  M.  Descartes  apprend  à extraire  la  racine  quar- 
rée , n’a  pas  befein  d’explication. 

Si  donc  l’unité  F G étant  exprimée  par  r , le  quarré  G H eft  an , la 
racine  G I fera  a -,  Ç\G  H eft  aa  2 a b b b , là  racine-  fera  a ■+■  b -,  fi  G H 
eft  a a — 2 a b h-  b b , G I fera  a — b -,  fi  le  quarré  G H s’exprime  par  a b.  Ça. 
racine  G I fera  Vob  -,  fi  le  quarré  G H s’exprime  par  a — b-\-c , fa  racine  G Z 


fera.  -J a — b-^c- 

Mais  fi  lorique  vous  devez  extraire  la  racine  quarrée  du  plan  0 b , vous 
voulez  prendre  F G = * pour  l’unité  , alors  G H fera  b ,&c  la  racine  G / eft 
encor  V a b.  Vous  pourriez  aulli  prendre  GH—  b pour  l’unité  , &i  fi  G F 
eft  égale  à a , la  racine  G I fera  encor  V a b. 

La  démonftration  de  cette  operation  fera  apportée  dans  l’Article  fit i- 
vant , n.  j. 

L’on  ne  pourra  pourtant  pas  extraire  la  racine  de  — a a , pareequ’il  n’y 
a point  de  quantité,  qui  en  fe  multipliant  produife  — a a ; car  le  quarré 
de  — a eft  auifi  bien  -*-aa,  que  le  quarré  de  4-  a. 


Article  II. 


Le  Rapport  des  operations  de  l’ Arithmétique  avec  celle  de  la  Ceometrie. 

ï . L 'Addition  des  nombres  eft  une  operation  , qui  de  plufieurs  nombres 
differens  en  compofe  un  feul , qui  leur  eft  égal , & qu’on  appelle  la  fem- 
me. L’addition  des  lignes  eft  une  operation  , qui  de  plufieurs  lignes  diffe- 
rentes en  compofe  une  feule , qui  leur  cft  égale.  Leur  raport  eft  évident. 

1.  La  feuftraclion  des  nombres  cft  une  operation  , qui  ôte  un  nombre 
d’un  autre , pour  avoir  leur  différence , qui  s’appelle  le  refte.  La  feuftrac- 
tion  des  lignes  eft  une  operation , qui  retranche  une  ligne  d’une  autre , pour 
en  avoir  la  différence.  Leur  raport  cft  aifë  à voir. 

3 . La  multiplication  des  nombres  cft  une  operation  , dans  laquelle  l’on 
fait , comme  l’unité  eft  au  multiplicateur , de  meme  le  multiplié  eft  au  pro- 
duit. Lorfqu’on  multiplie  S par  2 , le  produit  eft  16  -,  or  r : 2 : : S : 16. 

Dans  la  multiplication  de  la  ligne  B D,  a par  la  ligne  BC  , b Fig.6.  L’on  Fio.r. 
a fait  Art.  1.  n.  1.  comme  l’unité  AB  eft  au  multiplicateur  B C -,  ainfi 
le  multiplié  B D au  produit  B E,  Et  cette  Analogie  fe  démontre  par  la 

B 
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Prop.  4.  6,  Eucl.  Car  les  triangles  ABC  , DBE  font  équiangles  i<j, 
i.  Eucl.  • , 

Lorfque  l’on  multiplie  B C par  A D , 8c  que  l’on  joint  le  multiplicateur 
' AD  à l’unité  A B -,  l’on  fait  encor , comme  l’unité  AB,  au  multiplica- 
teur AD:  de  même  le  multiplié  B C efl  au  produit  C E.  Et  cette  propor- 
tion fo  démontre  par  la  z.  6.  Eucl.  parccque  AC  efl  parallèle  à la  baie  E D 
du  triangle  DBE. 

Lorfque  l’on  fait  AB  l’unité,  AC  le  multiplicateur,  B D le  multiplié 
la  proportion , qui  le  démontre  par  la  4.  6.  Eucl.  cft  celle-ci , l’unité  AB 
efl  au  multiplicateur  A C : comme  le  multiplié  B D au  produit  D E. 

L’on  peut  remarquer  que  les  démonftrations  font  les  mêmes , de  quelque 
grandeur  que  foit  l’angle  DBE. 

La  multiplication  des  nombres  convient  encor  avec  celles  des  lignes,  en 
ce  que  fi  l’unité  change,  le  produit  change  aulfi  , quoique  le  multiplicateur 
6c  le  multiplié  relient  les  mêmes.  En  effet , afin  qu’il  y ait  toujours  même 
proportion  entre  l’unité  8c  le  multiplicateur  , qu’entre  le  multiplié  8c  le 
produit  ; il  faut , des  que  A B l’unité  devenant  plus  grande  aura  plus  gran- 
de raifbn  à B C multiplicateur  5 que  B D multiplié  ait  aufiî  plus  grande  rai- 
fon  à B £ produit , qui  1 o.  y.  Eucl.  fera  plus  petit  qu’il  n’etoit.  C’eft  ainfi 
que  dans  l’Arithmctique  , lorfque  vous  multipliez  2 par  .f  , le  produit  efl 
16  fols  ou  16  livres,  16  piez  ou  16  toiles , 8cc.  folon  que  pour  l’unité  vous 
prenez  /.  fol  ou  / livre,  /.  pic  ou  / toile. 

Je  trouve  que  la  multiplication  des  nombres  a plus  de  raport  à cette 
multiplication  des  lignes , qu’à  celle  qu’on  propofo  communément  dans  la 
Geometrie.  La  lignes  B.  Fig.  9.  cft  dite  multiplier  la  ligne  BC  , fi  l’on 
fait  un  rectangle  AB  CD  , qui  ait  ces  lignes  AB  , BC  pour  lès  deux  cotez 
contigus.  Car  dire  ici , que  l 'unité  eft  à la  ligne  A B multiplicateur , com- 
me la  ligne  B C multipliée  à la  forfàcc  produite  A B C D ; c’eft  mettre  une 
raifon  entre  la  ligne  BC , 8c  la  furfàcc  ABC  D , quoiqu’elles  foient  de  dif- 
férente efpece:  ce  qui  eft  contraire  à la  définition  3.  1.  y.  Eucl. 

Dire  aulfi  , que  l’on  confidere  la  ligne  AB  comme  une  petite  furftice, 
qui  a trois  petits  quarrez , 8c  la  ligne  B C comme  une  petite  lurfâce , qui  en 
a fix  , c’eft  pliitôt  multiplier  furfacc  par  fiirfacc,  que  ligne  par  ligne  s ou- 
tre que  ces  petites  furfâces  ne  font  pas  entièrement  différentes  , puilqu’cllcs 
ont  toujours  un  petit  quarré  common  dans  l’angle  B. 

4.  La  divifion  des  nombres  cft  une  operation  , dans  laquelle  l’on  fait, 
comme  le  diviléur  cft  au  dividende  , de  même  l’unité  eft  au  quotient. 

Lorfque  vous  divifèz  12  par  4 , le  quotient  eft  3 : or  4 '■  12  : : 1 : i. 
■ Dans  la  divifion  de  la  ligne  B E , e , Fig.  6.  par  la  ligne  BD,  «i  l’on  fait 
Art.  1 . n.  z.  comme  le  divifour  BD,  cft  au  dividende  B E : de  même 
l’unité  B A , au  quotient  B C.  Et  cette  Analogie  fè  démontre  par  la  4. 
6.  Eucl, 
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Lorfquc  l’on  veut  divilêr  la  ligne  B C par  la  ligne  AB , & que  l’on  joint r,G-  *• 
la  ligne  A D prilê  pour  l’unité  } l’on  fait  encor,  comme  AB  divilêur  à 
B C dividende  : ainii  l’unité  AD  à CE  quotient.  Et  cette  Analogie  lè  dé- 
montre par  la  Prop.  1. t>.  Eucl. 

Dès  que  l’unité  change  , il  faut  auflî  que  le  quotient  change , quoique 
le  dividende  &c  le  divilêur  relient  les  mêmes  : &.  cela  afin  qu'il  y ait , com- 
me on  vient  de  le  dire  m3.de  la  multiplication , même  rai  Ion  entre  le  divi- 
dende &c  le  divilêur  , qu’entre  le  quotient  &:  l’unité. 

j.  Extraire  la  racine quarrée  d’irn  nombre  donné  , c’ell  trouver  un  autre 
nombre , qui  l'oit  moyen  proportioncl  entre  l’unité  & le  nombre  donné. 

La. racine  quarrée  de  64 , c’ell  Slot  i : S : : S : 6 4. 

L’on  a tait  une  choie  femblable  Art.r.  n.  3.  pour  tirer  la  racine  quar- 
rée  de  la  ligne  donnée  GH,  la  ligne  F G étant  prilê  pour  l’unité.  Car  l’on 
démontre  Prop.  13.  6.  Eucl.  Que  la  perpendiculaire  G J ell  moyenne  pro- 
portionclle  entre  F G & GH.  Et  voila  un  raport  qui  lê  trouve  entre  l'ex- 
traction de  la  racine  quarrée  des  nombres , & celle  des  lignes. 

En  voici  une  différence.  Dans  l'Arithmétique  l’on  ne  peut  tirer  la  racine 
quarrée  , que  d’un  nombre , qui  ell  un  quarré  parfait , / 6 , }6 , r 00  , dre. 

Mais  on  ne  la  tirera  jamais  de  14-  20 , 93 , cire.  & l’on  lê  contente  d’écrire 
V 14,  V 20 , V 93.  Ou  bien  l’on  donne  des  nombres  entiers  avec  des  frac- 
tions , qui  aprochcnt  de  plus  en  plus  de  ces  racines , finis  qu’on  puilïê  jamais 
exactement  les  déterminer , ce  qu’on  apelle  aproximation  des  racines.  Dans 
l’ Algèbre  l’on  ne  peut  tirer  la  racine  que  d’une  grandeur  , qui  cil  exprimée 
en  formule  de  quarré , a a,  a a — 2 ai -h  ii , dre  ; Mais  on  ne  la  tirera  pas 
de  a,  ai,  &c.  quand  même  ils  rcprelênteroient un  quarré  parfait  numé- 
rique 9,23,49,  &e ■ Ainii  l’on  fê  contente  d’écrire  Va , V * i.  Au  lieu  que 
dans  la  Geomctrie  l’on  extrait  la  racine  quarrée  de  toute  ligne  droite  G H, 
foit  qu’elle  reprefênte  a,  ai  , 14,  20  , dre.  fôit  qu’elle  repreféntc  aa, 
a a — 2 a b ->ci  i , 36 , Si,  dre.  La  Gcometrie  donne  donc  les  racines  lourdes 
aulTi  julles  que  les  autres  , & elle  n’a  pas  plus  de  difficulté  à travailler  lur  les 
lignes  incommenfurables  , que  fur  les  commenfurablcs. 

6.  Nous  avons  defini  la  divifion  une  operation,  dans  laquelle  le  divilêur 
cfl  au  dividende , comme  l’unité  au  quotient , ou  invertendo  , le  dividen- 
de ell  au  divilêur , comme  le  quotient  à l’unité. 

L’extra êtion  de  la  racine  quarrée  ell  une  operation  , dans  laquelle  G H 
qui  cil  le  quarré  donné  ell  à G/  qui  ell  la  racine  cherchée  : comme  G I la 
racine  cherchée  efl  à G F que  l’on  a pris  pour  l’unité.  De  lôrte  que  dès  que 
i’on  confiderera  la  racine  cherchée  une  fois  comme  divilêur , une  fois  com- 
me quotient  : l’extraélion  de  la  racine  quarrée  fêra  une  cfpecc  de  divifion, 
dans  laquelle  comme  le  quarré  donné  G H qui  ell  le  dividende  , cil  à la 
racine  cherchée  G I qui  ell  le  divilêur  : de  même  la  racine  cherchée  G I 
qui  efl  le  quotient , ell  à l’unité  G F.  . , 
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L’extradion  de  la  racine  qüarréc  cft  donc  une  forte  de  divifion ,,  où  l’oifc 
cherche  le  divifour  & le  quotient,  qui  font  une  même  quantité:  au  lieu  que 
la  divifion  cft  une  operation  , dans  laquelle  le  divifour  eft  donné  , & l'on 
cherche  le  quotient.. 

Article  IIL. 

L’ unité  peut  ordinairement  être  prife  à diferetion. 

i.DA  ns  les  multiplications  des  lignes  l’on  donne  ordinairement  le  mul- 
tiplicateur ôc  le  multiplié , fans  parler  de  l’unité  : il  falloir  Fig.  6.  multi- 
plier la  ligne  B D par  la  ligne  BC,  ou  la  ligne  a , par  la  ligne  h.  Dans 
les  divifions  des  lignesl’on  donne  ordinairement  le  dividende  &c  le  divifour, 
fans  parler  non  plus  de  l’unité  ; il  falloir  Fig.  6.  divifor  la  ligne  c ,.  par  la 
ligne  a , ou  la  ligne  BE  par  la  ligne  B D.  Dans  les  extradions  de  racines 
quarrées  l’on  donne  la  ligne  , dont  il  faut  extraire  la  racine  quarrée  fans  afli- 
gner  l’unité  : il  falloir  Fig.  7.  tirer  la  racine  quarrée  de  la  ligne  GH.  Et  parce 
que  l’unité  entre  ncccflairement  dans  ces  operations  , comme  on  l'a  vu 
Art.  1.  n.  1.  l’on  peut  dire  que  l’unité  peut  ordinairement  y être  prife  à 
diforction. 

i.  Cependant  il  y a des  multiplications  de  lignes , où  l’unité  cft  détermi- 
née. Par  exemple  quand  on  cherche  une  quatrième  proportionclle  à trois 
lignes  données  , ou  une  troifiéme  proportionelle  à deux  lignes  données. 

Il  fout  trouver  une  quatrième  proportionelle  aux  trois  lignes  données  AB, 
D A , BC , cette  quatrième  fera  CE,  1 1.  6.  Eucl.  Et  l’on  a cette  Analogie 
de  la  multiplication  des  lignes  AB  : DA : : BC  ; CE  j dans  laquelle  AB<, 
qui  eft  donnée,  tient  lieu  de  l’unité.  Quand  on  cherche  une  troifiéme  pro- 
portioncllc  à deux  lignes  données  par  la  1 1.  6.  Eucl.  La  première  des  dom- 
nées  tient  aufli  la  place  de  l’unité  dans  la  multiplication  des  lignes , qui  fo 
fait  alors. 

3.  Lorfque  dans  un  Problème  il  n’y  a qu’une  grandeur  connue  & déter- 
minée , on  la  prend  ordinairement  pour  l’unité  , afin  de  ne  pas  introduire 
fons  neccftité  une  nouvelle  grandeur.  Dans  la  Parabole  Fig.  j.  les  coupées 
A L , Al-,  x Si  lesappliquées  FL,  fl,  y font  variables,  le  paramétré  AD, 

* cft  foui  conftant  : ainfi  l’on  regarde  ordinairement  le  paramètre  comme 
l’unité  dans  les  differentes  équations  à la  Parabole*^  =yy , qui  donne 
cette  proportion  a:  y:  :y  : x. 

4.  Lorlqu’il  y a dans  un  Problème  plufieurs  grandeurs  connues,  l’on  prend 
ordinairement  celle  que  l’on  veut  pour  l’unitc.  Vous  cherchez  Fig.7.  une 
moyenne  proportionclle  entre  les  deux  lignes  données  FG , GH  ; c’eft  1 3. 
6.  Éucl.  la  ligne  G I , or  l’on  peut  prendre  F G pour  l’unité  dans  cette 
Analogie  FG:  GI  : ; G I:G  H 5 ou  bien  l’on  confidere  G H comme  l’unité 
dans  cette  autre  Analogie  GH  : GI  : ; G I : FG.  Ce  qui  revient  au  meme. 
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Il  eft  pourtant  certain  , que  l’on  s’épargne  fouvent  beaucoup  de  travail  en  Fie.  7. 
prenant  une  quantité  plûtôt  qu’une  autre  pour  l’unité  5 parce  que  les  gran- 
deurs que  l’unité  multiplie  oudivife,  n’augmentent  ni  ne  diminuent  point 
en  vertu  d’une  telle  multiplication  , ou  d’une  telle  divifion.  Qu’il  faille  trou- 
ver une  ligne  égale  à.  bb+bc  — ^ : fi  l’on  prend  b pour  l’unité , la  quan- 
tité b b eft  égale  à b ,.  parce  que  le  quarré  de  / eft  / ; b c eft  égal  à c , parce 
que  1 c n’eft  autre  choie  que  c 5 eft  égal  d dfg  , ^ n’cft  pas  different 
de  dfg.  Amfi  j’évite  deux  multiplications  & une  divifion.  Au  lieuque  celui 

?ui  prendroit  c , pour  l’unité  » ne  s’exempterait  que  de  la  multiplication 
c , parce  que  / b =.  b. 

j . Apres  que  dans  un  Problème  l’on  a pris  une  grandeur  pour  l’unité  j on*, 
ne  la  change  pas  pendant  le  refte  de  l’operation , a moins  que  la  nature  du 
Problème  ne  le  demande.  Ce  qui  arrive , ou  lorfqu’il  faut  trouver  pluficurs  . 
troiliémes , quatrièmes  , moycnnes'proportionclles  , & que  celle  des  don- 
nées , qui  doit  être  l’unité,  eft  differente  dans  chaque  multiplication  : ou 
lorfque  l’unité  eft  variable , ainfi  qu’il  arrive  dans  ce  lieu  au  cercle  y y = 

2<tx  — xx.  Soit  le  diamètre  HF,  2 as  les  F G , F g , x ; les  IG  , ig , y;  Fie.  7« 
les  HG  , H g , feront  2 a — x.  Dans  lès  Analogies  qui  donnent  le  lieu  77= 
zax — x x , 8c  qui  font  FG  , x:  G I,y  : : G I.y  : GH , 2»  — x.Fg,  x : gi, 
y:  : gt , y : g H , 2 x — x.  &c.  Us  FG  , Fg  , x , qui  tiennent  la  place  de 
l’unité  , changent  chaque  fois» 


Article  IV.' 

Si  les  termes  du  calcul  Arithmétique  introduits  dans  la  Geometrie  nous 
rendent  plus  intelligibles. 

J»  L 'Operation  , qui  joint  une  ligne  à une  autre , ne  pouvoit  pas  s’appcl- 
ler  d’un  terme  fort  different  de  celui  d’addition.  L’operation  qui  retranche 
une  ligne  d’une  autre , ne  pouvoit  pas  non  plus  s’exprimer  par  un  terme 
fort  different  de  celui  de  fbuftracHon.  Ce  ne  font  donc  pas  les  termes  d’ad- 
dition & de  fbuftracHon  qui  rendent  lé  difeours  plus  intelligible. 

Si  M.  Descartes  ne  s’étoit  pas  fervi  du  terme  multiplier  la  ligne 
BD  par.  la  ligne  BC  ; il  aurait  dit , deux  lignes  BD  , BC  et  tint  données  , en 
trouver  deux  autres  , dont  l’une , qui  efl  ordinairement  arbitraire , foit  à l’une 
des  deux  données  B D , comme  l'autre  BC  efl  à la fécondé  des  cherchées , ce  qui 
eft  la  définition  de  la  multiplication  , qu’il  apporte  lui-même.  L’on  peut 
faire  une  femblablc  reflexion  fur  la  divifion  , & fur  l’extraction  de  racines. 
Or  ces  termes  de  multiplication  , divifion , extraction  de  racines  font  bien  ; 
plus  courts , mais  non  pas  plus  clairs  que  leurs  définitions;  Ils  ne  font  mémo 
intelligibles , qu’autant  que  leurs  définitions  fe  prefentent  à l’efprit. . 

2. . V ous  trouverez  la  raifon  , pourquoi  M.  Descartes,  pour  fe  ren-  - 
dre  plus  intelligible  , a introduit  les  tenncs:de  l'Arithmétique  dans  la  Gco-»- 
metrie  5 SeCt,  3.  Art»  2.  n,  a».  R>  iij , 
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Com- 
ment on 
peut  nfer 
de  chif- 
fres en 
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trie 


SECTION  III. 

Comment  on  peut  ufer  de  Chiffres  en  Geometrie. 

M.  Des  carte  s. 

MAIS  fouvent  on  n’a  pas  befoin  de  tracer  ainfi  ces  lignes  fur 
le  papier, & il  fuffit  de  les  d cligner  par  quelques  lettres,  cha- 
cune par  une  feule.  Comme  pour  ajouter  la  ligne  B D à GH,  je 
nomme  l'une  a , & l’autre  b , 6c  écris  a,  ■+•  b ; &:  a — b pour 
fouftraire  b de  a ; Se  a b pour  les  multiplier  l’une  par  l’autre  -, 
6c  \ pour  divifer  a , par/»  ; 6c  a a ou*1  pour  multiplier  a,  par 
foi-même,  & a ' pour  le  multiplier  encore  une  fois  par  *,  & ainfi 
à l’infini;  6c  Va1  b*  pour  tirer  la  racine  quarrée  de  a1  -t-  b1  & 
VC.  a’  — b 1 abb  pour  tirer  la  racine  cubique  de  * 1 — b'  -t- a b bt 
6c  ainfi  des  autres. 

Ou  il  eft  à remarquer  que  par  d'oui’ou  lèmblables,je  ne  con- 
çois ordinairement  que  des  lignes  toutes  fimples , encore  que  pour 
me  fervir  des  noms  ufitez  en  l’Algebre , je  les  nomme  des  quarrez 
ou  des  cubes , &c. 

Il  eft  aulfi  à remarquer  que  toutes  les  parties  d’une  même  ligne 
fe  doivent  ordinairement  exprimer  par  autant  de  dimenfions  l’une 
que  l’autre  , lorfque  l’unité  n’eft  point  déterminée  en  la  queftion, 
comme  ici  a ' en  contient  autant  que  abb  , ou  b * , dont  fe  compole 
la  ligne  que  j’ai  nommée  VC.*1  — b ‘ -+-  abb  : mais  que  ce  n’eft  pas 
de  même,  lorfque  l’unité  eft  déterminée,  à caulè  quelle  peut  être 
fous  entendue  par  tout  où  il  y a trop  ou  trop  peu  de  dimenfions  : 
comme  s’il  faut  tirer  la  racine  cubique  d ta  abb  — b , il  faut  penfer 
que  la  quantité  aabb  eft  divifée  une  fois  par  l’unité , & que  l’autre 
quantité  b eft  multipliée  deux  fois  par  la  même. 

Par  le  mot  de  chiffre  , que  M.  Descartes  met  ici  à la  marge  , & 

?u*il  employé  dans  le  paflàge  , que  nous  allons  citer  ; il  entend  les  lettres  a, 
, c , &e.  8c  les  caractères  V , VC  ou  ÿ , &c.  dont  l’Algcbre  le  lèrt. 

Dans  les  Articles  de  cette  Section  , i.  Nous  apporterons  les railons pour- 
quoi la  Géométrie  de  M.  Descartes  employé  les  ligues  de  la  Geo- 
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metric  ordinaire  & les  lettres  de  PAIgebre  avec  lès  caractères,  z.  Nous  re- 
marquerons que  b1, , b*,  crc.  reprefentent  ordinairement  de  (impies  lignes. 

3 . Nous  remarquerons  encor , que  toutes  les  parties  de  chaque  ligne  doi- 
vent avoir  ordinairement  autant  de  dimenfions  les  unes  que  les  autres. 

^ Article  I. 

Pourquoi  M.  Descartes  employé  les  lignes  de  la  Ceometrie  ordinaire 
avec  les  lettres  les  carafteres  de  l’Algebre. 

M-  Des  cartes  en  apporte  les  rai/ons  dans  fon  difeours-de  la  Métho- 
de r Partie  féconde  , voici  les  termes.  Puis  ayant  pris  garde  que  pour  connaître 
les  proportions  , j'aurois  quelquefois  befoin  de  les  confderer  chacune  en  particulier , 

Cr  quelquefois  feulement  de  les  retenir  ou  de  les  comprendre  plufeurs  enfemble  : je 
penfiti  que  pour  les  mieux  confderer  en  particulier  , je  les  'devais  fùppofir  en  des 
lignes  , à eau  fi  que  je  ne  trouvois  rien  de  plus  fimple , ni  qtQje  pu(fe  r epr e fient er  plus 
difiinffement  à mon  imagination  (jr  a mes  fins , mais  que  pour  les  retenir  ou  les 
comprendre  plufeurs  enfemble  , il  falloit  que  je  les  expliquaffe  par  quelques  chiffres 
les  plus  courts  qu’il  ferait  pofible.  Et  que  par  ce  moyen  j’emprunterois  tout  le  meil- 
leur de  l’Analyfi  Géométrique  & de  l' Algèbre  , cr  corrigerais  tous  les  defauts  de 
l’une  par  l’autre.  Comme  en  effet , j’ofi  dire , que  l’exatfe  obfirvation  de  ce  peu  de 
préceptes  que  j’avoi s choifs,  me  donna  telle  facilite'  à deméler  toutes  les  quefions, 
au/quelles  ces  deux  fciences  s’e'tendent , qu’en  deux  ou  trois  mois  , que  j’employai  à 
les  examiner , ayant  commence'  par  les  plus  fmples  cr  plus  generales  , cr  chaque 
vérité ' que  je  trouvois  étant  une  réglé  qui  me  firvoit  après  à en  trouver  d’autres, 
non  feulement  je  vins  à bout  de  plufeurs  que  j’ avais  autrefois  juge'es  trcs-diffciles  : 
mais  il  me  fimbla  auffi  vers  la  fin  , que  je  pouvais  déterminer  en  celles  même  que 
f ignorais  , par  quel  moyen  ér  jufques  où  il  e'toit  pcffble  de  les  refôudre. 

Le  défaut  de  la  Geometrie , c’eft  d’avoir  quelquefois  des  figures  trop  em- 
barraflces  , fur  tout  lorfqu’clle  examine  les  lolides  -,  le  défaut  de  l’Algebrc, 
c’eft  que  n’ayant  point  de  figures  , elle  ne  rend  pas  lî  attentif. 

Article  IL 

a"  5 b’  3 &c.  Reprefentent  ordinairement  de  fmples  lignes. 

1 . DAns  cette  Geometrie  b * peut  fignificr  une  furfacc  quarrée , une 
grandeur  de  deux  dimenfions  longueur  & largeur  , faite  lur  une  ligne 
droite  égale  à b : c’cft  ainfi  que  a z. , xx  reprefentent  des  quarrez  , Sed.  i. 

Probl.  3.  Mais  b * fignifie  ordinairement  ici  une  ligne  droite  trouvée  par 
cette  Analogie , comme  une  ligne  droite , que  j’ai  prifê  pour  l'unité  , eft  A 
la  ligne  droite  b : ainfi  la  meme  ligne  droite  b,  eft  à une  troifiéme  ligne  — 

= b b . foit  Fig.  10.  AB  = / , AC  = b , B D = b , joignez  CB,  & Fie.  10. 
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ïig  10.  menez  DE  parallèle  à BC  . Vous  aurez  1.  6.  Eucl.  A B, / ; B D a b:; 
AC,  b:  CE  , ^ = bb. 

b 1 Peut  reprefénter  un  fblide  cube  , une  quantité  de  trois  dimenfions 
longueur  , largeur  , & profondeur  : mais  b ’ rcprcfênte  ordinairement  une 
ligne  droite  trouvée  par  ces  analogies  , comme  une  ligne  droite , qui  tient 
lieu  de  l’unité  , eft  à la  ligne  droite  b : ainfi  la  meme  ligne  b eft  à une  troi- 
fiéme  ligne  bb . & comme  b eft  à b b : ainfi  b b eft  à une  quatrième  ligne 
droite^’.  Faifons  Fig.  io.  DF=CE , parle  point  Frirons  F G parallè- 
le à la  ligne  DE , Sc  par  le  point  C la  ligne  C 1 parallèle  à B F . L'on  a 
34.  i.Eucl.  CH=  B D , HI=DF.  C’eft  pourquoi  1.  6.  Eucl.  Dans  le 
triangle  A DE  , l'on  fait  A B , / ; A C , b : : B D ,b  : CE  , b b ; & dans 
le  triangle  CIG  , CH=BD  , b : C E , b b : ; H I = D F , bb; 
EG  , b* 


b 4 Sera  auffi  une  ljgnc  droite  , qu’on  trouvera  par  ces  analogies  1 ; b:  : 
b:  bb:.  bb:  b'  : : b*  : b*.  &c  bs  fera  une  ligne  droite  que  ces  propor- 
tions donneront  / .•  t:  : b : b b : : b b : b * : ; b 1 : b*  : : b*  : b' . &cb*drc . 

1.  b 4 Eft  une  grandeur  de  quatre  dimenfions , b 1 une  de  cinq  8cc.  mais 
dans  la  Geometrie  ordinaire  l’on  ne  trouve  point  de  quantité  de  quatre, 
cinq  , &c.  dimenfions , car  elle  ne  connoît  que  des  lignes , des  furfaces, 
des  folides , &c  rien  au  delà.  L' Arithmétique  fournit  des  grandeurs  de  tou- 
tes fortes  de  dimenfions.  Dans  laprogreffion  1.2.4 ■ 16.  32.  64-  &c.  2 

eft  la  racine  ou  le  nombre  qui  entre  dans  toutes  les  multiplications  , & 
répond  à la  lettre  b de  cette  progreffion  continue  /.  b.  bb.  b',  b*,  b',  b*,  crc. 
4 eft  le  quarré , qui  répond  a bb  j S eft  le  cube  , qui  répond  à b ' } 16  eft  le 
quarré  de  quarre  , qui  répond  à b 4 j 32  eft  le  premier  furfolide  , qui  ré- 
pond à b ’ ; 64  eft  le  quarre  cube  qui  répond  à b*,  dre.  De  plus  les  termes  de 
ces  deux  progrcfiîons  fo  forment  de  la  meme  maniéré  : car  comme  la  raci- 
ne a le  multipliant  elle-même  produit  le  quarré  4 , de  même  la  racine  b 
multipliant  b produit  le  quarre  b b -,  & comme  la  racine  2 multipliant  le 
quarré  4 produit  le  cube  S , de  même  la  racine  b multipliant  le  quarré  b b 
produit  le  cube  b * j dre.  Le  raport  qu'il  y a entre  ces  operations  a été  une 
raifon  à M.  Descartes  pour  introduire  le  terme  de  multiplication 
pour  les  lignes  dans  là  Geometrie  , afin  qu’en  comparant  les  opera- 
tions de  fa  Geometrie  avec  celles  de  l'Arithmétique , il  le  rendit  plus 
intelligible. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  des  quarrez  b b , le  doit  auflî  entendre  des  plans 
bd , ac  , dre.  &.  ce  qu’on  a dit  des  cubes  b ' , s’étend  auffi  aux  folides  a b b, 
abc , dre.  On  doit  auffi  étendre  , ce  qu’on  a dit  des  grandeurs  plus 
que  folides  b*yb'  , dre.  aux  quanritez  aabb  , abcd  , abbe , a' b by 
abc  d e , dre. 


3 . Les  équations  qui  dans  la  pure  Geometrie  rcprefêntent  des  furfaces, 
fê  trouvent  egalement  vrayes  , quand  on  les  applique  aux  lignes.  L’équa- 
tion 
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tion  ex  =yy de  la  parabole  lignifie  dans  le  Traité  des  Sections  Coniques 
que  le  rectangle,  quieft  unelurfiice,  dont  un  côté  efi  c , l'autre x , efl 
égal  au  quarré , qui  elt  aufli  une  forfàcc  , dont  le  côte  cft^.  Appliquons 
cette  même  équation  aux  lignes  , de  forte  que  ex  foit  une  ligne,  &cyy  une 
autre.  Soit  priîê  la  grandeur  c pour  l’unité  , l'équation  fo  réduira  à / x = 
y y.  Et  fi  l'on  fait  Fig.  io.  A B , e =.  r : A C , y ;;  B D , y : C E , = 
y y -,  l’on  trouvera  que  C E , yy  cflégale  à l’abfcifle  x , qui  dans  la  parabole- 
a l’appliquée  y , correspondante. 

Article  III*. 

Twtes.  les  parties  d'une  ligne  doivent  ordinairement  avoir . autant  de 
dimenjions  les  mes  que  les  autres. 

1 . L'On  fuppofo  que  les  lignes  qui  fo  multiplient  , ou  qui  Ce  divifont  font 
exprimées  par  un  ou  plufieurs  termes  , qui  n’ont  chacun  qu’une  lettre  a , b 
-‘f-c , dre  ÿ que  les  chiffres  qui  font  mis  devant  les  termes  n’en  augmentent 
pas  les  dimenfions , 2aa  , jbb  -4-  4c d ,.  n’ont  pas  plus  de  dimenfions  que 
an  , bb-hedÿ  que  les  dimenfions  d’une  fraction  diminuent  d’autant  de 
degrez  , que  le  dénominateur  a de  termes  , n’ont  que  deux 

dimenfions. 

1.  Dans  cette  fuppofition  , les  produits  qni  fè  font  de  la  multiplication 
de  deux  lignes , ont  deux  dimenfions  dans  cnacun  de  leurs  termes  ; a -+.  b 
par  a ■+■  b fait  /**■+•  a a b ■+■  b b j « -t -b  par  b — c donne  <*  b b b — ac 
— b c , dre.  Les  produits  qui  viennent  de  la  multiplication  de  trois  lignes 
ont  dans  chaque  terme  trois  dimenfions  j <*  -t -b , a -4- b , * -t-b  fc  multi- 
pliant produifènt  a1  -t-  j a a b -h  3 a b b ■+•  b'  ; lés  trois  a -4-  b , b — <■, 
d-*-f  donneront  par  leur  multiplication  -+-bbd  — acd — b c d -\- 
s bf  -+-  bbf  — aef  — bef , . &c.  L’on  trouvera  de  même  que  le  produit 
de  quatre  lignes  a quatre  dimenfions  dans  tous  fès  termes.  . 

Non  feulement  dans  l’expreflion  Algébrique  d’une  ligne , tous  les  ter- 
mes doivent  ordinairement  avoir  la  même  dimenfion  : mais  encore  ils  doi- 
vent avoir  deux  dimenfions.,  fi  c’eft  l’expreflion  d’un  plan  5 trois,  fi  c’cfl 
celle  d’un  cube  j &c. 

Ce  prccepte  n’efl  fait  qu’afin  que  les  quanti tez  , qui  font  des  plans , pa- 
rodient avoir  été  produites  par  la  multiplication  de  deux  lignes  ; celles  qui 
font  des  folidesparla  multiplication  de  trois  ; celles  qui  font  d’un  degré 
plus  élevé  par  la  multiplication  de  quatre  ; &c. 

3.  C’efl  pourquoi  la  ligne  qui  efi  exprimée  par  V C.  — b'  - 1-  abb 
fuppofânt  que  a1  — b ’ -4-  abb  e{\.  un  cube  , il  faut , que  chaque  terme  ai» 
trois  dimenfions.  S’iL faut  extraire  la  racine-cubiquc  de  aabb  — b , cette 
quantité  efi:  fuppofée  un  cube , elle  doit  donc  aufli  avoirtrois  dimenfions  j . 
ce  qui  ne  fe  peut  faire  qu’en  divifant  le  premier  terme  une  fois  par  l’unité». 


S:ü  O. 
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&.  multipliant  le  fécond  deux  fois  par  l’unité.  Soit  a l'unité  , ce  fera 
— a * b j (bit  c l’unité , ce  fera  — b c c.  Ce  qui  ne  fe  fera  qu’après 
que  l’unité  fera  déterminée. 

4.  On  peut  encor  en  tirer  cet  avantage  , que  dans  les  multiplications 
des  quantitez  , qui  ont  plulieurs  termes , Je  chaque  terme  pluficurs  lettres  ; 
on  s’apperçoit , fi  l’on  ne  s’clt  point  trompé  , en  examinant  , fi  dans  le 
produit  chaque  terme  a le  nombre  de  lettres , qui  lui  convient. 


SECTION  IV. 

Comment  il  faut  venir  aux  équations  , qui  fervent  à refoudre  les 

Problèmes. 

M.  Descartes. 

AU  refte  afin  de  ne  pas  manquer  à fe  fouvenir  des  noms  de  ces 
lignes , il  en  faut  toujours  faire  un  regiftre  feparé  , à mefure 
qu’on  les  pofe  , ou  qu’on  les  change  écrivant  par  exemple  AB  = 
cm-  1 , c’eft-à-dire , A B égal  à 1 , CH  = a , BD  = b,  frc.  Ainfi  vou- 
"Zaï*-  lant  refoudre  quelque  Problème  , on  doit  d’abord  le  confiderer 
””ufx  comme  déjà  fait  > & donner  des  noms  à toutes  les  lignes,  qui  fem- 
’fa-'Tt'  Ment  neceffaires  pour  le  conftruire  , auffi  bien  à celles  qui  font  in- 
a rtfa*-  connues  qu’aux  autres.  Puis  fans  confiderer  aucune  différence  entre 
1 "ai",  ces  lignes  connues  & inconnues  > on  doic  parcourir  la  difficulté, 
mr,‘  félon  l’ordre  qui  montre  le  plus  naturellement  de  tous  en  quelle 
forte  elles  dépendent  mutuellement  les  unes  des  autres , jufques  a 
ee  qu’on  ait  trouvé  moyen  d’exprimer  une  même  quantité  en  deux 
façons  : ce  qu { fe  nomme  une  équation  , car  les  termes  de  l’une  de 
ces  deux  façons  font  égaux  à ceux  de  l’autre.  Et  on  doit  trouver 
autant  de  telles  équations  , qu’on  a fuppofé  de  lignes , qui  étoienc 
inconnues.  Ou  bien  s’il  ne  s’en  trouve  pas  tant,  & que  nonobftant 
• on  n’omette  rien  de  ce  qui  eft  defiré  en  la  queflion , cela  témoigne 
quelle  n’eft  pas  entièrement  déterminée.  Et  lors  on  peut  prendre 
à diferetion  des  flgnes  connues , pour  toutes  les  inconnues , auf- 
quelles  ne  répor  H aucune  équation.  Après  cela  s’il  en  refte  encore 
plufieurs  , il  fe  faut  fervir  par  ordre  de  chacune  des  équations  qui 
relient  auffi  , foit  en  la  confiderant  toute  feule , foit  en  la  compa- 
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tant  avec  les  autres,  pour  expliquer  chacune  de  ces  lignes  incon- 
nues ; & faire  ainfi  en  les  démêlant , qu’il  n’en  demeure  qu’une 
feule  égale  à quelqu’autre  , qui  foit  connue  , ou  bien  dont  le  quar- 
ré  , ou  le  cube  , ou  le  quarré  de  quarré  , ou  le  furfolide  , ou  le 
quarré  de  cube , &c.  loit  égal  à ce  qui  fe  produit  par  l’addition, 
ou  fouftra&ion  dé  deux  ou  plufieurs  autres  quantitez  , donc  l’une 
foit  connuë  , & les  autres  foient  compofécs  de  quelques  moyennes 
proportionelles  entre  l’unité  & ce  quarré  , ou  cube  , ou  quatre  de 
quarré  , &c.  multipliées  par  d’autres  connues.  Ce  que  j’écris  en 
cette  forte  z = b , ou  z1  = — az-+-  bb , out'=+4z‘  -+- 
bbz  — c'  , ouz*=  az'  h-  * b1  z’  — c'zd *.  &c. 
dire  z , que  je  prends  pour  la  quantité  inconnue  eft  égale  à b , ou 
le  quarré  de  z eft  égal  au  quarré  de  b moins  a.  multiplié  par  z , ou  * 
le  cube  de  z , eft  égal  à a multiplié  par  le  quarré  de  z , plus  le  \‘i^.dt 
quarré  de  b multiplié  par  z moins  le  cube  de  c . & ainfi  des  /, 
autres.  . 

Et  on  peut  toujours  réduire  ainfi  toutes  les  quantitez  inconnues  . “ 
à une  feule  > lorfque  le  Problème  fe  peut  conftruire  par  des  cercles 
• & des  lignes  droites  , ou  aullî  par  des  ferions  coniques,  ou  même 
par  quelqu’autrc  ligne,  qui  ne  ioit  que  d’un  ou  deux  degrez  plus 
compofée.  Mais  je  ne  m’arrête  point  à expliquer  ceci  plus  en  détail, 
à caule  que  je  vous  ôterois  le  plaifir  de  l’apprendre  de  vous-même, 

& l’utilité  de  cultiver  vôtre  efprit  en  vousy  exerçant  ,qui  eft  à mon 
avis  la  principale,  qu’on  puilfe  tirer  de  cette  fcience.  Auflï  que  je 
n’y  remarque  rien  d aufii  difficile  , que  ceux  qui  feiont  un  peu  ver- 
fez  en  la  Gcometrie  commune  & en  l’Algcbre  , & qui  prendront 
garde  à tout  ce  qui  eft  en  ce  Traité,  ne  puiifent  trouver. 

C’eft  pourquoi  je  me  contenterai  ici  de  vous  avertir  , que  pour- 
veu  qu’en  démêlant  ces  équations  on  ne  manque  point  à le  fervir 
dfc  toutes  les  divifions  , qui  leront  poffibles  , on  aura  infaillible- 
ment les  plus  fimples  termes,  aulquelsla  queftion  puilfe  être  réduite. 


nom 
Fr  an  foi - 


Je  diftinguerai  par  ordre  les  Réglés  qui  regardent  la  rciohition  des  Pro- 
blèmes en  general.  Je  joindrai  à celles  , dont  M.  Descartes  parle  ici. 
quelques  autres,  qu’il  explique  ailleurs.  Les  réglés  , aufquellcs  je  ne  joins 
aucun  exemple  , leront  miles  en  ulàgc  dans  les  exemples  des  autres  règles* 
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Il  cft  bon  de  faire  reflexion  , que  les  préceptes  font  ordinairement 
obfcurs  , jufques  à ce  que  les  exemples  les  ayent  éclaircis. 

i i.  Réglés  generales  pour  les  Problèmes. 

REGLE  I. 

D 'Abord  l'on  confiderc  le  Problème  comme  déjà  fait.  Tappus  dans  fos 
Collections  mathématiques , commence  par  là  les  refolutions  de  pluficurs 
Problèmes  : ainfi  la  méthode  n’eft  pas  nouvelle.  Il  faut  diftingucr  avec  foin 
les  qu;yititcz  connues  des  inconnues.  On  appelle  quantitez  connues 
données  celles  que  les  conditions  du  Problème  déterminent  font  con- 
noître.  On  appelle  inconnues  celles  qu’on  cherche  &c  qu’on  veut  décou- 
vrir. Or  c’cft  par  le  connu  qu’on  découvre  l’inconnu  } l’Eiprit  humain  ne 
raifonne  pas  autrement , & il  n’a  pas  d'autre  manière  de  faire  de  nouvel- 
les découvertes. 

Réglé  II. 

O N donne  des  noms  &.  l’on  defigne  par  des  lettres  toutes  les  lignes,  qui 
femblent  neccflàires  pour  conftruire  le  Problème , non  feulement  aux  con- 
nues , c’eft-à-dire , à celles  qui  font  données  par  les  conditions  du  Problè- 
me , mais  encore  aux  inconnues.  L'on  fe  fort  ordinairement  des  premières 
lettres  de  l’Alphabet  a,  b , c , dre.  pour  nommer  les  grandeurs  connues  , Sc 
des  dernières , z , y , x,  dre.  pour  defigner  les  inconnues.  Cela  n’eft  pour- 
tant pas  univerfol. 

Réglé  III. 

O N fo  fort  indifféremment  des  lignes  connues  & inconnues  ; & en  con- 
iîderant  l’état  de  la  queftion  , l’on  cherche  des  équations  folon  l’ordre  qui 
paraît  le  plus  propre  a refoudre  le  Problème.  Cet  ordr  e demande  que  l’on 
commence  par  les  lignes  , dont  les  autres  dépendent.  Rien  n’eft  plus  im- 
portant , que  de  bien  comprendre  ce  dont  il  s’agit  dans  un  Problème  pro- 
pofé , fans  cela  l’on  travaille  long-tems  inutilement , & l’on  ne  s’apperçoit 
qu’à  la  fin  de  la  refolution  , qu’on  a mal  envifâgé  la  queftion. 


Réglé  IV. 

O N tâche  de  trouver  autant  d'équations  différentes  , que  l’on  a fuppofo 
de  lignes  inconnues  ; & ces  équations  auront  une  des  inconnues  d’un  cô»c 
& des  connues  de  l’autre.  Lorlqu’on  trouve  ce  nombre  d’équations  cher- 
chées , le  Problème  eft  déterminé  , & il  a une  folution  , ou  un  nombre 
déterminé  de  folutions.  Mais  fi  l’on  trouve  moins  d’équations , qu’il  n’y  a 
de  lignes  inconnues,  après  avoir  lâtisfâit  à toutes  les  conditions  du  Problè- 
me : c’cft  une  marque  , que  le  Problème  cft  indéterminé  , & qu’il  a un 
nombre  indéfini  de  folutions.  Lorfqu’on  trouve  plus  d’équations  , qu’il  n’y 
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a de  lignes  inconnues , le  Problème  eft  plus  que  déterminé.  II  cfb  quelque- 
fois facile  , & quelquefois  difficile  de  connoître  d’abord  , fi  le  Problème 
cil  déterminé  , ou  indéterminé , ou  plus  que  déterminé. 

Réglé  V, 

D Ans  les  Problèmes  indeterminez  l’on  prend  à volonté  des  lignes  con- 
nues pour  chaque  inconnue  , excepté  une.  Ce  qui  ne  fe  fait  qu’à  la  fin, 
après  qu’on  a parcouru  toutes  les  difficultez  de  la  queftion.  Ce  n’eft  pas 
l’ufàge  , d’effàccr  les  inconnues  à la  place  desquelles  on  fubflituc  des  con- 
nues. Il  faut  décrire  la  parabole  A Ff,  Fig.  j.  avec  l’équation  indeter-  pI0,  <; 
minée  y y = ax.  Pour  avoir  un  point  F de  la  parabole  , ou  fon  appliquée 
FL  yy  i je  déterminé  AL  , x de  la  longueur  que  je  veux  , elle  pourrait 
deflors  s’appcllcr  b , & l’équation  ferait^/  — ab.  Mais  l’on  ne  fait  point 
ces  diangemcns  , & l’on  fe  contente  de  chercher  FL  , y moyenne  pro- 
portioneue  entre  le  paramètre  a , & la  coupée  A L , que  l’on  nomme 
toujours  x.  V.  1.  1.  Part,  i . Scct.  4.  Art.  3.  §.3. 

Au  refte  comme  l’équation  indéterminée  yy  — a x devient  déterminée 
en  cherchant  le  point  F,  & tous  les  autres  points/ de  la  parabole  > l’on 
peut  dire  , qu’un  Problème  indéterminé  eft  une  infiuitc  de  Problèmes 
déterminez  j & que  tous  les  Problèmes  font  ou  déterminez  par  eux-mc- 
mes  , ou  déterminez  par  celui  qui  les  confirait, 

RegleVI.  . 

APrès  qu’on  a trouvé  les  premières  équations  , qui  font  fort  fimples,  fi  le 
Problème  n’eft  pas  entièrement  refolu  5 l’on  confidere  ces  équations  ou  fe- 

fiarcment,  ou  enfêmble , & on  les  combine  différemment  jjufques  à ce  que 
’on  n’ait  rien  omis  de  ce  qui  eft  defiré  dans  la  queftion.  Alors  l’on  en  trou- 
ve une  , qui  refultc  de  la  differente  combinaifon  des  autres  , & qui , après 
qu’on  a fubflitué  , s’il  eft  ncceffliire  , des  grandeurs  connues  à la  place  des 
inconnues , contient  une  inconnue  égale  à une  connue  z = b,  ou  une 
inconnue  dont  le  quarré  eft  égal  à ce  qui  fe  produit  par  l’addition  ou  fouf- 
rraction  de  deux  quantifiez , dont  l’une  eft  connue,  & l’autre  compofee 
de  quelque  moyenne  proportionelle  entre  l’unité  8t  ce  quarré  multipliée 
par  d’autres  connues , zz  = — nz  b b -y  c’efl- à-dire , le  quarré  z.  z.  eft 
égal  à une  quantité  connue  bb  , moins  xz  compofée  de  la  connue  , a , 
multipliée  par  z , qui  eft  moyenne  proportionelle  entre  l’unité  & le 
quarré  zz.,  car  1 : z: : z:  z z.  Ou  bien  l’on  trouve  une  inconnue  , dont 
le  cube  eft  égal  à ce  qui  fé  produit  par  l’addition  ou  fbuftraétion  de  trois 

3uantitez , dont  l’une  eft  connue , & les  deux  autres  font  compofees  des 
eux  moyennes  proportionellcs  entre  l’unité  & le  cube  multipliées  par 
d’autres  connues  , z’  = x z1  b b z — c* , c’cfl-à-dire  , le  cube  z * eft 
égal  à moins  Une  quantité  connue  e ’ , plus  a*1  plus  bbz,  qui  font  com- 

C iij 
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ïi«.  5.  pofées  des  connues  a fie  b multipliées  feparément  l’une  par  * z , l’autre  par 
s. , qui  font  les  deux  moyennes  proportionelles  entre  l’unité  fie  le  cube  z 1 T 
car  1 : s:;  z : zz:  : zz;  z \ Ou  bien  l'on  trouve  z*  = az‘  - 1- 
b*zx  — c'z  -1-  d*  dre. 

Dans  les  combinaifons  qu’on  fait  des  équations  , l’on  compare  deux 
valeurs  differentes  de  la  même  inconnue  * = M+ijr, 

& l’on  en  fait  mie  nouvelle  équation  a a b x — ne  -h  xy.  Ou  bien  l’on 
fubftituc  la  valeur  d’une  inconnue  à là  place  dans  une  autre  équation  où 
elle  cft.  Soient  les  équations  z — an  -+-  b x , x = bc  5 je  mets  bel  la 
place  de  x dans  la  première  équation  , qui  le  changera  en  z = a a -t-  bbc . 
Ces  operations  fervent  à diminuer  le  nombre  des  inconnues. 

Réglé  VIL 

O N le  forvira  de  toutes  les  divifons  poflibles , afin  de  réduire  les  équa- 
tions aux  plus  fimples  termes.  Les  diviiions,  qui  le  font  pendant  l’operation,, 
diminuent  la  peine  du  calcul , qui  doit  luivre  ; celles  qui  le  font  à la  fin» 
reduilènt  la  derniere  équation  à la  plus  limplc  exprcflion. 

Réglé  VIII. 

Q_UeIqucfois  Ta  maniéré  , dont  la  queftion  cft:  propofée  , ne  fournit  pas. 
toutes  les  lignes  , qui  font  ncccllàires  pour  la  refoudre.  Soit  qu’elle  les  four- 
niilè  ■,  ou  qu’elle  ne  les  fourniffè  pas , voici  ce  qu’il  faut  obforver. 

* Ton  f • La  méthode  ,que  M‘Df.scarths  tenoit , cft  celle-cL  * Il  ne  confi- 
iMt. *0.  deroit  point  d’autres  théorèmes  , linon  que  les  cotez  des  triangles  fombla- 
bles  font  proportioncls  , fie  que  dans  les  triangles  rectangles  le  quarré  de  la 
bafo  cft  égal  aux  deux  quarrez  des  cotez.  Et  pour  cela  il  oblèrvoit  que  les 
lignes  dont  il  fo  lèrvoit , fuflènt  parallèles  , ou  s’entrccoupaflènt  à angles 
droits  : de  forte  qu’il  refolvoit  tous  fes  Problèmes  par  la  propofition  47. 
du  Livre  1 . d’Euclide  , ou  par  la  4.  du 

i.  * * M.  Descartes  pour  fo  démêler  de  la  confufion  , que  peu- 
<tïvU\.  vcnt  cai|f-'r  plufieurs lignes , en  confidcre  deiix  comme  les  principales  , fie 
TM.  j.  auxquelles  il  tâche  de  rapporter  toutes  les  autres.  Ces  deux  lignes  fo  tou- 
s,a'  *'  client , fie  s’expriment  par  des  lettres  x , y , parce  qu’elles  font  inconnues. 
Lorlque  le  Problème  eft  indéterminé  ces  deux  lignes  font  variables  , fie 
Tune  des  deux  a un  point  fixe  pour  origine , Sc  s’étend  le  long  d’une  ligne 
droite  j tandis  que  l’autre  demeure  toujours  parallèle  à elle-même  ; de  la 
manière  dont  l’on  a ordonné  les  coupées  fie  les  appliquées  dans  les  lieux 
Géométriques.  Il  arrive  pourtant  quelquefois  , que  ces  deux  lignes  étant 
prifos  foparccs  l’une  de  l’autre  , le  Problème  fo  refout  d’une  manière  plus 
àifée  ou  que  l’on  arrive  à une  équation  plus  fimple. 

Il  y a fouvent  du  bonheur  à bien  clioilir  les  lignes , fie  à bien  commen- 
cer fon  calcul.  Tel  Problème  fo  refout  aiiément , fi  bon  i*y  prend  d’une 
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•certaine  façon  , qui  ne  fc  refondra  que  difficilement , ou  meme  du  tout 
point , fi  l’on  prend  une  autre  voye.  C’eft  pourquoi  lorfqu’un  chemin 
mené  trop  loin  , & qu’il  cft  trop cmbarralle  s il' cft  bon  d’entrer  dans  un, 
üc  s'il  cft  ncccflàire  d;yis  pluficurs  autres.  Il  ne  faut  pas  que  les  rcfôlutions 
courtes  Se  ailées , que  l’on  trouve  imprimées,  nous  trompent  ; telle  refolu- 
tion  d’un  Problème  fê  comprend  en  un  moment , qui  n’a  été  trouvée  que 
par  un  pénible  travail , &.  qu’après  avoir  été  tentée  inutilement  de  pluficurs 
manières.  Quoi  qu’en  certain  cas  un  heureux  genie  faflè  plus  que  l’art , on 
doit  pourtant  d’abord  fiiivrc  les  réglés  generales.  Il  fera  aufii  très-utile  de 
remarquer  comment  les  grands  Gcomctrcs  ont  rcfolu  certains  Problè- 
u mes.  Mais  avant  que  d’aller  plus  loin , rendons  ces  premières  règles  plus 
intelligibles  , en  les  appliquant  à quelques  Problèmes. 

• PROBLEME  I. 

H Tant  donnez  Fig.  u.  un  cercle  CDE  de  grandeur  & de  pofition  , Fio.  n. 
c’eft-à-dire , dont  la  grandeur  & la  fituation  foient  déterminées  , & deux 
points  A , B hors  du  cercle:  tirer  de  ccs  deux  poiiys  les  deux  lignes  A C , 

B C à un  meme  point  C de  la  circonférence  concave  du  cercle  , de  telle 
forte  que  la  ligne  A B , qui  joint  les  deux  points  donnez  , foit  parallèle  à 
la  ligne  D E , qui  joint  les  deux  points  D , E , où  les  lignes  AC  , BC  cou- 
pent la  circonférence  convexe  du  cercle. 

L’on  pourra  voir  dans  la  rcfblution  de  ce  Problème  , i . qu’il  faut  tenter 

flufieurs  maniérés  pour  refoudre  un  Problème,  i.  Que  les  lignes , que 
énoncé  du  Problème  prefente  , ne  fufhfênt  pas  toûjours  feules.  3.  Que  les 
deux  lignes  inconnues  , que  l’on  choilit  enfin  n.  7.  ne  font  pas  un  angle 
cntr’cllcs. 

1 . Suppofôns  la  chofè  faite , comme  le  Problème  le  demande  , que  les 
lignes  AC,  B C fc  terminent  au  point  C , Ht  que  les  lignes  AB,  DE 
font  parallèles.  Voilà  toutes  les  lignes  , dont  le  Problème  parle. 

î.  Nommons  la  ligne  connue  AB  , a -,  les  inconnues  AC,  z : BC  , x ; 

A D , y ; B E , v -,  DE,  s.  Nous  aurons  encore  DC  — AC  — A D,  z 
— y ; E C = BC  — B E , x — v.  L’on  donne  des  noms  à toutes  ccs 
lignes  , parce  qu’au  commencement  l’on  ne  connoît  pas  encore  les  feules 
necefiàires , & qu’on  doit  fê  fêrvir  de  toutes  , afin  de  voir  ce  qui  en 
peut  refûltcr. 

3 . Puifque  les  lignes  AB  , DE  font  parallèles  par  la  fiippofitîon  , les 
triangles  AC  B , DCE  font  équiangles  1 9.  i.Eucf.  & par  la  z.  6.  Eucl. 

CD  , z — y : AD , y : : CE  , x — v : B E , v . & 1 G.  6.  Eucl.  v z — 
yv  =x y — vy , vz  = xy , z = De  l’Analogie  precedente  l’on 
conclut  celle-ci  componendo  C A,  z:  AD  , y : : CB , x:  B E , v . & 16. 

C.  Eucl.  v z — xy , même  équation  qu’auparavant.  Enfuitc  par  la  4. 6.  Eucl. 
l’on  a ces  trois  Analogies  , laie  CA,  z;CB  , x 1 ; CD  , z — y : C E , 
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• x — v , &c  16.  6.  Eucl.  xz  — v z = x s.  — xy , vz  =.  x y , ce  qui 
n’apporte  rien  de  nouveau.  La  ic  C A , z:  AB , a CD  , * — y:DE,f. 
fz  = nz  — u y , ay  ■=.  a z — 4/",  7 = La  fC  B , x:  AB  , a::. 

CE  , x — v : DE  , y. y*  = ax  — av ~,  <».v  — /\v  ==av  ,x  — j—, 

4.  Nous  n’avons  trouvé  que  la  valeur  de  trois  inconnues  par  ces  premie-* 
rcs  équations  5 ces  valeurs  font  z-=  y = SJ^Ii , x = yzrj'  Nous  fub- 
ftitucrons  donc  la  valeur  de  x dans  celle  de  z , ce  qui  donnera  z = . 

Sc  dans  celle-ci  la  valeur  de  7 , ce  qui  fera  e = > & multipliant 

tout  par  un  — af,  c'eft  aaz — afz=.aaz — afz  , ce  qui  marque 
que  cette  dernicre  fubftitution  cft  inutile.  Je  puis  encore  mettre  la  valeur 
de  7 dans  l’équation  z = , il  en  refulte  z = — , av  z =.  a x z 

— fx  z , a v = ax  — fx,  x = —y  équation  qui  a déjà  été  tfouvée. 

j.  Toutes  les  équations,  qu’on  a pu  former,  gardent  deux  inconnue*,  ce 
qui  fomblc  lignifier  que  le  Problème  ell  indéterminé  : mais  il  nous  nous 
lervons  de  l'équation  x = , dans  laquelle  v &c  f font  arbitraires,  Sc 

que  l’on  prenne  deux  fois  B E , v,  d’une  même  longueur  déterminée , fie 
ED  ,f  de  deux  longueurs  différentes  déterminées  ; l’on  verra  , que  les 
lignes  A D , B E ne  fo  termineront  pas  les  deux  fois  .au  même  point  C , 
comme  il  arriveroir  , fi  le  Problème  étoit  indéterminé. 

6.  Il  nous  faut  faire  quelque  cholé  de  plus  : ce  qui  lé  prefonte  naturel- 
lement , c’eft  de  tirer  1 7. 3 . Eucl.  des  points  A , B » les  tangentes  AF, 
B G , qui  feront  connues.  Nommons  AF  , b -,  BG  , c.  3 6,  3.  Eucl. 
AC  X A D = ÂF*  ,yz  = bb.  BCx  B E = BG1 , v x . = ec. . 

L’équation  y z =zbb , donne , y =■—  comparons  les  deux  valeurs  de  7, 
~ = --  ~ï'"  multiplions  tout  par  * , & par  a , il  vient  abb  — azz  — 
fzz  j z z = —y,  ou  il  relie  une  arbitraire  f ; ce  qui  ne  refout  pas  le  Pro- 
blème , parce  qu’il  n'ell  pas  vrai  , que  de  quelque  grandeur  que  je  fafld 
DE,  f-,  AC , z—\/  —fj.  foit  toujours  telle  que  AD  , B E concourent 
en  un 'foui  point  C. 

7.  Nous  tenterons  donc  un  autre  chemin  avec  Pappus  , * Sc  c’efl  ici  la 
foule  operation  , que  l’on  produit , lorfqu’on  donne  au  public  la  refolution 
d’un  Problème.  Ayant  tiré  les  lignes  AC  , B C , A B , D E -,  l’on  mené  du 
point  A la  tangente  AF,  Se  par  le  point  D la  tangente  DH , qui  coupe 
la  ligne  AB  en  H. 

Nommons  les  connues  AB,  ai  AF.,  b;  les  inconnues  AC, z-,  AD, 
y,  BH,  r -,  AH  cft  A B — B H,  a — n 

8.  Les  triangles  A C B , A HD  font  équiangles  , car  ils  ont  l’angle  A 
commun  i enfuite  à caufo  que  DH  cil  touchante  , & ED  focante,  l’an- 
gle H D E ell  égal  à l’ange  C , 3 1 . 3 . Eucl.’  Or  à caufo  des  parallèles  D E , 
A B , les  angles  alternes  HD  E , DH  A,  19.  1.  Eucl.  font  égaux  : donc 
l’angle  C ell  égal  à l’angle  D H A,  Et  lés  triangles  équiangles  donnent 

4*  6. 
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4.  6.  Eucl.  AC , s,  : AB,  a : : AH,  a — r : AD  , y . & I C.  6.  Eucl.  Fis.  to. 
y g.  =.aa  — ar  ,y  — D'un  autre  côté , n.  6.  y = ^ . Compa- 
rons les  deux  valeurs  de  y , b-^  = , b b = aa  — ar  , ar  — a a — 

h b j r — **  . Mettons  cette  valeur  de  r à là  place  dans  la  valeur  de 

A H , a — r , nous  trouverons  a — — — - ‘“'—^%t-bb.  — ~ = A H. 

9.  La  conftrucHon  fera  telle.  Le  cercle  £ CD  étant  donné  avec  les  deux 
points  A -,  B : je  joins  A B , du  point  A je  mène  1 7.  3.  Eucl.  A F tan- 
gente du  cercle  en  F,  je  fais  1 1 .6.  Eucl.  A H troifiéme  proportionelle 
aux  lignes  AB,  AF,  du  point  H je  tire  encor  H D tangente  du  cercle  en 
D , Se  par  les  points  A , D , la  ligne  AC,  je  joins  BC  , D E,  La  ligne 
D E elt  parallèle  à la  ligne  A B. 

Dém.  l’on  a fait  AB,  a : AF , b : : AF,  b ; AH  , ^ . donc  1 7. 

6.  Eucl.  ~ÂFX  — A B x AH . Mais  36.  3.  Eucl.  Â~Fl  = A C x AD  : 
donc  AB  x AH  = AC  x A D . & 16.  6.  Eucl.  A B : AC  : : AD  : 

A H . donc  j.  6,  Eucl.  Les  triangles  AC  B , A D H font  équianglcs  , Se 
l'angle  C égal  à l’angle  A HD  . Maintenant  à caufë  de  la  tangente  DH, 

& de  la  fecante  DE,  31,  3.  Eucl.  L’angle  HDE  cft  égal  à l’angle  C : 
donc  les  angles  alternes  A HD  , HDE  font  égaux  > 8c  18.  1.  Eucl.  les 
lignes  DE  , AB  parallèles.  Ce  qu’il  fàlloit  démontrer. 

10.  Puifque  n.  8.  r = , la  ligne  AB  , a eft  plus  grande  que 

la  ligne  A F , b.  Que  fi  la  ligne  A B étoit  égale  à AF,  l’on  auroit  r — 

* - 7 bb  — 0 , la  ligne  B H ferait  nulle  , le  point  H ferait  le  même  que  le 
point  B } ce  qui  ïè  conclut  aufli  de  ce  que  A H = ~ fc  réduirait  à ^ = 

a . Il  faudrait  donc  Fig.  1 1.  du  point  B tirer  la  touchante  B D , Se  ladroi-  F(e  Ji; 
te  A DC  parles  points  A , D ; 8c  joindre  BC,  alors  les  lignes  D£ , AB, 
feront  parallèles. 

Mais  Ci  AF,  b Fig.  1 1.  eft  plus  grande  que  AB  , a ; de  l’équation 
lb  = aa  — «rn.8.  l’on  conclura  — ar  = bb  — aa  , — r = b b 
ce  qui  montre , comme  on  l’expliquera  Régi.  1 o.  que  B H , r doit  être  de 
l’autre  côté  du  point  B , qu’on  ne  l’a  fuppofe  dans  le  calcul  Fig.  1 1 . AiiiTi 
comme  H a été  pris  entre  B 8c  A Fig.  1 1 . il  faudra  le  .mettre  de  l’autre 
côté  du  point  B fur  la  même  ligne  A B prolongée  , comme  on  le  voit 
Fig.  13.  ou  l’on  fait  £ H = b b - , du  point  H l’on  mene  la  tangente  »»• 

H D , par  les  points  A , D l’on  tire  AD  C , l’on  joint  BC,  & les  lignes 
DE  , AB  font  parallèles. 

Problème  II. 

E Tant  donné  le  plus  petit  côté  d’un  triangle  redangle  , & la  différence 
des  fêgmcns  de  la  bafè  faits  par  la  perpendiculaire  abbaifTée  du  fbmmet  de 
l'angle  droit  : trouver  la  difîèrence  des  côtez  , la  bafè  , & décrire  tout 
le  triangle. 

Suppofons  que  le  triangle  AB  C , Fig.  1 4,  rcélangle  en  A , eft  celui  qui 

D 
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14-  eft  demande  , que  AD  eft  la  perpendiculaire  , dont  il  eft  parlé.  Du  cen- 
tre A , de  Pintervalc  A B décrivez  le  cercle  B G F,  les  lignes  AB  , AF 
font  égales  , C F eft  la  différence  des  cotez  A B , A C j les  fcgmcns  de 
la  bafc  font  BD  , DC  j & pareeque  3.3.  Eucl.  B D = D E , E C eft  la 
différence  des  fograens.  Prolongez  C A en  G. 

Par  ce  Problème  on  apprendra  , qu’une  maniéré  conduit  quelquefois  à 
une  équation  plus  fimplc  5 &i  qu’il  faut  aufli  quelquefois  tirer  des  lignes,, 
dont  on  ne  parle  point , en  propofânt  le  Problème. 

1.  Nommons  les  connues  AB,  a — AF  — AG  ; EC , b 5 & les. 
inconnues  CF,  x ; B E , y . Qnaura  AC  = C F ■+■  FA,,  x-t-  a ; CG 
= CF  -4-  FG  , x -4-  2 a 5 CB=:CE-hEB  , b -hy.  Les  rectangles  C E 
XÇB , CG  x CF  font  égaux  au  quarré  d’une  même  tangente  36.  3.. 
Eucl.  ainfi  ils  font  égaux  entr’eux  : donc  b b -4-  b y = x x -4-  2ax. 

3.  Si  vous  voulez  chercher  immédiatement  la  valeur  de  x , vous  cher- 

cherez d’abord  la  valeur  de  y,  pour  fubftituer  cette  valeur  à y.  Vous 
avez  bb-*-by=ax-\-2axx  donc  b y = XX  ■+■  2 xx  — b b , y =. 
xx*  2 1 & mettant  cette  valeur  dans  CB,  b -+ -y,  vous  forez  b -4- 

x x + Z a x — b b b b •+■  y x + 2 a x — b b. x x + 2 m x q 

b b b 

Maintenant  puilque  l’angle  BAC  eft  droit  , bc*  = AB1  *+» 

“7c* , *'  * **■*.'.*  *--**-  = a x -4-  x x -f-  2 a x -t-  a a — 2 a a + x x 

b b 

■+■  2 a x , &C  multipliant  tout  par  b b , x*  -h  4 a x'  4 x a x x = 
2 a a bb bb  x x -t-  xxbbx,  qui  s’ordonne  ainfi  x 4 -4-  4*x,*U’f **x 
— 2 a b b x - — 2 a a.  b b = 0 . 

4.  Mais  fi  vous  voulez  vous  forvir  d’une  autre  voye , 8c  connoîtrc  immé- 

diatement la  valeur  de/ , vous  forez  difparoitre  .v.  Vous  avez  déjà  l’équa. 
tion  n.  1.  b b b y = xx  -4-  2 a x , enfoite  le  triangle  rcélangle  ABC 

vous  donne  BCX  = ~ÂBX  -+-  > bb  -h  2 by  -4-  yy  = 2xx  + **  + 

2 a Xi  xx  -4-  2 »x  ■=  bb  - 4-  2b  y -4-  y y — 2xx=2bb  -4-  by;yy-irby 

2 a .1 . Mettez  ± bb  de  chaque  côté  ■>  y y by  - 4-  ± bb  =.  2 an  -4- 

\bb  , extrayez  la  racine  quarrée  de  chaque  côté  , c’eft  3+7^  = 
V 2 xn  4-  ± bb  , y = — ±b  4-  •</ 2 aa  -*•  ± bb  , &:  la  bafo  B C ,.b  -+- y = 
~ b y/  2 na  -4-  ^ bb. 

Pour  connoîtrc  .v , vous  fiibftituerez  cette  valeur  de  y dans  l’équation 
n.  i.  x x -1-  2 a x — b b -4-  b y , qui  fe  changera  en**  -4 - 2 a x = 4- 
\bb-4-b^2aa-\-±bb,  & mettant  a a de  chaque  côté  , x x -4-  2 a x 4- 
aa  = an  -4-  \bb  -4-  b / 2 a n -4-  ±bb  , & extrayant  la  racine  quawée  de 

chaque  membre  , r + * =v^*«  + j W + + * = — a 

4-V/i/»-4-|  b b -h  b V 2 aa  4-  \ bb  qui  eft  la  même  valeur  de  x , qu’on, 
auroit  de  l’équation  n.  3.  x*  -4-  4 a xy  t-ViV*  — 2 xbbx  — 2 a abb. 
= o , fi  on  l'avoit  refoluc..  Cette  refolution  lé  fora  L.3.  Part.  3.  Secl.  4. 
Art.  3.  n..  3* 
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■y.  Lc6  Gcomctrcs  regardent  les  équations  dont  l’inconnue  ne  monte  Fus.!* 
•que  jufques  au  quarré  , plus  (impies  que  celles  , où  elle  monte  au  quar- 
ré de  quarré.  Les  premières  font  plus  ailées  à refoudre  que  les  fécondes, 
ce  qu’on  verra  en  comparant  les  opérations  que  demandent  les  équations 
'de  deux  dimenfions  , qui  ont  été  faites  n.  4.  & dont  il  fera  parlé  Part.  z. 

Art.  1 . avec  celles  que  M' Descartes  enfèigne  L.  3.  Part.  3.  Sect.  4. 

Art.  1.  pour  les  équations  de  quatre  dimenlions.  Ainlt  n.  4.  l’on  cft  arri- 
vé à une  équation  plus  (impie  8c  plus  aiféc  que  n.  3. 

6.  Lorfqu’on  a la  valeur  de  .v  , l’on  peu*  trouver  le  triangle  ABC  Fis. 
par  cctrc  conftrudion  Fig.  ry.  Faites  le  triangle  ifofeele  BKH  , rec- 
clanglc  en  K , dont  B K = KH  — a . JJj1  fcrtPjaa.  Au  point  H 
élevez  HL  = 7 b perpendiculaire  fur  B H , 8c  joignez  B L . JTLZ 
= b'h*  ■+■  TTL1  , ± bb  , Sc  BL  = V 2a»  -\bb.  Du  cen* 

tre  L à l'intcrvale  L H , décrivez  le  cercle  CHE  ; prolongez  B L en  C* 
vous  avez  LE  — LC  — LH  , \b  , CE  — b , BC  — CL  4-  f.B  — 1 A 
+ . Aprcfént  fur  le  diamètre  BC  décrivés  le  demi-cercle 

BAC , dans  lequel  vous  inférirés  B A — a j joignés^  CA  , 8c  du  centre 
A , de  l’intervale  AB  , décrivés  le  cercle  BFG  . 

Dém.  L'angle  BAC  eft  droit  .3  1.  3.  Eucl.  ; BC.cft  7 b -\-V  2 a»  -+-  -j  bb 
telle  que  doit  etre  la  bafé  du  triangle  cherchée  n.  4.  CE  eft  b , telle  que 
doit  être  la  diiïèrcnce  des  fègmcns  de  la  bafé  faits  par  la  perpendiculaire  j 
BE  cft  BC  — CE  , V 2 a»  ■+■  7 bb  — 7 b = y.  n.  4.  cÂf*  = B~Cl 

~ËAl  = -i  b b i + ;W+  + — aa  = a a -f.  i 

b b -4-  b / 2da  4-  7 bb  , AC  — V »*  -\-  \ bb  b V a*  + i 
enfin  CF  = CA  — AF  , — /t-^V^»-i-jbb-t-bVaa-\-~bb  = x , 
comme  elle  doit  être  n.4.  Le  triangle  ABC  Fig.  ij.  eft  donc  celui  qui 
eft  demandé.  . 


RegleIX. 

JLOrfqu’un  Problème  renferme  plufîcurs  cas,  il  n’eft  entièrement  refolu, 
qu’apres  qu’on  les  a tous  parcourus.  L’on  commence  la  refblution  par  les 
plus  (impies  , fi  on  les  connoît.  Après  qu’ils  ont  tous  été  examinés , fi  leurs 
refélutions  ne  peuvent  pas  être  comprifès  fous  une  formule  générale  , on 
les  range  en  propofânt  les  premiers  ceux,  qui  font  les  plus  fimples , ou  dont 
les  autres  dépendent. 

Quelquefois  on  diftingue  tous  les  cas  dès  le  commencement , ainfi  que 
l’on  fera  dans  le  Problème  fuivant  > quelquefois  on  ne  les  découvre  qu’à 
mefùre  qu’on  les  examine  . comme  on  a fait  au  Problème  1 . n.  1 o.  de  cette 
Section.  L’on  laiflé  quelquefois  des  cas  , qui  font  inutiles  au  dcflcin  que 
l’on  a.  M.  Descartes  donne  des  exemples  de  cette  règle  au  1.  z, 
Part.  4.  en  expliquant  fés  ovales  8c  leurs  ufages. 

D ij 
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PROBLEME  II  f . 

ïis.  i*.  £ Tant  donnée  Fig.  1 6.  la  ligne  AB  de  grandeur  & de  pofition  , trouver 
un  point  D hors  de  cette  ligne  , d’où  ayant  tiré  la  ligne  D C perpendiculai- 
re iur  A B , l’on  ait  trois  lignes  en  proportion  continuelle , dont  le  légment 
A C Toit  la  première , & dont  la  ligne  DC  foit  une  des  trois. 

Il  y a quatre  cas  , qui  viennent  de  la  differente  combinaifon  des  lignes, 
ï.  AC:  CD::  CD:  AB.  x.  AC:  CD::  CD:  CB.  j.AC.AB::  ABz 
CD.  4.  AC:  CB::  CB:  ÇD. 

1 . Suppolons  le  point  D trouvé , &.  la  ligne  D C tirée.  Nommons  A B , 
tu  AC,  x -,  CB , a» — x ; CD  , y. 

x.  Pour  le  premier  cas.  AC,  x:  CD,  y::  CD,  y:  AB  y».  &c  1 6.6, 
Euc1.J7  = »x  ; à la  parabole  , qu’ileft  aile  de  décrire. 

Pour  le  fécond  cas.  AC , x : CD , y : : CD , y ; CB,»  — x . & y y 
= sx  — x x ; au  cercle  duquel  le  diamètre  c(ls  . Et  cela  eft  encore 
facile  à conftruire. 

4.  Pour  le  troifiéme  cas.  AC  , x : AB , » : : AB , » : CD  , y : Sc  ' 
xy  =»»  , à l’hyperbole  entre  lés  afymptotcs , qu’il  eft  ailé  de  trouver. 

5.  Pour  le  quatrième  cas.  AC , x : CB , a — x : : CB , » — x:  CD  y. 
y . &cxy  = as  — 2»x  -h  xx  , i l’hyperbole  lôit  par  raport  à lés  diamè- 
tres , loit  par  raport  A lés  afymptotcs.  Il  fuffira  de  conftruire  le  Problème 
par  raport  à lôn  diamètre. 

Pour  réduire  Inéquation  xx  — 2 ax  — xy  = — sa  , prenons,  x 
* — -i  ^ =s  , ou  — *-*-  *-»-  7 .y  = — z. -,  z. -4-  a + \ y =.  x . &C  pour  .v 
lùbftituons  cette  valeur,  êc  pour  xx , le  quarré  zz-4-2»z.-4-yz.-b»»-4~ 
ay  i y y ; la  première  équation  lé  changera  en  celle-ci  , ~ y y -t-  a y = 
z,  z,  y y y -+-  4»y  = 4 Failons  encore  y -4-  2»  = v,  v — 2»  =y , & 
mettant  cette  valeur  pour  y,  &c  le  quarré  vv — 4»v  -4-  4a»  pour  y y ; la 
réduite  léra  vv  — 4 as  = 4 z.z,  qui  lé  conftruira  ainfi. 

Sur  A B élevez  au  point  A la  perpendiculaire  infinie  EAM,  coupez 
AE  = 2 A B = 2 a,  8 i AG  = CD  , y j vous  aurez  EG  = E A - 1-  AG , 

2 a -4- y — v.  Enfuite  menez  l’infinie  G I parallèle  à AB  , & B H parallèle 
à AG  : vous  aurez  GD  = AC , xs  BH  = CD  ,y  : GH=  AB  , ».  Par 
les  points  E , B tirez  encore  l’infinie  E B.  Les  triangles  E AB  , EGI , 
BHI  lont  équianglcs  19.  x.  Eucl.  AinfiE^,  2»:  AB  ,ji::  EG  , v: 

■>  Gl,  \v::BH,y:HI,\y.  D’où  il  fuit  que  DI  = GH  -+-  HJ—GD 
= a-4-±y — x = — z. 

Aprcfent  il  faut  faire  reflexion  , que  dans  l’équation  réduite  4~&  = 
vv  — 4»»  , que  nous  conftruifons  , le  diamètre  eft  2 » = E A , l'abléillé 
c(lï  = £G  prifé  lùr  ce  diametre  : mais  que  l’ordonnée  eft  x ou  — ~ = 
D / , & que  ces  coordonnées  ne  lé  touchent  point , & qu’elles  ne  font  pas 
un  angle  , comme  les  lieux  Géométriques  le  demandent.  Vous  taillerez 
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donc  l’ordonnée  DI,  où  elle  fè  trouve , 6c  voustranfjjorterczledemi-dia-  Fie. 
merre'  E A 8c  l’abfoiflè  EG  fur  la  ligne  El,  afin  que  la  nouvelle  abfcilTc 
E I faile  un  angle  EID  avec  l’ordonnée  ID. 

Dans  le  triangle  rectangle  EAB  , Tb'  = 7TÂ*  AB1  = 4xx 
•+■  *x  , 6c  EB  = V fxx  = * Vf  fera  le  demi  - diamètre  fiibftitué  à la 
place  du  demi-axe  AB  , E étant  toujours  le  centre  de  l’hyperbole  ; de  forte 
que  prenant  EF  = E B , vous  aurez  le  diamètre  détermine  F B = 2V  f x 
De  plus  dans  les  triangles  fcmblables  E AB  , EGI , vous  avez  cette  pro- 
portion , EA , 2x-.  EB  , Vf**::  EG,  v.EI, \<vV  s ou  V±vv, qui 
lcra  la  nouvelle  coupée  fubftituée  à la  place  de  la  coupée  EG,  v.  1 
Ce  n’eft  pas  aflez  pour  décrire  l’hyperbole , d’avoir  le  diamètre  déterminé 
F B : il  faut  encore  connoître  le  paramètre.  Dans  la  première  équation  4z.z 
= vv—  +ax,  le  terme  nous  aprend , que l'àxc  2a  cft  à fon  para- 
métré , comme  4 a /.  Mais  la  raifon  n’eft  pas  la  même  dans  l’équation , que 
nous  allons  faire  . &c  dans  laquelle  le  diamètre  cft  2V  f*a  , 6c  nous  avons 
V jvv  pour  v.  Voici  donc  la  maniéré  de  déterminer  le  paramètre.  L’ordon- 

donnée eft toujours z , Fl  cft  FE-t-EI  , y + B/eftE/ 

EB,  V — Vf**  ; nommons  le  paramétré p.  Par  la  nature  de  l’hy- 
perbole , comme  le  diamètre  2 Vf  **  eft  au  paramétré  p:  ainfi  le  re&angle 
FI  y.  B 1,  iw  — fxx  eft  au  quarre  zz  de  l’ordonnée  ; 8c  16.  6,  Eud. 

JZZ  Vf  xa  = ±pvv f xxp  , 4ZZr=.  LîAAt, 

Puifque  dans  les  deux  équations  4zz  = w — 4 xx  ,*4xæ  — tt-w 

— îfr£?  > les  premiers  membres  4zz  font  égaux  , je  conclus  quelles 
féconds  w-  4xx,  _ jaaai  Je  font  au{fi.  Et  fuppo(int  ^ 

euher  , que  les  deux  premiers  termes  font  égaux  : je  fais  l’équation  v v 
= iyjai  > d’où  il  fuit  cjue  le  paramétré  p = ^Vf**  — Le  mê- 
me fuit  encore  de  l’égalité  des  deux  derniers  termes  4 x x — Avec  le 

diamètre  déterminé  ôe  le  paramètre  , l’hvperbole  DBd  fo  décria.  Je  dis 
que  tous  les  points  D , d fatisfont  au  Problème. 

Dcm.  1“  au  pointd.  Id  cftGd  — GH — HI , x x- £.  — z ■ 

F1=EI+  EF,Vivv  + //«*  jB/=EI  — EB,  v\w  — 

V/  xx.  Et  par  la  nature  de  l’hyperbole  , comme  le  diamètre  2V  s xx  eft 
au  paramètre \V f xx  : ainfi  F/ x I-B  , ±vv  — fxx  cftiTd1  »zz.  5c 
6.  Eucl.  xzzV  5 xx  = jvv  Vf  xx — 2xx  V 5 xx  , 6c  divifânt  par 
Vf  xx  , 2 z,  z,  — jvv  — 2 xx,  8c  multipliant  par  2 , 4zz  = vv  — 4xxi 

i°  Au  point  D-,  ID  eft  GH  ■+■  HI  — GD  , x -+-  \y * — * > & 

par  la  nature  de  l’hyperbole  , comme  le  diamètre  2V  fxx  eftrau  paramètre 
\Vfxx  : ainfi  FI  y IB  , ±-vv  — fax  c(ïk  T5*  , zzy rzzVf** 

= 7 wV fxx  — 2xxV fax  , 2zz  =ivv  — 2*  a,  4zz  = w 

4 xx.  Subftituons  pour  x*.  fa  valeur  xx  — 2xx  — xy  -+-ax  -f-  xy  -t-  i 
yy  , &c,  pour  w fa  valeur  4xx+  4*y.-+.  y y , l’équation  fera  4xx  -1. 

«xx  — 4xy  -+*  4ax- 1-  4xy^r  yy =4ax+  4xy-f  yy  — 4xx  , qui, 

D nj 
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no.  !«.  (c  réduit  à — S*x  — + xy  ■+•  4 <* a = 0 . xy  — nn  — 2 ax  +■  xx 
qui  eft  l’équation  à conftruire.  Enfin  parce  que  la  partie  B M eft  la'  feule 
de  l’hyperbole  , d’où  l’on  puilîc  tirer  les  lignes  CD  iùr  la  ligne  déterminée 
AB  , clic  eft  aulTi  la  leulc , qui  fàtisfaflè  au  Problème.  Ce  qu’il  falloit  dé- 
montrer. Au  relie  la  quantité  négative  — z.  dans  l’efpacc  qui  répond  à 
A B finie  , & la  politivc  -+-  z , qui  répond  & AB  infinie  ; nous  aprennent 
qu’il  falloit  avoir  propole  A B infinie  , afin  d’avoir  une  lolution  politivc 
dans  l’arc  infini  B d. 

REGLE  X. 


L A conftruction  Sc  la  démonftration , que  nous  venons  de  faire , lerviront 
d’exemple  pour  cette  réglé  , qui  eft  telle. 

Après  avoir  rempli  toutes  les  conditions  d’un  Problème  , Sc  formé  la 
dcrnicre  équation , laquelle  contient  deux  inconnues  x,y  : fou vent  avant 
que  d’en  faire  la  conftrudion , il  faut  en  fubftituer  une  ou  deux  autres  , Sc 
Elire  une  nouvelle  équation , qu’on  appelle  la  réduite.  Si  dans  la  conftruc- 
tion , qui  fc  fait  enfuite , les  deux  coordonnées  de  la  réduite  le  touchent  en 
un  point  8c  font  un  angle  ; il  n’y  a pas  de  difficulté.  Mais  fi  elles  font  tel- 
lement fèparécs  l’une  de  l’autre  , qu’elles  ne  fallait  point  d’angle  : alors 
on  laille  celle , qui  eft  l’appliquée , dans  la  pofition  , que  la  conftrudion 
lui  a donnée  ; mais  on  tranfporte  le  diamètre  Sc  l’abfciflè  lùr  une  autre  ligne, 
qui  fbit  tellement  difpofcc,  que  les  coordonnées  fàflènt  un  angle.  Cétte 
ligne  étant  trouvée  , on  y détermine  le  fommet  , le  centre  , le  diamètre, 
les  abfciflès , fuivant  que  la  nature  de  la  courbe  à décrire , le  demande.  Le 
diamètre  precedent  fert  à déterminer  la  valeur  du  nouveau  diamètre, 
l’abfciflè  precedente  fert  aulfià  trouver  celle  de  la  nouvelle  abfciflè , par  le 
moyen  des  triangles  rcdangles , ou  femblables.  Enfuite  formant  avec  les 
valeurs  de  ce  nouveau  diamètre  & de  cette  nouvelle  abfcillè  , J équation 
propre  de  la  courbe  , qu’on  doit  décrire , on  trouve  la  valeur  du  paramétré. 
Toutes  ces  choies  étant  déterminées  , on  décrit  la  courbe  , Sc  on  fait  la 
dcmonftration  fuivant  l’équation,  que  ces  dernières  valeurs  du  diamètre,  du 
paramétré  Sc  des  abfciflès  doivent  donner  ; Sc  par  les  fubftitutions  on  doit 
retrouver  les  équations  precedentes.  Nous  trouverons  encore  plufieurs 
exemples  de  cette  réglé  dans  les  folutions  des  differens  cas  du  Problème  de 
Pappus  , Livre  1,  Partie  2. 

11  arrive  auffi  , qu’on  laillè  la  coupée  dans  la  pofition  où  elle  fe  trouve 
d’abord  , Sc  qu’on  lui  cherche  une  nouvelle  ordonnée  correfpondante, 
comme  on  le  fera  , Liv.  2.  Sect.  4.  Art.  3 . §.  1 . 

De  forte  que  toutes  les  fois  que  l’abfciflc  Sc  l’ordonnée  de  l’équation  ne 
fc  touchent  pas  : il  faut  changer  la  pofition  de  l’une  des  deux , Sc  leur  fâi. 
re  former  un  angle.  La  difpofition  des  lignes  fait  juger  , qu’elle  eft  celle, 
qui  doit  être  tranfportée. 
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Réglé  XI. 

A Près  que  le  Problème  cft  refolu  , l’on  trouve  quelquefois  une  impoftî- 

bilité  dans  la  dernicrc  équation , z-h  a = /» , s — o .z  — V a.  Le  tout 

égal  à la  partie  , une  racine  imaginaire.  Alors  le  Problème  cft  impoftible. 

Quelquefois  l’on  trouve  une  équation  , dont  les  deux  membres  contien- 
nent les  mêmes  lettres  * b = a b , fie  qui , ôtant  a b de  chaque  côté  , fo 
réduit  à o = o.  Ce  qui  montre  , que  la  queftion  cft  ncccflTai  rement  telle 
qu’on  l’a  propofée  , & que  c’eft  un  Theorême  , Sc  non  pas  un  Problème,, 
qui  a été  propofe.  D’un  point  donné  hors  d'une  ligne  donnée  abaiftèr 
.une  perpendiculaire  fur  cette  ligne  , cette  queftion  eft  un  Problème,  parce 
que  de  ce  point  vous  pouvez  tirer  fur  la  ligne  donnée  des  lignes  qui  ne 
feront  pas  perpendiculaires  j ainfi  l’on  cherche  avec  raifon  une  méthode 
fure  , pour  abaifter  une  perpendiculaire.  Mais  faire  un  triangle  rectangle, 
dont  le  quarré  de  la  baie  foit  égal  aux  quarrez  pris  enfèmblc  des  deux' 
autres  cotez  , cette  queftion  eft  un  Theoreme  , parce  qu’on  ne  peut  pas  s’y 
tromper  , &c  que  tout  triangle  rectangle  a neccflairement  la  propriété , que 
l’on  fuppofè  ici  ne  convenir  qu’à  une  efpccc  de  triangle  rectangle. 

Quelquefois  l’on  trouve  une  grandeur  négative  égale  à une  pofttivc , 

— — bb,  z — — V a* — bb.  Ce  qui  eft  une  marque  qu’il  faut 

{ (rendre  la  quantité  z , fur  la  même  ligne  d’un  côté  oppofé  à celui , où  on 
’a  mile  pendant  l’operation.  Lorfquc  dans  une  équation  l’inconnue  a deux 
dimenfions , elle  a deux  racines  ; lorfquelle  a trois  dimenfions , elle  a trois 
racines , &c.  Ces  racines  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires,  c’eft-à-dirc, 
impoflibles  ; parmi  les  réelles  il  peut  y en  avoir  de  vrayes  & de  fauftès.  Lorf- 
qu’elles  font  toutes  vrayes , elles  fe  prennent  du  meme  côté  j lorfquc  les 
unes  font  vrayes  , les  autres  fauftès  , les  vrayes  fe  mettent  d’un  coté  , les 
fauftès  de  l’autre.  Il  n’y  a jamais  qu’une  racine , que  l’on  cherche  , & qui 
donne  la  refolution  exacte  du  Problème  ; mais  les  autres  en  donnent  la  refo- 
lution  dans  un  fèns  , qui  ne  peut  être  diffèrent  de  celui  du  Problème  qu’en 
quelques  circonftances.  Et  toutes  ces  différentes  folutions  font  regardées 
comme  propres  du  Problème  , qui  pour  lors  nous  découvre  plus  qu’on  ne 
demande.  Les  racines  fauftès  nous  avertiflènt  auftî , qu’il  ne  faut  que  chan- 
ger des  additions  en  des  fouftractions , ou  des  fouftnidions  en  des  additions 
pour  faire  un  Problème  peu  diffèrent  de  celui  qui  cft  propofé. 

Probl  eme  IV. 

D U point  B Fig.  i.  pris  hors  de  la  ligne  DE  , abaiflèr  deux  perpendi- 
culaires BA,BC  fur  la  ligne  DE.  Problème  impoffible.  F 

Que  cela  foit  fait  , nommons  AB  , x ; AC , y ; BC , z.  puifouc  l’an- 
gle  BAC  cft  droit  , jc1  = B A*  -+-  A&  as  = rr  + yy  , xk. 
=zzz  —y  y,  Et  puifque  l’angle  Bc  A cft  auffi.  droit , B a'’—  &c‘  c2\ 
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xx  = -*rjy-  Donc  xx  — ss  — yy  = ss  -+-77 , fie  — yy  —yy.  Equa- 
tion impoffible , qui  aprend  qu’il  cft  impoffible  de  tirer  d’un  lcul  point  deux 
perpendiculaires  lur  une  même  ligne. 

PROBLEME  V. 

D Ivilêr  Fi",  i.  une  ligne  A B en  deux  parties  au  point  C,  de  telle  façon 
que  lequarre  de  la  toute  AB  fbit  égal  aux  quarrez  des  lêgmcns  AC , C B, 
fie  a un  rectangle  fous  les  lègmens  AC  , CB.  Problème  impoffible. 

Que  la  ligne  A B fait  diviféc  en  C , comme  on  le  demande  , nommons 
AB  , a-,  AC;  x ; CB  fera  , a — x;  fie  par  la  fupp.  ~ÂB*  — sTc 1 ■+•  ci 
-t-  AC  X CB  , aa  = xx  -+-  aa  — 2ax  -+•  xx  -h  ax  — xx,  — ux  -t-  x x 
■=.  o , a x = x x ,a  = x , le  tout  égal  à la  partie , ce  qui  prouve  l’impoffi- 
bilité  du  Problème  , lequel  en  effet  cft  contraire  à la  Prop.  4.  1.  Eucl. 

PROBLEME  VI. 

Fie.  17.  T Rouver  Fig.  17.  un  point  A au  dedans  du  rectangle  donné  MNRP. 
d’où  ayant  tiré  aux  quatre  angles  les  quatre  lignes  AM,  AN  , AP  , A R, 
les  quarrez  des  deux  lignes  oppofées,  AP,  AN  lôient  égaux  aux  quarrez 
des  deux  autres  lignes  oppofecs  AM,  A R.  C’eft  un  Tbcoréme. 

Suppofons  la  chofe  faite  , fie  par  le  point  A menons  F AK  parallèle  à 
PM , nommons  MN  = PR , a -,  M P = K F , b ; fie  les  inconnues  PF  = 
MK  , s ; GP  = A F , x ; nous  aurons  K N = MN  — MK  , a — 
z.  — FR  ; AK  — KF  — AF,  b — x.  Maintenant  Ai'1  — Ff*  ■+■ 
ALF 1 **_+*.*  1 ■+■  ~ÂKl , **  — 2AZ-+-  iî  + Wj-.’b c 

A-xx  ; A_MX  — MK 1 -+-ÂK*  -A-  b b — zbx  -+-  xx  s ~ar'  — 

A F*  ■+■  F Jil , xx  -h  a a — 2 a s -t-  s s.  Et  par  l’hypothefe  AP1  -4 -AN1» 
ÎÎ+  X X -F-  AA  — i«î+tî+  bb  — 2 b x +XX  — Â~MX  ■+■  Â~Rl  » 
es.  -t-  bb  — 2b  x -+-  xx  -t-  xx  -1-  a a — ; c’eft-;! -dire  0 — o , 

car  tous  les  termes  de  l’équation  s’effacent.  D’où  il  fuit  que  c’eft  un  Théo- 
rème , fie  que  quelque  point  A , qu’on  prenne  au  dedans  du  rectangle 
MNRP  , les  quarrez  des  deux  lignes  oppofées  A P , AN  feront  égaux  aux 
quarrez  des  deux  autres  lignes  oppofées  AM,  A R. 

PROBLEME  VII. 

Ho.  1*.  £ Tant  donnée  Fig.  1 8.  la  Parabole  A D , dont  on  connoît  le  paramètre 
f , fie  un  point  D pris  fur  cette  parabole  ; trouver  fur  fon  axe  AE,  le  point  B 
tel , que  fi  vous  joignez  les  deux  points  B,  D , qu’au  point  D , vous  éleviez 
fur  DB  la  perpendiculaire  D E , qui  coupe  l’axe  en  E , fie  qu’enfin  du  mê- 
me point  D vous  abaiflîcz  DC  perpendiculaire  fur  l’axe  A E > le  fegment 
CE  de  l’axe  compris  entre  les  deux  perpendiculaires  DC,  ED  , foit  égal  à 
la  moitié  du  paramétré. 

Nous  trouverons  une  valeur  négative  feule , qui  marquera  que  pour 

conftruire 
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ronftruire  le  Problème  , l’on  doit  prendre  la  grandeur  AB  d’un  côté  tout  F‘°-  **• 
oppofe  à celui , dont  on  l’a  prifè.  L’on  verra  aulli , qu’au  lieu  d’une  louftrac- 
tion  , il  faut  faire  une  addition. 

i . Que  le  point  B (bit  celui  que  l’on  cherche , qu’il  fbit  lùr  l’axe  en  de- 
dans de  la  parabole  , cjue  E D (bit  perpendiculaire  lur  DB , ôc  D C (ùr  A E. 

Nommons  ladonnccCE,  \p  ; les  inconnues  AB  , z-,  l’abfciflè  AC  ,x  ; 
l’appliquée  CD  , y j fie  BC  — AC  — AB  , x — z. 

Par  la  Prop.8. 1.  6.Eucl.  ECy.CB  = cl V,  7 px  — \pz=yy,  fie  mul- 
tipliant  par  2 , & divilânt  par  p , x — z = D’ailleurs  par  la  nature 
de  la  parabole , px  A C — c/j 2 , px  —y y.  Mettez  cette  valeur  de  y y à (à 
place  dans  l’équation  x — z = Ai?  # elle  (b  changera  en  celle  - ci  x — z = 

2 x , — z = x.  C’cfl  pourquoi  puilque  AB  eft  ■+■  z , la  quantité  — z doit 
être  prilè  de  l’autre  côté  de  A.  Prolongez  donc  l’axe  A E au  defliis  du  Ibm- 
met  A , j u (qu’à  ce  que  A b foit  égal  à x , joignez  bD  , 8c  tirez  D e perpen- 
diculaire à Db , je  dis  que  le  legment  C e eft  - p.  * 

Dém.  Nommons  Ab  ,*5  AC,  x ; DC  ,y  5 C e ,\p.  L’on  aura  bC  = b A 
•+■  AC  ,z  ■+■  x , fie  8.  6.  Eucl.  Ce  xCb='cDl  , \pz  -l-  {px  =yy,  z x 
= Ai?  , fie  par  la  nature  de  la  parabole  — px  ; fie  (i  l’on  met  px  pour 
y y dans  z x ==  Ai?  } cc  (bra  z -t-  x = 2 x , z =.  x.  Ce  qu’il  falloit 
démontrer. 

L’on  avoit  retranché  A B de  l’axe  A E , en  prenant  le  point  B j & en  pre- 
nant le  point  b , l’on  ajoute  Ab  mi  même  axe. 

PROBLEME  VIII. 

D Ivilêr  la  ligne  donnée  AB  Fig.  1 9.  en  moyenne  Se  extrême  railon,  c’eft-  Fio.  u, 
à-dire , en  deux  parties  telles  , que  la  toute  (oit  au  plus  grand  legment, 
comme  le  plus  grand  legment  eft  au  moindre. 

Dans  ce  Problème  la  pofition  de  la  racine  négative  eft  contraire  à celle 
de  la  pofitive  ; fie  en  mettant  une  addition  à la  place  d’une  IbuftracHon  , l’on 
change  le  Problème  propole  en  un  autre  peu  diffèrent.  De  plus  la  feule  raci- 
ne pofitive  refout  exactement  le  Problème. 

1 . Suppolbns  que  le  point  C fbit  celui  qui  divilè  la  ligne  AB  de  telle  ma- 
niéré, que  la  toute  AB  fbit  au  plus  grand  (ègment  B C , comme  B C eft 
au  moindre  legment  CA.  Nommons  AB  , a -,  BC , x,  CA  Cerna  — x.  Et 
par  la  fuppofition  AB , a : BC , x : : BC , x : C A , a — x . xx  = an  — 
a x , xx  -+■  ax  = an  , fie  mettant  dans  chaque  membre  , xx  -+- 
/»*-*- dont  il  faut  extraire  les  racines  quarrées. 

2.  Comme  le  quarré  xx  -t-  *x  -t-  peut  être  produit  par  x-t-  A a 

multipliant  * + j»,  ou  par  — x — A<*  multipliant  — x — {a  j il  a deux 
racines  , la  première  , x -+-  ~a  — V \aa  , x = — \a  - 1-  / -an,  fie  cette 
racine  eft  pofitive , parce  que  là  valeur  — j-a  -t-  *a  eft  plus  grande  que 
zéro.  La  lêcondc  , — x — , x=  — 7*  — , car  c’cft 
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l’ufoge  de  donner  toujours  le  ligne  -4-  à l’inconnue  .v  fie  lorlcju’ellt  eft  ainfo 
exprimée  , fi  , comma  il  arrive  ici  , là  valeur  — j-n  — / ±an  cil  moindre 
que  zéro  , l’on  dit  que  c’eft  une  racine  négative  de  l’équation.  Mais  fi  cette 
valeur  , après  que  l’inconnue  a pris  le  ligne  -t-  cft  au  defius  de  zéro  , ainfi 
qu’on  le  verra  dans  le  Problème  I X.  l’on  dit  que  c’eft  une  valeur  vraye  de 
l’inconnue , quoique  dans  l’extradion  de  la  racine  , cette  même  inconnue  ait 
eu  le  ligne  — . 

3.  Pour  conftruirela  racine  pofitive  x — — ±n  +■  y/  ±aa  : Au  point  A 
il  faut  clcvcr  EA=^n  perpendiculaire  à AB  , fie  joindre  EB , couper 
ED  = E A , faire  BC  = BD,  le  point  cherché  eft  C. 

Démonftration.  Puilque  d’angle  EAB  cft  droit , £~B 1 = ~AB 2 j-+- 
E A ’ — an  -4-  7 /»/»  = ±aa  , ÔC  E B =xV ±aa.  BD=BE  — ED,  7 — n 
-\-V  ±*a  , — x—BC.  Après  cela  CA  = a,  — x = \a  — V \aa.  Mais  ces. 
trois  quantitez  AB,  a » B C , x = — 7/»  -4-  V~aa  i CA  , n — x = 

— V -an  , (ont tellef , que  le  produit  des  extrêmes  AB  x C A eft  égal  au 
quarré  üc~  de  la  moyenne  , c’eft-à-dirc  , \nn  — a *±aa  — an  — a 
V±aa  -t-  \nn  : donc  17.  6.  Eucl.  elles  font  en  proportion  continue.  Ce 
qu’il  falloit  démontrer. 

4.  L’on  conftruira  de  cette  maniéré  la  racine  foullc  x—  — \a  — V^aa, 
ou  — .v  = \n  -4-  V ^an , parce  que  -4-xa  été  pris  fur  la  ligne  AB  , en. 
allant  de  B vers  A , — x le  prendra  fur  la  même  ligne  A B prolongée , en 
allant  de  l’autre  côté  de  B vers  G.  Je  fois  donc  B F = A E , 7 a j fi cFG 
= EB  , V^aa  , 8c  la  ligne  BG  cft  jn  -4-  V ^nn  = — .v. 

Dém.  étant  — .v  = 7 a -4-  V \*a  , a — x fora  7 a V-^aa  , car  ici/»  — 

x cft  une  addition  de  a avec  — x.  Et  l’on  aura  ces  trois  grandeurs  en  pro- 
portion continue  , AB,  a -,  B G , — x = \n  -4-  V ±aa  ; AG  , a — *=7 
n -4-  v'^an , puilque  le  produit  des  extrêmes  fie  le  quarré  des  moyennes  font 
■j an  -4-  a V \aa.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Si  c’eft  la  racine  foullè  .v  = — j*  — V 7 an  que  l’on  conftruit , c’eft  la 
même  operation,  l’on  prend  B F = 7*  , FG  = V \an  , pour  avoir  BG, 

— \a  — V ^na  — x , car  — \a  — / -an  font  ici  ajpûtécs  cnfomblc» 
Ainfi  les  grandeurs  connues  qui  ont  — , fo  prennent  du  côté  oppoléà  celui 
dont  on  a pris  les  grandeurs  pofitives  dans  la  valeur  pofitive. 

Dém.  a — xcftf  * + fie  l’on  a ces  trois  quantitez  en  propor- 

tion continue  , AB  , n ; B G , x = — \n  — >/  ± a*  -,  AG  , n — ,v  = 7 a 
-4-  V%aa.  Puifquc  le  produit  des  extrêmes  cft  égal  au  quatre  des  moyen- 
nes , 7 an  -4-  nV ±aa.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

5 . L'on  changera  ce  Problème  en  un  autre  peu  difïcrcnt , fi  l’on  met  une 
addition  à la  place  d’une  fouftraétion.  Et  la  racine  pofitive  fora  la  même 
dans  le  fécond  Problème  que  la  négative  du  premier , & au  contraire  la 
négative  du  fécond  fora  la  même  que  la  pofitive  du  premier. 

Le  premier  Problème  fo  peut  énoncer  ainfi.  Une  ligne  AB  étant  don- 


Digitized  by  Googl 


de  M.  Descartes.  Liv.  I.  3 5- 

née  , il  la  faut  couper  en  deux  parties  au  point  C , de  telle  forte  que  la  tou-  «>« 
te  A B foit  à la  retranchée  B C , comme  la»retranchcc  B C elt  au  relie 
CA,  8c  il  y a ici  une  foullra&ion. 

Le  fécond  Problème  s’exprimera  de  cette  façon.  La  ligne  A B étant  don- 
née , lui  en  ajouter  une  autre  B G telle , que  la  donnée  A B foit  à l’ajoû- 
tccBG,  comme  l'ajoutée  B G cil  à GA  compoféc  de  la  donnée  Sc  de 
l'ajoûtée. 

6.  Nommons  A B , x,  BG^x  j A G , * + *.  Par  l'hypothcfe 
AB  , x : B G , x : : B G , x : A G , x ■+■  x.  x x = x x ■+.  x x j xx 

— xx—  aa.  Et  ajoutant  7 ax  de  chaque  côté  , xx — xx-+-  jxx  =--xx  ; 

dont  les  racines  font , la  première*  — \x  y/ ±xx  , x=±x  +-  / ±xa, 

racine  poiitivc  , la  même  que  la  négative  du  premier  problème.  Car  — x 

— 7 ±=V±xx  n.  2. peut  le  réduire  à — x=j-x- 1-  V \xx.  Lafeconde  — 

•v  -t-  7 x = V±xx  ,x  = 7 « — V±xx , racine  négative  , la  même  que  la 
poiitivc  du  premier  Problème  , car  .v  -+-  \x  — V ~xx  n.  1.  peutfc  réduire 
a — x — \ x — V ~xx. 

7.  Pour  conftruire  la  racine  poiitivc  * = jx  -t-  V ±xx , l’on  fait  BF= 

\x  , ôc  FG  = V \xx  , B G fora  ~x  -4-  V ~ xx  — x -,  la  ligne  cherchée. 

Dém.  Il  y a une  proportion  continue  entre  ces  trois  grandeurs  , A B , x j 
BG  ,_x  = ±x  - 1-  V±xx  i AG  x -t-x  = {x  ■+■  V±xx\  17.  <>.EucI.  puifo 
■que  B G1  = A B x G A = \xx  -+-  a V ±x  x.  Ce  qu’il  fâlloit  démontrer. 

La  conftruclion  de  cette  racine  pofitivc  cil  la  meme  que  celle  de  la  néga- 
tive du  Problème  précèdent. 

8.  Pour  conftruire  la  racine  négative  x — ±x  — V \xx , ou  — x — 

— 7/»  -t-  V^xx,  je  prends  de  l’autre  côté  de  B la  ligne  BC  — R n — 

jx  ■+■  V~xx  = — *. 

Dém.  17. 6.  Eucl.  Ces  trois  grandeurs  font  en  proportion  continué'  AB, 
x j BC  , x = ~x  — V \xx-,  AC,  x — * = f /*  -t-  / 7 xx  : car  ici  x — * cft 
une  addition  : où  ces  trois  AB,x-,BC,  — * = — ~ x-h  y/±xx  -,  A C,  x — 
x = hx  — V~xx  : puifoue  le  reétangle  fous  les  extrêmes  & le  quatre des 
moyennes  font  égaux  ; à lavoir  \ xx  — xV  ^ *<*.Ce  qu'il  fâlloit  démontrer. 

La  conftruclion  de  cette  racine  négative  eft  fomblable  à la  conftru&ion 
de  la  pofitive  du  Problème  precedent. 

5.  L’on  trouve  dans  ces  rcfolutions  plus  que  l’on  ne  cherche. 

Dans  le  premier  Problème  l’on  cherche  une  ligne  , qui  doit  être  retran- 
chée de  la  ligne  A B , la  racine  pofitive  détermine  cette  ligne  5 & la  néga- 
tive indique  une  autre  ligne  qui  doit  être  ajoutée  à la  ligne  AB,  pour  faire 
un  Problème  un  peu  different. 

Au  contraire  dans  le  fécond  Problème  l’on  cherche  une  ligne  , qui  doit 
être  ajoutée  à la  ligne  AB  , la  racine  pofitivc  donne  la  ligne  cherchées 
&.  la  négative  montre  une  autre  ligne , qui  doit  être  retranchée  de  la  ligne 
AB  pour  foire  un  Problème  auifi  un  peu  different. 


Digitized  by  Google 


xie.  xo. 


36  -Commentaires  sur  la  Geometrie 

PROBLEME  IX. 

H Tant  donnez  Fig.  10.  le  demi-cercle  AEB  , & hors  de  ce  cercle  lu 
ligne  infinie  FD  parallèle  au  diamètre  AB  ; tirer  de  l’cxtrcmité  A de  ce 
diamètre  la  ligne  A D de  telle  maniéré , que  la  partie  A E luit  égale  à la 
partie  E D. 

Les  deux  racines  le  prennent  ici  du  même  côté , parce  qu’elles  font  tou- 
tes deux  pofitives.  La  refôlution  donne  encore  plus  que  l’on  ne  demande. 
Il  y aura  aufll  plufieurs  cas. 

i.  Suppofons  la  chofé  faite.  Par  le  point  E tirons  FEC  perpendiculai- 
re aux  parallèles  AB  , FD.  Les  deux  triangles  AEC  , FE  D lontéquian- 
gles  19.  1.  Lucl.  Sc  parce  que  les  baies  AE  , ED  (ont  égales,  ils  font 
égaux  , 16.  1.  Eucl.  &c  CE  = EF.  Nommons  les  connues  A B , x -,  CF, 
b,  CE,  ±b.  Les  inconnues  AC,  x -,  CB,  x — ,v. 

z.  Cor.  8. 1.  6.  Eucl.  La  ligne  ECeft  moyenne  proportionellc  entre  les 
lignes  AC  , CB:  donc  17.  6.  Eucl.  A C xC  B =£  c'1 , xx — .v.v 
b b , xx  — xx  — — ±bb,xx  — x x ~ a x — -xx  — ±bb.  Dont  la 
première  racine  efl  x — jx  = V ~xx  — ±bb  , x = j/i  -t-  V ^xx  — ~bb, 
la  fécondé  cfl  — x ■+■  \x  = V \xx  — ±bb  , — x =.  — -4- 

yf^xx — ±bb,x=j  a — V-^xx  — L b b. 

3.  Vous  conflruirez  ainlî  la  première  racine  x = -x  ■+■  V ^xx — ^bb. 
Au  centre  G élevez  G H perpendiculaire  au  diamètre  A B , fur  G H com- 
me diamètre  décrivez  le  demi-cercle  HKG  , dans  lequel  vous  inferirez 
H K =jb,  joignez  KG  , & faites  GC  = G K.  Au  point  C élevez  CF 
perpendiculaire  à AB,  qui  coupera  la  circonférence  AEB  au  point  E, 
par  lequel  vous  mènerez  la  ligne  AED.  Vous  aurez  AE  — E D-,  5>lG  H 
— GA  , \x. 

Déni,  l’angle  HKG  dans  le  demi-cercle  efl  droit  31.  3.  Eucl.  donc 
(TU1  — CH*  — TTk1  = \xx — ±bb,  ÔC  GK  = V±xx  — = 

G C par  la  conflruétion.  Ainfi  AC  = A G -h  GC  = ^x  ■+■  V \xx  — ±bb 
z=.  x -,  &c  C B =.  A B — AC  , x — ,v.  Or  par  la  conflruélion  E C cfl 
perpendiculaire  à A B , & Cor.  8. 1.  6.  Eucl.  moyenne  proportionclle  entre 
A C , CB:  donc  17.  6.  Eucl.  £C*  = AC  x CB  = xx  — x x = ±bb. 
n.  z.  Donc  E C = ±b  = E F.  C’efl  pourquoi  les  triangles  A E C , FE  D 
cquianglcs  19.  1.  Eucl.  ont  encore  les  cotez  EC  , E F égaux  : donc  z 6. 
1 . Eucl.  ils  font  entièrement  égaux , les  bafes  A E , E D font  égales.  Ce 
qu’il  fàlloit  démontrer. 

Cette  première  racine  cfl  pofitive  , parce  qu’elle  s'étend  fur  A B , du 
côté  que  l’on  a pris  -+-  x „ 

4.  Vous  conflruirez  la  féconde  racine  x = ~x  — V-^xx  — \bb  , dh 
retranchant  de  AG  , ~x  la  ligne  Gt  = GC,  V\xx — ±bb  , £c  vous 
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aurez  Ac  = AG  — Ce,  ±a  — V±*a  — '-bb,  — x.  Au  point r vous 
clcvcrcz  la  ligne  cf  perpendiculaire  à.  AB,  & qui  coupera  la  circonféren- 
ce AEB  au  pointe,  par  où  vous  mènerez  Aed  , ics  lignes  Ae  , ed 
feront  égales. 

Déni.  La  ligne  A c cil  .v , donc  la  ligne  cB  , a — x.  Or  c e cft  moyen- 
ne proportioncllc  entre  Ac  ,c  B ; donc  «'  = Ac  x c B = ax xx 

X bb  . n.  i.  & ec  = \b  — ef. 

Les  triangles  Aec,fed  équiangles  ont  les  cotez  ce , efèrr aux  & A e 

— ed.  Ce  qu’il  falloir  démontrer.  h 

L’on  trouverait  la  même  chofe  , C l’on  conftruifoit  cette  féconde  racine 
exprimée  par  — x — — ~ a -^-V~  a a — ±bb.  Pùifquc  -+-  x a été  pris  fur 
AB  en  allant  de  Avers  B , — x Ce  doit  prendre  de  l’autre  côté  de  A. 
Soit  donc  A g = GC , /•£  aa—lbb,  8Cge  = AG  , ± a , I*on  aura  — 
Ac  = Ag  — gc  , — x = V^»  — ^bb—{x. 

Le  point  c fera  le  même  dans  les  deux  conftructions , car  A g & G c ont 
ete  prifes  égales  a G C , elles  font  donc  égales  > ajoutez  leur  la  ligne  com- 
mune  A c , vous  aurezgr  — AG  , ~a.  L’ufagc  cft  de  conftruire  * =i* 

— Vx  **—'-bby  plutôt  que  — * = _ f*  -t-  V '7*  a — ^bb. 

Parce  que  tant  la  valeur  de  x , que  celle  de  — at  cft  toujours  Ac  , qui 
fe  trouve  du  meme  côté  que  A C , cette  fécondé  racine  s’appelle  poiitive 

comme  la  première  AC , & l’on  dit  que  l’équation  xx ax  — -bb. 

n.  r.  a deux  racines  polîtives. 

5.  La  refolution  du  Problème  donne  plus  que  l’on  ne  cherche.  Il  fâlloit 
trouver  une  ligne  AD  tellement  diviftje  par  la  circonférence  du  demi-cer- 
cle en  E , que  AE  , E D fuilent  égales  : fie  l’on  a encore  trouvé  une  autre 
ligne  A d , qui  eft  coupée  de  la  même  maniéré  au  point  e. 

6.  Afin  que  le  Problème  foit  poffiblc  , il  faut  que  la  perpendiculaire  CF 
ne  foit  pas  plus  grande  que  le  diamètre  A B } car  fi  elle  était  plus  gran- 
de > t b fcroit  plus  grand  que  7*  , & ±bb  que  jaa  , & fe  terme 
V^t  **  — bb  ferait  une.racine  imaginaire , qui fuppoferoit , ^ue  l’on  peut 
tirer  la  racine  quarréc  d’une  grandeur  négative  ~aa  — i bb  , ce  qui  eft 

impolfible  , à caufe  que  tous  les  quarrez  font  pofitifs  , — a.  multipliant 

a produit  -t-  xa  , au  (fi  bien  que  -+-  a multipliant  -+-  a. 

Lorfquc  a = b , les  deux  racines  fe  reduifent  à x=~a.  Dans  ce  cas  le 
point  E tombe  fur  le  point  H -,  .la  perpendiculaire  CF  tombe  fur  GH,  6c 
l’on  a AG  , x = 7 a. 

PROBLEME  X. 

E Tant  données  la  femme  136.  des  côtez  &dcs  diamètres  d’un  Rhombe, 
&t  la  différence  S de  fes  deux  diamètres  : trouver  le  côté  , & chaque 
diamètre. 

E ii] 
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La  racine  qui  paroit  d’abord  ici  pofitive  , donne  une  felution  négati- 
ve , St  celle  au  contraire  qui  paroît  d’abord  négative, , en  donne  une  poiï- 
tive.  Toutes  deux  fent  politives.  En  mettant  une  louiiradion  à la  place 
d’une  addition  , le  Problème  le  change  en  un  autre  peu  different. 

Fie.  »i.  i . Suppofens  que  Fig.  i. 1 . le  triangle  AC  B rectangle  en  C cil  un  de  ceux 
que  les  diamètres  du  Rhombe  font  en  le  coupant.  Nommons  la  femme  / j 6 
des  cotez  &c  des  diamètres  44  ; la  différence  8 des  diamètres ,4b-,  la  fem- 
me des  cotez  , 4Z  j la  feirunc  des  diamètres  fera  */»  — 4Z. 

Lorfqu’on  divile  une  femme  w = .’»  en  deux  parties/’ = / 2 , g — 8, 
dont  la  différence  cft  a b = 4 : la  plus  grande  partie  /=  / 2 cft  égale  à la 
moitié  de  la  femme  , plus  la  moitié  de  la  différence  104-2 

= / 2 : la  plus  petite  partie  g = 8 eft  égale  à la  moitié  de  la  femme, 
moins  la  moitié  de  la  différence  ÿ g = n — b , 10  — 2 = 8.  Car  il  l’on 
ajoute  les  quantitez  n 4-  b , n — b , la  femme  efl  2 n , St  la  différence  2 b. 
Ainfi  le  grand  diamètre  du  Rhombe  fera  a*  — 2Z  ■+■  2b  ; le  petit  :«  — 

2 z — 2 b j & AC  moitié  du  grand  diamètre , n — z -+-  b -,  B C moitié  du 
petit , * — z — b i St  AB  un  des  quatre  cotez  , z. 

î.  Dans  le  triangle  rectangle  AC  B,  ~j~b  1 = ~ACZ  -+-  C~B 1 , ce  qui  s’ex- 
prime en  termes  Analytiques  de  cette  façon  , zz  = nn  — znz  -+-  2nb-\- 
zz  — 2b  z -t-  bb  -+-  nn  — 2»z  — 2db-\-zz-\-2bz-Jrbb  , qui  fe  réduit 
à es  — 4*z  — — 2 an  — 2 bb , St  ajoutant  4* a dans  chaque  membre, 
ri  — 4 az  4 nn  = 2 nn  — 2bb.  La  première  racine  eft  s — 2/1  — 

V 2 nn  — 2 bb  y z=  2*  -+-  V 2 an  — ibby  qui  paroît  d’abord  vraye  parce 

vroit  plutôt  ètix 
us  grand  que  le 

féconde  racine  eft — z 4- 

2 n = 'J  2 nti  — 2 bb  > * = 2 * — >/  2 n n — 2 bb,  qui  paroît  fàulîè , par- 
ccquc  l’inconnue  z s’y  trouve  avec  — , mais  elle  eft  vraye  , parce  que  le 
diamètre  AD  , 2 a étant  plus  grand  que  le  côté  AB , z -,  la  quantité  — z 4- 
2 n eft  plus  grande  que  zéro.  La  première  donnera  une  felution  négative, 
la  féconde  uhe  pofitive. 

Dém.  La  quantité  V 2 un — lééeft  = V 2~3  t 2 — t =V  2 s o 4 = 4 8.' 
La  féconde  racine  z — 2 n — V 2nn — nbb  =68  — 48  = 2 o -}  les 
quatre  côtez  du  Rhombe  4 z , S 0 ; St  pareeque  la  femme  des  cotez  & des 
diamètres  parla  fupp.  eft  4 * , rj6  1 fi  je  feuftrais  80  de  13  6 , il  reliera 
42  — 4z=z  s 6 , la  femme  des  diamètres  ; dont  le  plus  grand  A D , 2n 
— 2 z 4-  2 b = 32  ,\ç.  plus  petit  EB  , 2a  — 2 z — * 2 b = 2 4.  Leur 
différence  cft  8 fuivant  l’hypothefe  , AB  , 20  5 AC  , 16  j CB , 12. 
Ainfi  = 'Je1  -+-  CB 'y  400  = 25  6 4-  1 44. 

Prenons  maintenant  la  première  racine  z—  224-  V 2 n n — 2 bb  =68 
•4-  4 8 = 1 r 6 ÿ\cs  quatre  côtez  du  Rhombe  4*  y 4 64  -,  St  parce  que  la 
femme  des  côtez  St  des  diamètres  par  l’hyp.  eft  4» , 1 s 6 -,  fi  je  feuftrais 


que  l'inconnue  z s y trouve  avec  -+- , mais  elle 
négative,  parce  que  le  diamètre  AD,  2 n étant  pl 
z î la  grandeur  z — ^ n cft  au  defious  de  zéro.  La 


: appcllce 
cote  AB, 
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4 S 4 de  / 3 6 , il  reftera  4*  — 4^  — — 32»  , pour  la  fomrr.e  des  dia-  F‘«.  «• 
mçtrcs  ; dont  le  plus  grand  AD  , 2 a.  — 2 z -+-  2 b = — 160  j le  plus 

petit  E B , 2 4 — 2 z — 2 b = — 1 6 S.  Leur  différence  cft  -+-  S félon 
l’hypothcfé  , car  -1-  S ajoûté  à — 1 6 S , fait  — 160.  Et  A B , / 1 6 
A C , — S o -,  CB  , — S 4.  Ainft  ~Â\ g1  = ZiC1  -h  ch’’  , r 3 * S 6 — 

7 0 s û ■+■  6400.. 

Il  eft  donc  vrai  que  la  féconde  racine  — z,  -t-  2 » — y/244  ibby 
qui  paraît  donner  z.  négative  , donne  une  folution  , dont  tous  les  chi- 
ffes lônt  pofitifs.  Au  contraire  la  première  racine  * — 2»  = Ÿz'tin  :bb, 
qui  paroit  donner  z pofitive  , ne  peut  refoudre  le  Problème , fons  employer 
des  chiffes  négatifs.  Cependant  la.  valeur  des  deux  a eft  politive.  Ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

3 . La  fomme  des  cotez  du  Rhombe  étoit  donnée  , ce  qui  eft  une  addi- 
tion 5 lî  l’on  donne  la  différence  de  ces  mêmes  cotez  , ce  qui  eft  une  fouff 
traction , le  Problème  fora  un  peu  différent , & là  racine  pofitive  fera  la 
même  que  la  négative  precedente  , comme  au/fi  là  racine  négative  fera  la 
même  que  la  pofitive  precedente.  Voici  comme  le  Problème  lé  propofera. 

Etant  donnée  la  différence  1 3 6 des  cotez  &c  des  diamètres  d’un  Rhom- 
be & la  différence  S des-  deux  diamètres , trouver  le  côté  Sc  chaque 
diamètre. 

4.  Nommons  / 3 <!  , 4*  »*  S > 4 b ; la  femme  des  cotez  4z  ; la  fomme 

des  diamètres  4~  — 4 a -,  le  grand  diamètre  2Z  — 24  -4-  2 b le  petit  2 z 

*2  4 — 2 b j .*  & A C y z — 4 -h  b j B C y z — 4 b 5 A B y z.  Et  4 y.  1 , 

Eucl.  ZTb‘  = ~ÂCX  CB*  zz  — zz  — 2az4r  2b  z ■+■  a a — 24b  -4-  bb 

■+■  zz  — 2 tiz  — 2 b Z -+-  4 2 -t-  2 A b •+•  b b S zz  

2 b b.  La  meme  que  n.  1.  & fes  racines  z 

2/i-4-  V 2 4 a — 2 bb  j — z -4-  2 tt  = V 2 tt  a — 2 bb  , ou  z=z  2 4 —■ 

V 2 a 4 — 2 b b»  • 

La  racine  z — 2 tt  = V 2 a * — 2 bb  pouvoitêtre  appellée  négative n.r.. 
parce  que  AD , 24  ctoit  plus  grande  que  AB ,z  : ici  elle  cft  pofitive  , par- 
ccque , comme  on  le  verra , z , 1 / 6 eft  plus  grande  , que  24, 6 S.  L’on, 
voit  encore  , que  la  racine  — z ■+■  2 a — V2  a a — ■ 2 bb  qui  étoit  pofitive 
n.  1.  pourrait  être  ici  appellée  négative. 

Dem.  la  première  racine  eft  * = 2 4 ■+■  V 24  a — 2 bb  , — 11  ff  = 

AB  ; 4Z  = 4( 4 5 4Z  — 4 tt  = 3 2 S ; le  grand  diamètre  2z  — 2a  -+- 
2b  — 1 6 S ; AC  y S 4 s le  petit  diamètre  2 z — 24  — 2b-=.  1 6 0 s BC 
= S 0.  La  différence  des  diamètres  AD  , t 6 g 5 BE  , 160  eft  S félon 
l’hyp.  Et  47.  1.  Eucl.  ÂB*  = 37Z'1  -t-  BC1, , 1 3 4 s t =7  » s 6 -+-  6 40  0. 

La  féconde  racine  eft  z = 2<t  — ^244  — 2 bb  =20  = AB  -,  4z  — 

5 0 \ 4 z — 44=2  — f é ÿ le  grand  diamètre  2z  — 24  -4-  2b  — — 241 
le  petit  2 z — 24 — 2b  = — 32;  dont  la  différence  eft  -1-  s , laquelle 
«tant  ajoûtee  au  plus  petit  — 3 2 , fait  le  plus  grand  — .z  AC  — — 1 2 y, 


44Z  — 2 44 

2 4 ■=.}/  2 4 4 — 2 b b ou  z.  — 
2 
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Fio.h.  BC  = — I 6.  Et  47 . i.Eucl.  a B1  — le1  -\rcii1  ,-jt  00  = 144  +256. 

Voilà  tout  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Réglé  XII. 

LOrfqu’on  veut  qu’une  équation  ferve  d’exemple,  on  l’appelle  Formule. 
Il  y a des  formules  , qui  mettent  d’abord  fyus  les  veux  toutes  les  combinai- 
Ions  que  peuvent  avoir  les  termes  6c  les  lignes  d’une  forte  d'équations  ; il  y 
en  a qui  renferment  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver  dans  la  relolution  6c 
dans  la  conftruclion  d’un  Problème.  Il  y en  a qui  expriment  tous  les  diffé- 
rons degrez  des  courbes  , à qui  on  a donné  le  même  nom. 

L’équation  x’  -+axx-y-^abx±abc  = o,  qui  pourroit  auftî  s’expri- 
mer ainfi  at  * '^axx'^abx'^abc  = 0 , mais  l’ufage  cft  de  ne  mettre  que 
les  lignes  ± ; cette  équation  , dis-je , reprefentc  toutes  les  équations  polli- 
bles  de  trois  dimen lions  , dans  lelquellcs  l’inconnue  dans  là  plus  haute  puif- 
lànce  a le  ligne  -a- -5  6c  les  autres  teimes  peuvent  avoir  l’un  des  deux  lignes 
indifféremment , ou  être  nuis  ou  évanoiiis , ce  qui  le  marque  ainlï  * ; la 
lettre  a reprefente  toute  quantité  , qui  multiplie  l’inconnue  au  fécond  ter- 
me ; les  lettres  a b reprclcntent  toute  quantité  , qui  multiplie  l’inconnue  x 
au  troiliéme  terme  ; 6c  les  lettres  abc  rcprclêntent  toute  quantité  , qui  11e 
multiplie  pas  l’inconnue  au  quatrième  terme.  L’équation  * ’ — {.Zt  * — 
ff  x = 0 eft  renfermée  dans  la  formule  generale  ; les  quantitez  -+-/ — 4 
qui  multiplient  ici  zz,  au  lècond  terme  répondent  à la  lettre  a de  la  for-, 
mule  generale , qui  multiplie  .vx  j le  troiliéme  terme  eft  ici  évanoui  -,  les 
quantitez  jfx  qui  compolcnt  ici  le  quatrième  terme  répondent  au  quatriè- 
me terme  abc  de  la  formule  generale.  L’équation  xyy  — d-£y  2Lr*cj  = 0 
cft  aufft  comprilc  dans  la  formule  generale.  Ici  le  premier  terme  y 1 cft  nul  j 
x qui  multiplie  y y au  lècond  terme  répond  à la  quantité  a de  la  fonnule 
generale  , qui  multiplie  xx  au  lècond  terme  j la  quantité  — du  troilié- 
me terme  répond  aux  lettres  ab  du  troifiéme  terme  de  la  formule  generale  * 
les  grandeurs  -4-  c x x — ccd  répondent  aux  grandeurs  abc  du  quatrième 
terme  de  la  formule  generale. 

Si  une  formule  , qui  a deux  indéterminées , peut  convenir  à pluficurs 
lignes  droites  ou  courbes , parccquc  les  lignes  qui  font  exprimées  par  ces 
deux  indéterminées  , peuvent  être  tirées  fur  chacune  de  ces  lignes  droites 
ou  courbes  : alors  pour  appliquer  la  formule  à une  courbe  en  particulier  j 
vous  fubftitucz  à la  place  d’une  des  indéterminées  , la  valeur  que  cette  in- 
déterminée a dans  cette  courbe.  Cette  valeur  le  tire  ordinairement  de  l’é- 

3 uation  propre  de  la  courbe.  C’eft  ce  que  M.  Descartes  a pratique 
ans  la  rameufe  Méthode  des  Tangentes  , L.  1.  Paît.  3.  Scci.  1.  Art.  3.  6c 
que  vous  verrez  Problème  X I.  qui  fuit. 

Quand  vous  avez  un  Problème  , où  l’on  demande  un  point  , une  ligne, 

qui 
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'qui  peuvent  avoir  differente  pofition  , vous  rclblvez  tous  les  cas  ; apres 
quoi  fi  vous  voulez  en  donner  la  folution  , par  une  formule  generale  , vous 
propofêz  d’abord  la  refolution  la  plus  compolée , c’eft-à-dire , celle  qui  a le 
plus  de  termes  , dont  chaque  terme  contient  un  plus  grand  nombre  de  let- 
tres , 6c  dont  la  conftrudion  demande  un  plus  grand  nombre  de  lignes. 
Enfuite  vous  appliquez  la  formule  à chaque  cas  particulier  , en  effaçant  les 
termes  , où  le  trouvent  les  lettres  , qui  reprefbntentdes  lignes  , lefqucllcs 
difparoiflèntà  mefurcque  les  cas  deviennent  plus  fimples.  Et  cela  vous  évite 
la  peine  du  calcul.  M.  Descartes  en  a des  exemples  dans  toute  la 
rclblution  du  Problème  dePappus,  L.  z.Part,  1.  Sect.  z.  Vous  en  trou- 
verez im  dans  le  Problème  XII.  qui  fuit. 

* Lorfqu’on  veut  que  la  lolution  d’un  Problème  lêrve  de  formule  , 
M.  D E s c A R T E s dit , qu’il  faut  retenir  jufqu’à  la  fin  toutes  les  mêmes 
lettres  qu’on  a pofccs  dès  le  commencement , c’eft-à-dirc  , qu’il  ne  faut  pas 
pour  abréger  faire  des  fubftitutions  lêmblablcsà  celle-ci  a a 6 -+-  —■ — -y  2 
— »*  = ggh  , 6c  employer  dans  le  calcul  ggh  pour  les  quatre  ter- 
mes , aufquels  on  l’a  égalé.  Ou  bien  fi  on  change  ainfi  quelques  lettres  pour 
la  facilité  du  calcul , il  les  faut  remettre  à la  fin  , à caulè  qu’ordinairement 
pluficurs  s’effacent.  L’on  apperçoit  aufli  mieux  , lorfqu’on  ne  fait  point  de 
changement , les  différentes  combinaifons  6c  les  diffèrens  raports , que  les 
lettres  6c  les  lignes , qui  fervent  à la  refblution  6c  à la  conftru&ion  d’un 
Problème  , ont  entr’elles. 

Les  Problèmes  fùivans  éclairciront  cette  réglé. 

Probl  eme  XI. 

U Ne  courbe  A D Fig.  1 8.  étant  donnée , dont  AC  eft  un  diamètre  quel- 
conque : trouver  fur  cette  courbe  le  point  D tel , que  l’appliquée  D C à ce 
diamètre  foit  égale  à fon  abfciflè  A C correfpondante. 

Ce  Problème  fournira  une  formule  generale  , qui  s’appliquera  à diffe- 
rentes courbes  , en  fubftituant  à la  place  d’une  des  inconnues  qui  reprefèn- 
te  l’appliquée  de  la  courbe  , la  valeur  de  cette  appliquée  tirée  de  l’équation 
çonftitutivc  de  chaque  courbe. 

•1 . Soit  D le  point  cherché.  Nommons  l’abfciflc  AC , x ; l’appliquée 
CD  , y.  L’hypothefc  donne  CD  = AC , y — x , qui  fera  la  formule 
generale. 

1.  Cette  formule  s’applique  à la  parabole , en  prenant  la  valeur  dc^  dans 
l’équation  à la  parabole  77  = px , 6c  c’eft^  =Vpx.  Subftituez  cette  valeur 
de  y à fà  place  dans  la  formule  y = x ; vous  aurez  Vp  x = x } 6c  quarrant 
les  deux  membres  px  = xx  , x = p.  Ce  qui  fignifie  , que  fi  l’on  coupe 
l’abfciflè  AC , x égale  au  paramétré , 6c  que  par  le  point  C l’on  mené  CD 
appliquée  au  diamètre  AC  , l’on  aura  AC  — CD. 

3,  Vous  appliquerez  la  formule  au  cercle  , en  tirant  la  valeur  de  y de 


* Ttm.V. 

Lttt.'z. 


Fig.  iR 


Digitized  by  Google 


4i-  Commentaires  sur  la  Geometrie 
Fio.  is.  l'équation  yy  = **x  — x x > 6c  ce  fera  y = vG/»*  — ~x~x  j que  vous, 
fubftituerez  à la  place  de  y dans  la  formule  pour  avoir  V 2 a x^—xx  = x, 
dont  les  quarrez  font  2 a x — xx  = xx  , 2 ax  = 2xx , x=a.  D’où  il 
fuit  que  2*  étant  le  diamètre , * le  rayon  , l’abfciflc  x fera  égale  au  rayon,. 
& qu’il  n’y  a que  le  centre  du  cercle  , où  l’abfcidè  foit  égale  à l’appliquée 
correfpondante. 

4 L’équation  à l’ellipfè  eft  ~yy  = 2 ax  — xx  -,  y y r=z  *»tx  — r**  -,  y — 

^ i»px  — fx_x  _ x . 2APX—JXX  __  XXI  2Up  — pxz=dx,dx-\-px  = 

2 ii p , x = Ce  qui  prouve  qu’en  fâifànt  , comme  d •+■  p la  fomme 

du  diamètre  6c  du  paramétré  efli  le  diamètre  : de  meme  le  paramètre 
p , eft  à une  quatrième  ligne  J = x , ce  fera  l’abfciflc  A C , qui  lèra  éga- 

le à ion  appliquée  correfpondante  C D. 

j.  L’équation  à l’hyperbole  par  raport  à fes  diamètres  fyy  = 2 ax  ■+• 
xx,  yy  = 2“pr^  F'~  donne ^ = V '-*tx  + 1 xx  — x -,  2 ap  x -+-  p xx  = 
d xx  i 2 ap  -+- p x — dx.  Maintenant  fi  l’on  fuppofe  le  diamètre  d plus 
grand  que  le  paramètre  , c’cft  dx  — p x = 2 a p i x — . C’eft  pour- 

quoi il  faut  faire , comme  d — p le  diamètre  moins  le  paramètre  eft  au 
diamètre  a a ; de  même  le  paramétré  p eft  à une  quatrième  ligne 
= x , l'abfcidc  cherchée  , laquelle  a une  ordonnée  correfpondante  qui  lui 
eft  égale. 

Mais  il  le  paramétré  p eft  plus  grand  que  le  diamètre  d , l’équation  2 ap 
-i - px  = d x fè  changera  en  px  — dx  — — 2 ap  ; x = > °u  — x 

— ~K , qui  étant  une  grandeur  négative  , avertit  qu’il  n’y  a point  d’appli- 
quee  telle  , qu’on  la  defirc  dans  l’hyperbole  , où  on  l’a  cherchée  j mais 
qu’il  faut  prendre  de  l’autre  côte  du  fômmct  fur  le  même  axe  , une  ligne 
— JZTu  & que  l’on  trouvera  dans  l’hyperbole  oppofée  la  folution  du 
Problème. 

6.  Pour  la  féconde  parabole  cubique  a x x = y J , il  n’y  a qu’à  faire  ax  x 

— x 5 , x = a le  paramétré  , ainiî  la  coupée  étant  prife  égale  au  paramè- 
tre , l’ordonnée  leur  fera  auflî  égale. 

L’équation  de  la  première  parabole  cubique  * a x ■=  y 5 le  change  en 
aa  x — x'  , x — a . De  forte  que  le  même  arrive  fur  cet  article  aux  deux 
paraboles  cubiques  , qu’à  la  parabole  ordinaire. 

7.  La  même  méthode  s’étend  à J’équation  xy  = ab  de  l’hyperbole 
entre  fes  afymptotes  ,y  = ^~=x,ab  = xx,  x=V  ab.  A in  fi  j’abfciilè 
qui  fera  moyenne  proportionelle  entre  les  grandeurs  * & Zr  aura  une  appli- 
quée correfpondante  , qui  lui  fera  égale. 

8.  Elle  peut  encore  s’appliquer  aux  lieux  à la  ligne  droite,  dont  l’équa- 
tion cft^  = k~-  = x 5 b x — a x , b — a.  D’où  l’on  conclut  , que  l’on 
n’aura  point  découpée  x égale  à fon  appliquée  correfpondante  y , que  lorf- 
que  a fera  égale  à b. 
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PROBLEME  XII. 

U Ne  parabole  KD  B Fig.  n.  étant  donnée  avec  Ion  axe  CKF  , 8c  fôn 
paramétré  K P infiniment  prolongez  , & un  point  A dans  l’cfpace  infini 
P KF  : tirer  du  point  A la  droite  lccante  AD  B fur  la  partie  infinie  KD  B 
de  telle  forte  que  la  partie  AD  fbit  égale  à la  partie  D B. 

L'on  trouvera  ici  une  formule  compofée  , qui  deviendi*a  plus  fimple  à 
meiure  qu’on  l’appliquera  à des  cas  particuliers  , pour  lefquels  il  faut 
moins  de  lignes.  • 

i.  Tirez  AF  perpendiculaire  à l’axe  FG  , A H parallèle  au  même  axe, 
& les  appliquées  DC  , B G ,8&  fuppofez  que  les  points  D ,B , font  ceux  que 
vous  cherchez.  Nommez  les  connues  AF,  b;  F K , c > le  paramétré  de  la 
parabole p ; les  inconnues  AD  = DB  , z ; AB  , 2z  ; KC  , x ; KG  , v 3 
DC  , y s B G , fs  vous  aurez  FC  = F K 4-  KC , c •*-  x^z  AE  ; FG  = 
FK  -h  KG  , r-+-  v = AHi  DE  = DC  — EC,  y — b;  BHx=  B G 
— HG  , f — b. 

z.  Dans  les  triangles  équiangles  19.  1.  Eucl.  ADE , AB  H , vous  avez 
AD,  z:  DE  , y — b:  : AB  , 2Zi  BH  , f — b ,fz  — bz  = 2yz  — 
2 bz , f—  2 y — b 2=2  B G . AD  ,z  : AE  ,c  -*-x  : : AB  , 2 z ; AH,  c- 1- 
v.  c z->r-vz-=.  2cz-\-  2xz  ,v  — c 2 x — KG.  Par  la  nature  de  la  para- 
bole , pxKC=  CD1  , px=yy  , y = Vpx.  ScpxKG  =G~B*  , cp  -+- 
2px  = 4jy  — 4-by  -h  b b s pour^  mettez  fà  valeur  j 8c  vous  aurez  cp  -j- 
2px=  4px  — 4bVf>x  -\-bb  , 4bvpx=.  2px  -+■  bb  — cp.  Quarrez  les 
<ieux  membres  , itbbpx  = 4ppxx  4bbpx  — 4cppx  -+-  b*  — 2bbcp 
-+-  ccpp  ,xx  — aLLs  — ex  — - rr.  Mettez  de  part  8c 

d’autre  ■+■  Jrr  -+■  7 t c , 8c  vous  aurez  x x — — ex  ■+■  i 

it+rr  * r 1 . ♦ _ 11  . . L . il  _ r * P 


Lik±+±ee  =*il. 

!f  + PP 


$ b b c 
* P 


b 4 

+ PP 


b± 

2 p 


bbe  1 2 b 4 

- — — Tl 


—y1.  Extrayez  la  racine  quarréc  , x — — ±-c  — 'fyy  ■+-  i * 


-i  — -4-  - £ -4- 

1 o • z * 


V--  -+-  ~~  , qui  fera  la  formule  generale  la  plus  com- 


kï 

î p _r  1 ' ’ fp 

pofée  de  ce  Problème. 

Pour  la  conftruire  , il  n’y  a qu’à  couper  KC  , x — 


! b b c 


3 b * 
* P 


+ Tf  + 
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, 8c  appliquer  C D au  point  C , 8c  par  les  points  A , D , 


yff  - _ 
mener  A DB. 

4.  Que  le  point  donné  fôit  F pris  fur  l’axe.  Alors  , comme  on  le  voit 
Fig.  13.  le  point  A tombe  fur  F,  la  ligne  A H fur  l’axe  FG  , 8c  >4  F,  b Fig.  ij. 
= 0.  C’cfl  pourquoi  dans  la  formule  x = -+-  \c  -+- 1-  V 2 bb  -+-  2 c p 

l’on  efface  les  termes  , où  b fc  rencontre  , parccque  une  quantité  multi- 
pliée par  zéro , eff  égale  à zéro.  Il  relie, x = 7 c qui  fc  conftruit  en  prenant 
KC  z=\c,  en  appliquant  CD  , Sien  tirant  FDB. 

Cela  exempte  du  calcul , qu’il  auroit  fallu  faire  pour  ce  cas  particulier, 
de  cette  façon.  Nommons  FK,  c ; le  paramétré  5 p ; F JD  = DB  , z-,  F B, 

F ij 
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2 z -,KC , x,  KG,v  i DC  , y ; B G , /j  F C =F  K ■+■  KC  ,e  -+-  * ; F G 


F. o. xi 


= FK-h  KG  , c-t-  u. 

Les  triangles  fêmblables  FC  D , F G B donnent  ces  Analogies.  FD , s; 
DC  ,y  : : FB , 2z;  BG,f-,fz  = 2yz  , f=  2y  = B G , F D . z.FC , 
c -h  x F B : 2 z ; F G , ( + ■!/)  & e a/  s = ia  + 2 x z j v — 

c -+-  2 x = KG. 

Maintenant  par  la  nature  de  la  parabole  pxKC  ■=.  CD 1 > fx  — jy  ; &C 
p y KG  = G~B%  , cp  -+-  2px=  4yy.  Donc  JJ1  = \cp  -t-  \px  = px 
\p  x — Le  p j x = je.  La  même  valeur  , que  l'on  a d’abord  trouvée , en 
effaçant  dans  la  formule  generale  tous  les  termes , ou  b = 0 lé  rencontrait. 

j.  Mettons  le  point  donné  fur  le  paramétré  en  a,  qui  n’eft  pas  le  fommet 
Fig.  11.  la  quantité  F K , c eft  nulle,  effacez  donc  tous  les  termes,  dans 
lcfqucls  c fê  trouve  dans  la  formule  x = -1-  ± c -h  j V 2 b b ■+■  2 cp  , 

& vous  aurez  x = -f-  ^ /j.  Faites  K C = x , &c. 

Le  calcul , qu’on  s’épargne  , donnerait  la  même  valeur  de  x.  Après 
avoir  fuppofé  la  chofê  faite  , Se  que  la  parabole  eft  coupée  , comme  il  faut 
aux  points  D , d par  la  ligne  a D d laquelle  n’eft  pas  tiree  5 menez  a A paral- 
lèle a K C , Se  les  ordonnées  DC  , dg  . Nommez  «K,  b = eC  = hg  -,  le 
paramètre  ,p  -,  aD  = D d ,z-,  ad  , 2 £ ; K C ,x  = a e ; Kg  ,v  — a h jDC, 
y i dg  ,fi  De=DC  — eC,y—  b-,  d h = d g — g h , f—  b ; 

Les  triangles  équiangles  aDe , ad  b donnent  ces  Analogies  , aD  , z : 
De,y  — b : : ad  , 2 z : dh  , f — b . fz  — bz  = 2yz  — 2 b z if  = 2 y 

— b — dg.  De  plus  aD  , z : ae  , x : : ad  , 2z:  ah  , v . vz  — 2 x z 5 
u — 2 x = K g.  Maintenant  par  la  nature  de  la  parabole  pyKC  = dc % 
px=zyy,  y = Vp  x . ôtpxKg=dgl , 2 px  = 4yy  — tby  + bb-,  2 y 

— b = V 2 p x , y = -b-+-j\/2px  = ^ px  -,  Vpx  — p x~ 
~b  j dont  les  quarrez  font  px  — ^ 2 pp  xx  \p  x = ÿbb  -, 
-px  — V2ppxx  = ±bb  i \px  — ±bb  = V2ppxx  , dont 
les  quarrez  font  \ppxx  — ±bbpx  ■+■  -^b*=.  2ppxx  5 ±ppxx 

— \bbpx=  — ~ib*.  Divifons  tout  par  \pp  , x x — ^ x — — L 

* ùàx  . ül — Ü1  _ }±.  — tàl  x — >±ï—JÜl.x—dk 

a.x  — p x -t-  pp  — ft  pp  yr  * , * p — y pp  ’ — ip 

-y  V 2.  La  meme  valeur  que  l’on  avoit  trouvée  aupravant  indépendam- 
ment du  calcul. 

6.  Suppofons  que  le  point  donné  eft  le  fommet  K j les  lignes  AF , b ; 

F K , c difparoiflênt , Sc  fi  l’on  office  les  termes  où  elles  fe  trouvent  dans  la 
formule  x = ■+■  7*  -4-  / ddis , elle  fê  réduit  h x = 0.  Ce  qui 

marque  qu’il  eft  impofliblc  , qu’une  droite  tirée  du  fommet  K , fur  la  partie 
infinie  K Dd  de  la  parabole  la  coupe  de  la  façon  qu’on  le  demande  ici.  En 
effet , une  telle  ligne  coupera  la  parabole  en  un  point  feulement. 

7.  Au  refte  en  parcourant  les  difïèrcns  cas  d’un  Problème  j rarement  on 
fait  une  nouvelle  Figure  i}c  pour  un  cas  particulier  -,  rarement  on  tire  de 
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nouvelles  lignes  »h , dg  Fig.  u.  mais  à moins,  que  de  grandes  difficultez 
ne  le  demandent  > on  fe  contente  de  la  figure,  qui  fert  à la  lôlution  generale. 

Problème  XIII. 


H Tant  donné  le  triangle  recHligne  BAC  Fig.  14.  trouver  ion  aire.  Ce  rie. 
Problème  remet  les  lettres , dont  011  avoit  abrégé  la  valeur  $ afin  de  faire 
une  formule  generale. 

1,  Du  iommet  A j’abaifle  A D perpendiculaire  iur  CB  , & cette  perpen- 
diculaire eft  aulïï  connue.  C’cft  pourquoi  j’aurai  l’aire  du  triangle  B A C , 
en  multipliant  la  moitié  de  la  perpendiculaire  A D pat  la  bafè  B C , ou  la 
moitié  de  CB  par  DA  , & l’aire  fera-f  ^Dx  BC  , ou  -j - BCy,  AD. 

1.  Mais  fi  l’on  exige  que  les  trois  cotez  foient  exprimez  dans  la  valeur  de 
l’aire.  Je  nomme  AB ,.»-,  AC , b -,  B C , c -,  AD  , d -,  B D z.  5 DC  ,c  — 
z,  i & l'aire/. 


AD1,  dd  = AB1—  BD1  ,**  — = AC1  — CD1 , bb  — cc  -+-■ 

2cz.  — w î équations  qui  le  reduifent  à zc  z.  = »»  — bb  4-  ce  -,  z.  =- 
M*~ic  * ' que  je  nomme  f,  pour  abréger  5 &c  je  mets  cette  valeur  de  z. 
dans  l’équation- d d — a»  — zz  , pour  avoir  dd  = a»  — ff , d = 
y/  a a —~ff  = AD  , que  je  multiplie  par  { BC , j c ; le  produit  eft  je 

y/da ff—  J aire  du  triangle.  Ccqui  liiffit , 11  je  ne  veux  refoudre  le 

Problème  que  par  rapport  au  triangle  donné  ABC , puifque  f renferme 
I-’expreffion  des  trois  cotez. 

3 . Mais  s’il  faut  foire  une  formule  generale  pour  toute  forte  de  triangles, 
& faire  fervir  cette  folution  particulière  pour  un  exemple  qui  lèrvc  à la 
refolution  de  tout  autre  triangle  ; de  forte  que  les  lettres  a ,b  ,e,  qui  ligni- 
fient ici  les  cotez  déterminez  A B , AC  ,BC  , reprelèntent  les  trois  cotez 
de  toute  forte  de  triangles } & que  d qui  ne  lignifie  maintenant  que  la  per- 
pendiculaire A D , rcprelênte  la  perpendiculaire  abaiflee  fur  le  côté  d’un 
triangle  quelconque  : dans  l'equation  y = ±c  Va» — ff  je  remets 

ce  qui  donne 


triangle  quelconq 
pour  ff  là  valeur 


= f t y/  »» 


a ♦ — 2 aabb  -f-  2 * * c e -h  l * — ■ 
4 c c 

i*  2 a a b b — 2 c c 


-4-  2 a ab  b — b 4 -f- 
triangles  rectilignes. 


i b b cc  — c* 


: — b 4-1-  2 bbe  e — c 4 j_  %/  ' 

4C  C 4 * • 


2 aa c c — a* 

formule  generale  pour  toute  forte  de 


Réglé  XII. 


«4: 


NOn  feulement  on  peut  fuppofer  que  quelque  quantité  eft  égale  à zéro, 
ou  nulle  dans  une  équation  , comme  nous  l’avons  foit  dans  le  Problème 
XII.  mais  encore  on  peut  fuppofer  qu'une  quantité  y eft  infinie  , les  autres 
reliant  finies. 

1 . Le  terme  dans  lequel  la  quantité  infinie  multiplie  , eft  infini  5 ce  qui 
s’entend  du  numérateur , lorfque  le  terme  eft  une  fraéüon  -,  car  le  redan- 

F iij 


Digitized  by  Google 


Commentaires  sur  la  Geometris 

gle , dont  un  côté  fini  eft  multiplié  par  un  autre  côté  infini , eft  un  reélan, 
glc  infiniment  étendu.  Les  termes  de  l’équation  , où  cette  quantité  infinie 
ne  Ce  trouve  pas , font  finis  , & on  les  efface  : pareeque  le  fini  comparé 
avec  l’infini  eft  nul  ou  zéro.  r 

Iio.ii.  Soit  Problème  XII.  Fig.  u.FK,  e infinie  , l’équation  .v  = LÜ j_e 
■+-  ibb  •+■  icf  Ce  réduit  à a:  =j-  c + b-V  icp  , & cette'’ valeur 
infinie  de  x prouve  que  fi  le  point  Fétoit  élevé'  à une  diftance  infinie  la 
ligne  AD  ne coupcroit  la  parabole  qu'à  une  diftance  infinie. 

Soit  l’équation xy  -*~bb—  zax  — xy  , dans  laquelle  on  fuppofe  x infi- 
nie j elle  le  réduit  à » = 2*x  — xy  , & divilànt  par  .v , j a — y — 0 , y 
— 2*.  Ce  qui  marque , que^  eft  2 a , lorlquc  x eft  infinie. 

2.  Les  équations  telles  , que  yy  = j>ax  + xx,  ne  peuvent  pas  convenir 
à tous  les  points  de  leur  courbe  , à moins  que  l’une  augmentant  l’autre 
n’augmente  aufli  ; & que  l’une  diminuant  , l'autre  ne  diminue  encore. 
Ainfi  dés  que  vous  fuppoferez  l’une  des  deux  infinie  ou  zéro  , fa  coordon- 
née fera  au  même  point  infinie  ou  zéro. 

3.  Les  équations  telles  que  xy  = xl> , ne  fçauroient  convenir  à tous  les 
points  de  leurs  courbes , à moins  que  l’une  croillànt , l’autre  ne  decroillc, 
&c  mutuellement  : car  làns  cela  l’égalité  ne  fubfiftcra  pas.  Ayant  mis  l’é- 
quation fous  cette  forme  y = — ; fi  l’on  fuppofe  * infinie  , y eft  zéro  ; 
pareeque  là  valeur  ~ = 0 s car  une  fraélion  , dont  le  dominateur  eft 
infini , devient  infiniment  petite  ou  nulle.  Si  l’on  fuppofe  x = 0 , y eft 
infiniment  grande  , pareeque  fa  valeur  ^ eft  telle  j car  une  fraction  , dont 
le  dénominateur  eft  zéro  , devient  infiniment  grande.  C’eft  ce  qui  fera 
expliqué  plus  au  long  , L.  2.  Part.  r.  Secl.  4.  Art.  3.  §.  3.  Réglé  I V.  Et 
c'cft  ce  qui  arrive  à l’hyperbole  entre  fes  afymptotcs  : car  y eft  zéro  au  point 
infiniment  éloigné  , ou  * eft  infinie  , &cy  eft  infinie  au  Ibmmet  des  alymp- 
totes  , ou  x=  a. 

4.  L’équation  y y = zax  — xx  au  cercle  étant  propofée  j foit  i°x  = 
0 i il  redeyy  = 0 , y = 0 s ce  qui  prouve  qu’au  Ibmmet , ou  x = 0 , on 
a auffi_y  = 0.  Soit  i°  y = 0 -,  il  relie  0 = 2 *x  — x x , qui  peut  Ce  divi- 
fer  par  * = 0 , Sc  il  relie  2*  — *=  0 , qui  donne  x = 2*  : D’ou  l’on 
conclut , qu’il  y a deux  valeurs  de  * , qui  répondent  ky  — 0 ; & qu’à  l’un 
des  fommets,  où  r = « , on  a auffi y = 0 ; & qu’à  l’autre  Ibmmet,  où  x 
= 2 ale  diamètre  , on  a encore  y=  » -,  c’eft-à-dirc  , qu’aux  deux  extre- 
mitez  du  diamètre  , il  n’y  a point  d’appliquée,  & que  la  courbe  eft  fermée. 

y.  On  peut  luppofer  x — >0  dans  l’équation yy  — 2*x  -t-  xx  , & on 
ne  le  peut  pas  dans  l’équation^  = 2 ax  — xx.  Cette  différence  Ce  con- 
noît , pareeque  quelque  valeur  que  vous  donniez  à x dans  la  première  , y 
aura  toujours  une  valeur  réelle  : au  lieu  que  dans  la  fécondé  , dès  que  vous 
ferez  x négative , ou  plus  grande  que  J a,  y aura  une  valeur  imaginaire. 
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PARTIE  SECONDE. 

Méthode  pour  refoudre  les  Problèmes  de  la  Geometrie  ordinaire  , ou  les 

Problèmes  plans.  % 

M.  Descartes. 

ET  cjue  fi  elle  peut  être  reloluë  par  la  Geometrie  ordinaire , gw< 
cVft-à-dire  , en  ne  fe  fervant  que  de  lignes  droites  & circulaires  ^rZbuf 
tracées  fur  une  lu  perfide  plate  , lorlque  la  derniere  équation  aura 
été  entièrement  demêlée , il  n’y  reliera  tout  au  plus  qu'un  quarré 
inconnu  égal  à ce  qui  le  produit  de  l’Addition  , ou  Souftradtionde 
là  racine  multipliée  par  quelque  quantité  connue , fie  de  quelqu’aui- 
tre  quantité  auih  connue. 

Et  lors  cette  racine  ou  ligne  inconnue  fe  trouve  aifémenc.  Car  fi 
j’ai  par  exemple  z 1 = az  -+-  bb , je  fais  Fig.  14.  le  triangle  re&angle  fi  r,fii - 
N L iW:dont  le  côté  L A/ell  égala  b racine  quarré  de  la  quantité  con-  f'g'mJ 
nuë  bb,&c  l’autre  LN , eft  \ a , la  moitié  de  l’autre  quantité  connue", 
qui  étoit  multipliée  par  z , que  je  fuppofe  être  la  ligne  inconnuë.. 

Puis  prolongeant  AIN  la  baie  de  ce  triangle  jufques  à O , en  forte 
que  NO  foit  égale  à NL  , la  toute  0 Mc  11  z la  ligne  cherchée.  Et 
die  s’exprime  en  cette  forte , z = i*-*-V±**-*-bb. 

Que  fi  j’ai  y y = — ay-*-  b b , ôc  que  y foit  la  quantité  qu’il  faut 
trouver  , je  fais  le  même  triangle  reéïangle  N LM , fie  de  fa  bafe 
MN  j’ôte  NP  égale  à NL  , fie  le  relie  PM  efljy  la  racine  cherchée. 

De  façon  que  j’ai  y = — ja-hi/j**  -+-  bb.  Et  tout  de  même  fi 
j’avois  x*  = — axl  -+-  b 1 , PM  feroit  xl  y &c  j’aurois  x = 
d — Sc  ainfi  des  autres. 

Enfin  fi  j ai  z1  = az  — bb , je  fais:  NL  Fig.  zj.  égale  à f a , &c  Fl0li* 
L M égale  à b comme  devant , puis  au  lieu  de  joindre  les  points  My 
N,  je  tire  MQR  parallèle  à L N,  fit  du  centre  N par  L ayant  décrit 
un  cercle  , qui  la  coupe  aux  points  fie  R , la  ligne  cherchée  z eft. 

M 4^,  ou  bien  MR  , car  en  ce  cas  elle  s’exprime  en  deux  façons  à 
Ravoir  2 = + — b b,  & * = ^ a — y a — b b.  Et  fi  le  cer~ 
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fie-  *f*  clc  , qui  ayant  ion  centre  au  point  N , pafle  par  le  point  L , ne 
coupe , ni  ne  touche  la  ligne  droite  M J9  } il  n’y  a aucune  racine 
en  l’équation  , de  façon  qu’on  peut  aflurer  , que  la  conltruétion  du 
Problème  propofé  eft  impoflible. 

Au  refte  ces  mêmes  racines  le  peuvent  trouver  par  une  infinité 
d’autres  moyens  , $c  j’ai  feulement  voulu  mettre  ceux-ci , comme 
fort  fimples , afin  de  faire  voir  qu’on  peut  conftruire  tous  les  Pro- 
blèmes de  la  Geometrie  ordinaire  , fans  faire  autre  chofe  , que  le 
peu  , qui  eft  compris  dans  les  quatre  Figures  que  j’ai  expliquées.  Ce 
que  je  ne  crois  pas  que  les  Anciens  ayent  remarqué  ; car  autrement 
ils  n’eulfent  pas  pris  la  peine  d’en  écrire  tant  de  gros  Livres , où  le 
feul  ordre  de  leurs  Propofitions  nous  fait  connoître  , qu'ils  n’ont 
point  eu  la  vraye  Méthode  pour  les  trouver  toutes , mais  qu’ils  ont 
feulement  ramalfé  celles  > qu’ils  ont  rencontrées. 

M.  Des. cartes  appelle  Geometrie  ordinaire  celle,  qui  dans  la 
rcfolurion  de  Ce  s Problèmes , ne  le  fert  que  de  la  règle  & du  compas , il  Pap- 
*tiv. i.  pelle  encore  * ailleurs  Geometrie  fimple.  Les  Problèmes  plans  (ont  ceux 
dans  la  refolution  6 c dans  la  conftrudion  defquels  on  ne  Ce  Ce rt  que  de 
‘ ' 1 lignes  droites  ou  circulaires , féparément  ou  enlemblc.  Ainfi  les  Problèmes 
plans  regardent  la  Geometrie  ordinaire,  i.  L'on  expliquera  la  refolution 
des  Problèmes  , que  l’on  vient  de  rapporter,  i.  L'on  donnera  une  autre 
maniéré  de  les  refoudre.  3 . L’on  examinera  , fi  tous  les  Problèmes  de  la 
'Geometrie  ordinaire  Ce  peuvent  conftruire  par  ce  qui  a été  dit  jufqu’à  pre- 
fent  dans  cet  Ouvrage. 

Article  I. 

Explication  de  la  Refolution  des  Problèmes  , que  l’on  vient  de  rapporter. 

I L faut  expliquer  en  premier  lieu  l’operation  de  l’Algebre  en  lettres , en 
fécond  lieu  celle  de  la  Geometrie  en  lignes. 

1.  Lorfquc  vous  êtes  arrive  à la  fin  du  calcul,  fi  le  Problème  eft  plan, 
vôtre  derniere  équation  eft  une  de  celles , que  renferme  cette  formule 
generale  u =:  ±az  + bb.  En  fuppofitnt  que  le  fécond  terme  peut  être 
nul  , vôtre  derniere  équation  fera  une  ces  (ix.  z.z-=  bb  , zz—  — b b j 
zz  az  -i-  bb  , z z — — a z -t-  b b , zz  = az  — bb  , zz  = — az  — 
b b.  M'  D e s c a R T e s ne  fait  aucune  mention  des  deux  premières , parce 
que  la  première  par  l'extraction  de  racine  devient  z = b , qui  eft  trop  faci- 
le j la  féconde  eft  imaginair  e 6c  impoflible  > ni  de  la  derniere , parce  qu’elle 

n’a 
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n’a  que  des  racines  fauflés  , & qu’il  ne  propofe  ici , même  dans  les  trois 
équations  qu’il  a examinées  , que  des  racines  vrayes.  En  effet’,  comme  on 
l’a  dit,  Part.  i.  Sccl.4.  Régi.  X.  Il  n’y  a jamais  qu’une  racine  que  l’on 
cherche  , & qui  donne  la  folution  exacte  du  Problème  ; & c’eft  une  racine 
vraye.  En  fuppofant  que  le  troifiéme  terme  compofé  feulement  de  quanti- 
tez  connues fôit nul , vôtre  demiere  équation  fera  zz=  +*zy  qui  étant 
divifée par 2. , deviendra z=  , qui  eft  trop  facile , pour  que  M.  Des- 
car t e s en  parle. 

Pour  les  autres  équations , où  les  trois  termes  fé  trouvent  tî  = ± *z 
± bb , vous  ordonnerez  ainfi  les  termes  zz  + sz  = ±bb  -,  vous  ajoute- 
rez de  chaque  côté  -^aa  , quarré  de  -j*  , qui  eft  la  moitié  de  la  quantité 
connue  a,  qui  multiplie  l’inconnue  z dans  le  fécond  terme  »z  j vous  aurez 
jî  + *5+  ^aa  — -^aa  hbb,  dont  le  premier  membre  eft  un  quarré  par- 
fait. Vous  extrairez  la  racine  quarrée  des  deux  membres  ± z — 
V ^aa  it  b b.  vous  ne  laifléz  que  -*-  z dans  l’un  des  cotez  , fâ  valeur  fera 
z = ±±*±V-^**±bb,  comme  on  va  le  voir  en  particulier. 

Soit  propofee  l’équation  zz  = *z  b b . j’ordonne  les  termes  zz  — *z 

— bb  5 je  mets  ^aa  de  chaque  côté  zz  — *z  ■+■  b b ,’qui 

a deux  racines. 

La  première  eft  2s  — = v^aa  -+-  bb  , parccque  z — -i  a multipliant 

z — produit  zz  — nz  ■+■  5 & l’on  a , z = |a 

Soit  *=  12  , = <f  , b = S . z fera  = f + V 3<S  -+-  64  = 6 -t -y/ 1 00 

— 6 ■+■  / 0 — 16. 

La  féconde  racine  eft  — z -+-  — V-j  a a -h  bb  , parccque  — * -t-  a* 

multipliant  — z -t-  produit  zz  — nz  -t-  ±aa  ; &c  l’on  a z=.\*  — 
yS^/ia  -h  bb  . * — 6 — V 36  -H  64  = <f  — V 1 0 0 —6  — 10=.  — 4. 

Les  deux  racines  s’expriment  ainfi  z — ■+■  /a  a a ■+■  b h r la  première 

* = a-A  -4-  V -*-  bb  eft  vraye  , la  féconde  z — ±*  — /a**  -+•  bb 
eft  fauflé  , pareeque  la  partie  négative  — v^a  a a -t-  bl  eft  plus  grande  que 
la  pofitivc  |a  ; car  fi  vous  les  quarrez  , c’eft  j/u  ■+•  b b d’un  côté , & de 
l’autre  a a a.  Or  fi  le  premier  quarré  eft  plus  grand  que  le  fécond  , la  pre- 
mière racine  eft  auflï  plus  grande  que  la  féconde. 

Soit  propofée  l’équation//  = — *y  -4-  b b , l’on  fait  de  la  même  maniéré 
y ) ■+■  " y — b b > y J -+■  *J  •+■  ^aa  = ^ aa  ■+■  bb  , qui  a auffi  deux  racines. 

La  première  eft  y -t- a a = V ■+■  bb  , parccque^  -+-  |a  multipliant 
y ■+■  \a  produit^  ■+■  *y  ->r\*».y  — — a-A-f- V'-jaa  -+-  bb  j en  nombres 
y = — 6 ■+■  V 1 00  = — 6 ■+■  10  = 4 . 

La  féconde  racine  eft  — y — = -bb  , pareeque  — y — f a 

multipliant  — y — produit yy-+-*y-*-  ~44.y=  — f a — / 1aa-+ -bb. 
En  nombres  y = — i — //  00  = — 1(,  - G 
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Les  deux  racines  s’expriment  de  cette  façon  y =.  — \a  -±_Z  \nn  -bbb. 
La  première  y = — \ * -b  Z\**  -b  bb  cd  vraye  , pareeque  la  partie 
pofitive  bb  eft  plus  grande  que  la  négative  f a : car  fi  on  les 

quarre  , c’eft  \an  -b  bb  S>c  ±*a . Làfeconde/  = — 7* — Z±*a  ■+■  bb 
eft  fàuflè. 

Soit  propofée  l'équation  zz  — a z — bb.  L’on  doit  faire  zz — nz  = 

. bb , zz  — + = — bb  , qui  a deux  racines. 

La  première  eft  s — = — bb,  pareeque  z — {a  multipliant 

z produit  Z z — «z+  '-an  . r = — bb.  En  nombres  ■ 

£>it  a — 20  , io  y b — 6 . z — i o -bZ  i o o — 36  = / 0 -bZ(4 

- 1 0 -+■  S ^ . 

La  fécondé  racine  eft  — = Z^aa  — bb,  pareeque  — z-b  '-a 

multipliant  — *+7*  produit  zz  — az  -b  '-an . z = 7/»  — [V 1**  — bb. 

En  nombres  z ■=  10  — Z 6 4 = / 0 — S = 2 . 

Les  deux  racines  s’expriment  ainfi  z = ± V '-a a — bb.  Elles  font 

toutes  deux  vrayes , lorfquc  7/»  eft  plus  grand  que  b ; comme  on  vient  de  le 
montrer  dans  les  exemples,  que  l’on  a rapporte  en  nombres. 

Mais  fi-j-4  eft  plus  petit  que  b les  deux  racines  feront  imaginaires , car  ce 
qui  fe  trouve  fous  le  ligne  radical  dans  Z \a*  — bb  eft  négatif,  foit  en 
nombres  '-a  , 6 >b  5 10  ; z = 7/*  i — b b fera  z=.  â Z 64. 

Lorfquc  7 a — b , ce.  qui  eft  fous  le  figne  radical  fora  nul  , ôc  z = 7*. 
Et  l’équation  aura  deux  racines  vrayes , & égales. 

Soit  propofée  l’équation^  = — a y — bb  -,  yy  -b  ay  = — bb-,  y y -4-  a y 

+•  = ±aa  — bb.  

La  première  racine  eft  y -4-7 a ■=.  Z '-an  — bb  , y — — 74  ■+* 
Z -an  — bb..  En  nombres  foit  7*  , / 0 s b , S . y = —.10  ■+■ 

y ' j 00  — 64  =:  — 1 0 -b-  Z J<>  = — 10  -4-  6 sr.  — 4‘ 

La  féconde  racine  eft  — y — \ — Z '-an  — bb  , y — — 7 4 

Z\aa  — bb.  En  nombres  y — — 10  — <S  — — / 

Les  deux  racines  s’expriment  ainfi  ,y-=  — -*  IÏLZ  -an  — b b.  Elles  font 
toutes  deux  fauflès  , parce  que  '-a  qui  eft  négatif  eft  plus  grand  que 

Z'-»* bb  dans  y = — 7*  -b  Z 7**  — bb.  Pour  l’autre^  = — 7* 

Z -an ~bb , elle  eft  évidemment  fauflè.  Que  fi  7 a eft  moindre  que  b , 

elles  font  encore  imaginaires.  Mais  lorfquc^/*  — b , elles  font  toutes  deux 

égales  & fo  reduifent  à y = — 7*. 

L’on  opéré  fur  l’équation  x4  = — axx  -b  bb,  comme  l’on  a fait  fur  les 
équations , où  * ne  montoit  qu’au  quarré.  Ainfi  après  l’avoir  difpofé  de  la 
forte  x*  -b  axx  z=zhb  , il  faut  ajouter  -an  de  chaque  côté  , cc  qui  don- 
iicx4  +dr.v+  '-an  = ^aa  -b  b b-,  èc  extraire  les  deux  racines  quarrées. 
La  première  qui  eft  vraye  , fora  x x -b  -n  2=:  Z -^an~b  bb  , pareeque 
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xx  -4-  7 * multipliant  y x , produit  x* -h  axx  -h  ~aa  ; cnfuite  Ton 
écrit x x = — i*  -W ~aa  -y-  bb , & fi  l’on  extrait  encore  la  racine  quar- 
rée  de  chaque  membre  , l’on  aura  x = V — ja  -+-  V^aa  ■+■  bb.  Soit  \a — 

d , b = 8 . x = / — -t-  >/  + < 4 — / — 6 -h  / >00  = V 6 -f-  7» 

— V 4 — 2.  La  féconde  racine , qui  eft fkuffe  , fera  — xx  — i*  = 

y/Lat  + bb,  xx=  —^a  — V±aa  -*.bb,x  = V—ja  —V^Ja^-JJ. 
x ——  ^ — * — }/  i oo  = V — rf  — / 0 — \/  — , qui  eft  encore  imagi- 

naire. Les  deux  racines  s’expriment  ainfî  x ==  V — ~a  -f-  V^aa 
on  aurait  pu  en  trouver  quatre  x ±_  / — ja  ±_  V±aa-\-bb,  parce  que 
les  racines  du  quatre  x x font  ± x. 

L’on  extrait  les  racines  de  toutes  les  équations  , Iorfque  les  expofàns  des 
trois  tenues  font  en  proportion  continue  arithmétique  dont  un  eft  zéro  j 
mais  les  racines  ne  font  pas  toujours  toutes  quarrées.  Soit  propofëe  l 'équa- 
tion x6  — 2ax*  s=  b b -,  les  expofàns  des  termes  font  6 , j , o , en  pro- 
portion arithmétique  continue  , puifque  le  double  du  terme  moyen  eft  égal 
a la  fomme  des  extrêmes.  Ajoutez  a»  dans  les  deux  membres  , vous 
forez  x*  — 2*x'  4r  *1 1 = aa  -+-  bb  , dont  la  première  racine quarréc  eft 
x'  — a = y/ aa-t-bb  , parccque  x'  — a multipliant  x1  — a produit  x* 

— jax  ’ + aa  , x‘  =a-4-  V aa  bb,  dont  vous  pouvez  encore  extrai- 
re la  racine  cubique  x = V C.  a •+■  VTa-+-  bb. 

La  féconde  racine  quarréede** — a**1-*-  aaz=.aa-*-bb  , eft  

•+■  a = V aa  •+■  b b , x'  =.  a — V aa-hbb  , & la  racine  cubique  x — 
V C,  a — V a a -+-  b b. 

Les  deux  racines  féront  * = ^0.4  + V aa  -4-  b b.  Mais  cette  racine  ne 
peut  pas  lé  connoître  par  la  réglé  & le  compas  feulement  -,  ainfî  le  Problè- 
me n’eft  pas  plan.  Il  l’aurait  été  , fi  l’on  avoit  pu  extraire  la  racine  quarrée 
^ ^ a — V a a + b b . V.  L.  3.  Part.  3*  Sieci.  3.  Art.  1,  n.  2. 

La  Méthode  pour  refoudre  les  équations  quarrées , de  laquelle  on  vient 
de  parler  , demande  que  toutes  les  grandeurs , qui  multiplient  au  fécond 
terme  l’inconnue , dont  on  cherche  la  valeur  , lofent  exprimées  par  une 
feule  lettre  connue,  Sc  que  toutes  les  grandeurs,  qui  ne  multiplient  pas  l 'in- 
connue , & qui  compofént  le  troifîéme  terme  , foient  exprimées  par  un 
quarré  connu.  C’eft  pourquoi  lorlqu’il  y a pluffeurs  féconds  ou  troifîémes 
termes  , dans  lefquels  ils  fe  trouve  des  inconnues  : comme  dnny  l'équation 
zz—  2cdz  — cxz  — abc  - 1-  cdx. 

L’on  commence  par  déterminer  l’indeterminée  x à reprefenter  une 
quantité  arbitraire  g -,  ce  qui  réduit  l’équation  à n’avoir  que  z d'inconnue, 
&c  c’eft  zz  — 2 cdz  — cgz  — abc  + cdg:  Enfoite  l’on  cherche  ■+■/= 
jcd  — cg  , û 2cJ  eft  plus  grand  que  cg  , ad  plus  grand  que  g * ou 

G ÿ 
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— f , fi  2 d eft  moindre  que  g s l’on  cherche  aufli  -+-  h h on  — hh  = — 
aie  ■+■  edg,  félon  que  edg  eft  plus  grand  ou  moindre  que  abc.  Alors  l’é- 
quation propofée  eft  rçduite  i«  = & elle  eft  telle  que 

M.  Desc  âmes  la  demande. 

x.  Apres  avoir  montré  comment  l’AIgebre  donne  les  racines  des  équa- 
tions quarrées  , voyons  comment  la  Géométrie  les  peut  exprimer  en  lignes 
pour  relbudre  les  Problèmes  plans.  

La  racine  vraye  z r=  \a  -4-  V -aa-hbi  de  l’équation  zz  ■=  az.  -+-  bb 
; fè  trouve  de  cette  forte  Fig.  14.  Faites  le  triangle  reâanglc  NLM,  dont 
le  côté  L M eft  égal  à b , le  côté  NL  = j & dont  la  ligne  NM 
eft  la  baie  : enfuite  du  point  N comme  centre  , de  l’intervale  N L décrivez 
le  cercle  L P 0 , & prolongez  AT  N en  O.  La  ligne  MO  eft  *. 

Dém.  M N1  = ~NL*  ■+■  TmX  > ^aa  + bb  , &CMN=  y/\aa  -+-  b F, 
NO  — N L , \a  : donc  la  toute  MO  = NO  N M , V a b b 
= z.  Ce  qu’il  fâlloit  démontrer. 

La  racine  fauflè  z=  ±a  — \ aa  bb  de  la  même  équation  zz  — 

a z -+-  b b fe  trouvera  aifément.  Il  faut  fur  M N couper  MH  = NL 
après  avoir  prolongé  NM  du  côté  de  K,  prendre  HK=zNM,^~aa-t-bb. 
La  ligne  MK  eft  z. 

Dém.  MK  eft  -h  MH  — HK,  + {a  — y/^aa^bl  = z.  Ce  qu’il 
fâlloit  démontrer.  * i 

La  racine  vraye  y — — \a  ■+•  V ~ aa  ■+■  bb  de  l’équation  , y y — — 
a y -t-  b b fê  trouve  comme  la  vraye  z =.  j a-t-V  ? aa  -+■  bb  excepté  que 
l’on  ne  prolonge  pas  MN  en  O.  La  ligne  MP  eft  y. 

Dém.  MP  eft  MN  — NP  , /-j  aa  ■+■  bb  — ~ a —y.  Ce  qu’il  fâlloit 
démontrer. 

La  racine  fauflè  y = — 7 # — aa-*-bb  de  l'équation  ^7  = — ay  4- 
b b fe  trouve  en  prenant  MF  = NL , F G = MN , la  ligne  MG  eft  y. 

Dém.MG  = MF-h  FG,  — -/*  — a a -t-bb=y  : car  les  quantitez  qui 
ont  été  prifès  en  allant  de  M vers  O étant  pofitives  ; celles  qui  fè  prennent 
de  l’autre  côté  en  allant  vers  G , font  négatives.  Ce  qu’il  fâlloit  démontrer. 

Il  eft  évident  que  la  racine  fauflè/  = M G eft  égale  à la  racine  vraye 
z = MO  , puifquc  on  a pris  MF  = NL  = NO  , & F G = MN.  La 
racine  fâufle  z = MK  eft  aufli  égale  à la  racine  vraye  y = MP  : car 
MP  — MN  — NP  , & MK  eft  la  ligne  HK  = MN  , dont  on  a re- 
tranché MH—  NP. 

La  première  racine  vraye  , qui  s’appelle  la  plus  grande  vraye  , z = ^ a 
■+•  V^aa  — bb  de  l’équation  zz  -=zaz  — b b fè  trouve  de  cette  maniéré 
Fig*  z5’  NL  = ja , LM  = b , l’angle  NLM  droit  » tirez  l’infinie 
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MR  parallèle  à NL  , l’angle  L AÎR  eft  aufli  droit  19.  r.'Eucl.  Du  point  Fl°-  »;• 
N comme  centre  8c  de  l’intervale  NL  décrivez  le  cercle  L QR  , qui  coupe 
la  droite  M R aux  points  Q_,  R.  Joignez  NQ,  8c  menez  N P perpendicu- 
laire fur  MR.  La  ligne  MR  eft  z. 

Dém.  34.  1.  Eucl.  NP  = LM , b j PM  = NL  , 4*  ; NQ^  = NL  , 

\a . Et  3.  3.  Eucl.  PQ_—  P R.  Maintenant  dans  le  triangle  NPf>  rectan- 
gle en  P , Tq*  = NQl  — FTP1 , — bb  , 6c  P£  , 

= PR  ; donc  AfR  = AîP  -+-  PR , 4*  -h  — bb  -=zz.  Ce  qu’il  fal- 
loir démontrer. 

La  féconde  racine  vraye  , qui  s’appelle  la  plus  petite  vraye  , z = ±a  — 

Vj  aa  — bb  de  la  même  équation  zz  — az  — b b , eft  MQ. 

Dém.  MQ  = MP  — P > t<*  — V i**  — bb  = z.  Ce  qu’il  falloir 
démontrer. 

Lorfque  = b , V — bb  — 0 , les  deux  racines  vrayes  8c  égales 
font  z ={ a , dont  on  connoît  d’abord  la  valeur.  Mais  il  faut  montrer, 
que  fi  on  vouloit  la  chercher  dans  cette  figure , la  ligne  qui  l’exprimeroit 
touchcroit  le  cercle.  Pour  cela  faites  Lm  , b = NL  , 44  , & le  cercle 
LQR  étan^’décrit , tirez Np  parallèle  à Lm  -,  Np  fora  rayon  du  cercle, 
égale  au  rayon  NL  8cà  la  ligne  Lm.  Joignez  mp  , elle  eft  * = 4*  5c 
touchant?  du  cercle  en  p. 

Dém.  Les  lignes  Lm  , Np  font  parallèles  5c  égales  : dont  33.  1.  Eucl. 

Les  lignes  N L , mp  font  aufli  parallèles  5c  égales  ; donc  mp  = 4*.  De 
plus  dans  le  parallélogramme  NLmp  l’angle  NLm  eft  droit  : donc  34. 

1 . Eucl.  l’angle  m t>  N eft  auffi  droit  5 5c  1 6.  3 . Eucl.  mp  eft  touchante  en  p. 

Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Quand  NL  , 4 4 eft  moindre  que  LG , b j la  parallèle  GH  fie  touche- 
ra , ni  ne  coupera  pas  le  cercle  , 8c  rien  ne  déterminera  la  valeur  de  z for 
la  ligne  G H.  Ainfi  l’on  voit  que  la  figure  de  la  Geomctrie  nous  avertiroit 
de  i’impolfibilité  du  Problème  , fi  nous  ne  nous  en  étions  pas  apperçus  par 
l’examen  de  l’équation  Algébrique. 

Si  l’on  prolongeoit  la  ligne  RM  vers  S , 8c  que  l’on  prît  une  ligne  égale 
à MR  ; l’on  aurait  la  plus  grande  racine  fâuflè  y = — 4*  — V 4 44  — ^b 
de  l’équation  y y = — *y  — b b.  Et  fi  l’on  prenoit  une  ligne  égale  à MQ_-, 
elle  forait  la  plus  petite  racine  fâuflè  y ■=.  — 4 4 ■+*  ^ 7 4 4 — b b de  la 
même  équation. 

Lorfque  les  deux  racines  font  y = — 4*  > la  ligne  fora  égale  à mp  \ 
lorfque  j*  fora  moindre  que£  , la  ligne  MS  ne  touchera  , ni  ne  coupera 
le  cercle. 

Les  racines  y — — 44  — v''-;44  — bb  de  I’éqnation  yy  — — *y  — bb 
font  les  memes  lignes  que  les  precedentes  : mais  comme  elles  font  toutes 
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deux  faufies  , il  les  faut  prendre  de  l’autre  côté  du  point  M.  M.  Des- 

c aa  t es  n’en  parle  point , parce  que  les  racines  faillies  ne  donnent  pas 

une  folutiou  exade  du  Problème. 

La  racine  a:  = V — 7*  -+-  Vj**  h-  b b de  l’équation  x4  = — axl  ■+■ 
b b fe  trouvera  Fig.  7.  fi  je  prens  GH  = MP  Fig.  14.  = — y<*  -+■ 
i-n, » b b , & qu’après  lui  avoir  ajouté  GF  = , que  je  prens  pour 

l’unité  , je  décrive  fur  le  diamètre  F H le  demi-cercle  FI  H.  Caria  perpen- 
diculaire IG  eft  x. 

Dém.  13.  6.  Eucl.  I G eft  moyenne  proportionelle  entre  l’unité  FG  a, 
& le  quarré  G H , — -j *-t-V±**-+-bb=z  xx:  Mais  la  racine  x eft  moyenne 
proportionelle  entre  l’unité  & fon  quarré  xx  ; car  / .•  x : : x : = 

x x : donc  la  ligne  IG  eft  x.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Ii«.  14.  L’on  pourrait  Fig.  14.  décrire  un  cercle  fur  le  diamètre  NM , &c  élever 
au  point  P une  perpendiculaire  jufqu'à  la  circonférence  : cette  perpendicu- 
laire ferait  x.  _ 

Pour  ce  qui  regarde  x = V C.  » -t-  vCT#  -+-  b b •>  racine  de  x*  — 2 axx 
— bb  , il  faut  extraire  une  racine  cubique  ; c’eft  ce  qu’on  fera  L.  3.  Part.4. 
Sed.  1.  Art.  1.  Ex.  1.  _ * 

Si  dans  toutes  ces  équations  il  y avoir  le  plan  cd , au  lieu  duVjuarre  bb  : 
vous  prendriez  une  moyenne  proportionelle  entre  c&c  d,  laquelle  us  nom- 
meriez b ; & vous  auriez  c : b:  : b : d , & c d = b b.  U ne  relierait  plus  qu’à 
fubftituer  bb  à la  place  d ccd.  # 

Si  au  lieu  de  b b , il  y avoit  feulement  c : vous  prendriez  une  moyenne 
proportionnelle  entre  7*  , que  nous  avons  fuppofée  être  l’unité  , fie  c -, 
pour  avoir  1 : b b:  e ,-&C  c = bb. 

Article  II. 

Autres  maniérés  de  refoudre  les  Problèmes  flans. 

L 'Algèbre  & la  Geometrie  fournilTent  également  d’autres  méthodes  pour 
refoudre  les  Problèmes  plans. 

1,  M.  Descartes  donne  L.  3.  Part.  1.  Sed.  a.  Art.  3.  une  réglé 
pour  transformer  les  équations  de  toutes  fortes  de  degrez  par  l’évanoUiflè- 
ment  du  fécond  terme.  Cette  règle  peut  s’appliquer  aux  équations  du 
fécond  degré  de  cette  forte. 

Soit  propofee  l’équation  zz  — az  -+-  bb  , ouzz  — az=.  b b.  Lon 
joint  l’inconnue  * avec  la  moitié  de  la  quantité  connue  a , qui  multiplie 
l’inconnue  z au  fécond  terme  , & l’on  donne  à cette  moitié  le  figne, 
qu’elle  a dans  l’équation  ainfi  ordonnée  zz  — az  = bb  : ainfi  l’on 

prend  ici  a , que  l’on  égale  à une  nouvelle  inconnue  x ; c’eft  a 

i*  } x 4-  i-4  = a,  Enfùite  l’on  fubftituc  dans  l’équation  pro- 
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pofce  , à la  place  de  u , fa  nouvelle  **  = **-+. 

valeur  xx  h-  *x  4-  -aa  quatre  de  _*.v  _ j4** 

x 4-  \a  = z ; & a la:  place  de  s la 


,-v* 


— ±aa  -=bb- 


valeurx  4-  }a  , de  forte  que  pour  zz  az  = xx 

— az  l'on  a — ax  — ~aa.  L'on  ajoûte  les  valeurs  xx  4-  ax  •+■  ±aa  , 
• — ax  — \aa  , la  fomme  ellxx  — ±aa  = zz  — az  = b b. 

La  transformée  fora  donc  xx  — ±aa  = bb  j xx  — ±aa  4-  b b 3 x i= 
1/ ±a  a -h  b b.  Maintenant  je  remets  pour  x là  valeur  z — •£<*,  pour  avoir 
z — ±a=V ±ax  4-  bb  ,z  = ~*4~  V^aa  4-  bb  , comme  on  l’a  trouvé 
Art.  1.  n.  1. 

Soit  propofoe  l’équation  y y — — a y 4-  b b , ou  y y -+-  ay  = b b.  Vous, 
ferez  jr  -t-ix  = v , v — \*=y  ; jy—vv  — av-4-'-aa 

vous  fubftituerez  dans  l’équation  pro-  . -4.  av Laa 

poféc  à la  place  de  y y là  valeur  vv  — x ^ — 

av  -4-  ^ aa\Sc  à la  place  de  y là  valeur.  vv  -aa  = 

v — -ai  vous  ajouterez  les  valeurs  vv  — av  -f-  ^ aa  , -t - av  — ^aa  , &c 
vous  aurez  vv  — ^aa  =yy  ay  = bb.  La  transformée  fora  donc  vv 

— ‘-a a — bb  ; vv  = j- aa  -+-bb  ; v = V ^ aa  4-  h b j remettez  pour  v là 
valeur  y -4-  '-a  , vous  trouverez  y 4-  ~a  = V^aa  4-  bb  -,  y = — ja  4- 


V'  4-  bb.  Comme  Art.  1.  n.  1. 

Soit  propofoe  l’équation  x*  = — ax1 -hbb,  ou  x*-+-axl  — b b,  Nous 
ferons  xx  -4-  ^a  =z  , z — \a  = xx.  Nous  mettrons  zz  — az-4-  ~ aa 
valeur  de  x+  à là  place  dans  la  propofoe , & -4-  az  — 4 aa.  Valeur  de  4- 
axx.  Nous  ajouterons  les  deux  valeurs,  x*  = zz  — az  -4-  ^aa 

la  fomme  forain  — ^aa  = x*  -4-axx  4-  axx  = -f*  az  — \aa 


— b b.  La  transformée  eft  donc  zz  x4  4-  axx  =zz* — ^aa 

— '-aa  r=  bb  j zz—'-aa  4.J  bb  -,  z =:  V \aa  4-  bb.  Nous  remettrons, 
pour  z là  valeur  xx  4-  { a nous  trouverons  xx  4-  '-a  = V ±aa  4-  bb  j 

xx  = — ’-a  4-  V^aa-4rbb } x = V — f*  4-  V ^aa  4-~bb.  Comme  • 
Art.  1.  n.  1. 

i.  L’équation  zz  — az  4-  b b peut  fe  conftruire  avec  une  hyperbole 
cquilaterc.  Soit  Eig.  99.  AN , {a  = An  , & l’axe  déterminé  Nn  , a -, 
for  l’axe  conjugué  coupez  AD  =b  -}  menez  D C parallèle  à l’axe  AB  , & 

CB  parallèle  & égale  à A D..  Je  dis  que  nB  cil  z.  Car  NB  fora  nB  — Nn, 
z — a ; Sc  par  la  nature  de  l’hyperbole  équilatere , nB  x NB  = cb1  , zz 

— az  = b b , zz  = az  4-  bb. 

N B ell  z pour  l’équation  zz  = — az  4-  b b , que  je  mets  à la  place  de 
yy  = — ay-4-bb.  Car  n B fera  n N 4- _NB  , z 4-  a -,  & par  la  nature: 
de  la  même  hyperbole  , n B X NB  — CB1  > zz  ^ az  zz  bb  , zz  = 

— az  4-  b b,. 
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L'équation  **  = **  — bb  peut  fe  conftruire^  avec  le  cercle  Fig.  86. 
dont  le  rayon  EA,  ‘-a  = A e , le  diamètre  £ e , a , menez  la  tangente 
E F = b , FC  c parallèle  au  diamètre  £ e , Ôc  enfin  les  ordonnées  CD  , ci 
du  même  côté  de  l’axe  , elles  font  parallèles  & égales  à £ F.  Je  dis  1 0 que 
tD  eft  la  plus  grande  valeur  vraye  de  z.  Car  £ D fera  Ee  — eD  , a — z -, 
& par  la  nature  du  cercle  eDy.ED  = CD* > **  — zz  =bb , zz  = ag. 

— b b.  i°  ci  eft  la  moindre  valeur  vraye  de  z , car  Ei  fera  Ee  — ei  , a 

— zi  &ceixEi  = fït  , az  — zz=  b b , zz  = az  — b b. 

De  plus  fi  l’on  fait  '-a  : b : : b : e , on  aura  '-ac  = bb  -,  &c  fubftituant 
j ac  pour  bb  , les  trois  équations  fe  conftruiront  avec  fe  parabole  Fig.  79. 
de  laquelle  eft  le  paramétré  , NK  l’axe  , fur  lequel  vous  couperez  IN 

— ‘-a  , IK  = '-e.  Par  1a  nature  de  1a  parabole  Â~/1  = le  paramétré  '^a  X 

NI,  'Ta  = ainfi  on  a encore  A I , = IE  = BK  — K F;  & N K 

= NI  -h  IK,  r'  + i'. 

CB  eft**  pour  l’équation  zz  = az  ■+■  '-ac.  Car  CK  eft  CB  — B K , z 

— ï*  , Sc  par  1a  nature  de  la  parabole  , CÏC  ' = f*xNK  , z z — ** 
-a  a = \aa  -4-  '-»c  , zz  = az  ac. 

C F eft  z pour  l’equation  zz  — — az+'-ac.  Car  C K eft  CF -t-  FK, 
z -+•  '-a  , &.CK1  = r*  X N K , zz-i-az  -4-  '-a  a = ±aa  ■+■  -ac  , zz 

— — *z  ~ ac. 

L’équation  zz  — a z — '-ac  fe  conftruira  dans  l’efpacc  ANE,  dans 
lequel  étant  NI  = -1a  , It  = '-c  -,  on  aura  Ni  ,4*  — 4*  > & les  deux 
fc  , fc  font  z.  Car  fe  plus  grande  fe  étant  z , Ci  eft  fc  — fi  , z — \a  , 
& par  1a  nature  de  1a parabole  , ci*  = 4*  xNt  , zz  — az  ~aa  = 
~aa  — ±ac  , zz=az  — La  moindre  fc  étant  z , ci  cïtfi  — fc  , 
4*  — *,ôc?ïl  = 4*  x Ni,zz  — az-^-'-aa  — ^aa — ^ac  ,zz—  a z — 
‘-ac.  Lorfque  a — c , l’équation  eft**  — az  -t-  -^aa  = 0 , & les  deux  va- 
leurs de  * font  égales  à 4*-  Lorfque  c > a , l’équation  devient  z — '-a 
V '-a a — '-ac  racine  imaginaire  > en  effet  Ii  ,4e  étant  plus  grande  que 
IN  , 4 a , le  point  i tombe  au  delà  du  fommet  N dehors  de  1a  parabo- 
le , où  il  ne  peut  y avoir  de  valeur  pour  * , puifqu’il  n’y  a point  là 
d’ordonnée. 

3 . La  Méthode  que  nous  mettons  ici  pour  trouver  les  lignes,  qui  foient 
les  racines  des  Problèmes  plans  ; n’exige  pas  , comme  celle  de  M.  D E s- 
cartes,  Art.  1 . n.  1.  que  le  dernier  terme  de  l’équation  foit  un  quarré 
connu  b b -,  mais  foit  qu’il  y ait  un  quarré  connu  bb , ou  un  plan  connu  b c, 
l’on  trouvera  également  la  racine  cherchée. 

Il  faut  auparavant  prouver  ceTheorême,  Fig.  16.  17.  Si  les  cercles 
concentriques  ABC  , GEF  font  coupez  par  une  ligne  droite  quelconque 
GH  : l’on  aura  AG  = B H , G B = AH. 

Dém.  i°  Que  1a  ligne  G H paflè  par  le  centre  commun  D Fig.  17  .DG 

— DH  dans  le  cercle  GEF  -,  DA  — DB  dans  le  cercle  ABC  : donc 

Axiom. 
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Axiom.  3.  L.i.Eucl.  AG  = BH -,  &c  Axiom.  z.  L.  1.  Eucl.  GB  — AH.  *<«*•!*• 
i°  Que  la  ligne  B H Fig.  z 6.  ne  pafiè  pas  par  le  centre  commun  D.  De  ce  l?* 
centre  D tirez  DI  perpendiculaire  fur  B H.  3.  3. Eucl.  IG  = IH  dans 
le  cercle  G EF , J A = I B dans  le  cercle  ABC  : donc  Axiom.  3.1.  Eucl. 

AG  = B H ; & Axiom.  z.  1.  Eucl.  G B = A H.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Soit  propofée  l’équation  zz  — »z  — bc.  Tirez  Fig.  z 6.  les  infinies  E F, 
HGfailànt  un  angle  quelconque  FA  H.  Sur  une  des  lignes  GH  coupez 
AB  = a , & fur  l’autre  E F prenez  AF ■=.  b ; FC  = c.  Faites  par  la  z y. 

3 . Eucl.  palier  un  cercle  ABC  par  les  trois  points  A,  B , C , dont  le  centre 
lbit  D : de  ce  centre  Sc  de  l’intervale  D F décrivez  le  cercle  concentrique 
GE  F.  Je  dis  que  A H cft  la  racine  pofitive  z , &c  AG  la  négative  — z. 

Dém.  L’on  a EA=CF,c  5 foit  AH  , zz=  G B i l’on  aura  AG  =, 

G B — AB  ; z — a.  St  3 j.  3.  Eucl.  AHy.AG  = AFxAE,  z z.  — 
az—bc.  Soit  maintenant  A G , — z = BH  >•  l’on  aura  AH  = AB  - t- 
BH , a — z.  Et  AG  X AH=  AFx  AE  , — *z-*-z  z =bc.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

Soit  propofée  l’équation  zz  — az=  b b.  Apres  avoir  tiré  Fig.  z y.  les 
infinies  AB , EF  perpendiculaires  l’une  à l’autre.  Vous  ferez  AE  = AF, 
b j AB,  a -,  vous  divifèrez  AB  en  deux  parties  égales  au  point  D ; & de 
D comme  centre  vous  décrirez  à l’intcrvale  DA  le  cercle  ABC  ; & à l’in- 
tcrvale  DE  le  cercle  DEF.  Le  cercle  intérieur  paflc  par  B , car  D B — 

D A -,  le  cercle  extérieur  pafïè  par  F , car  3 . 3 . Eucl.  AF=.  A E , & les 
triangles  D AE  , DAF  ont  les  angles  en  A égaux  , les  cotez  AE  , AF 
égaux , AD  commun  : donc  DE  = DF  , qui  feront  deux  rayons  du 
même  cercle.  Je  dis  que  ^ H eft  + z ; &c  AG  , — z. 

Dém.  foitAH,  z — BG  3 AG  fera  B G — AB  , z — a.  Et  3 5.  3; 

Eucl.  AHx  AG  = A E xA  F , zz  — *z  — b b.  Soit  AG  , — z,  — 

BH  ; AH  fera  AB  -t-  B H,  * — & AG  X AH  — AE  x AF  , — 

az-t-zz  = bb.  Ce  qu’il  falloir  démontrer.  • 

Soit  propofée  l’équation  y y -+-  a y — bc.  Je  dis  que  Fig.  z<>.  AG  df  la 
racine  vraye  -+-7  ; 6c  AH  la  fauflè  — y. 

Dém.  Soit  A G , -+- y — BH  -,  AH  fera  AB  -+-  BH  , a-*-y.  Et  AG 
X AH  — AF  xAE,  a y -*-yy  — bc.  Soit  à prefènt  AH,  — y=.BGÿ 
AG  eft  £G  — BA,  — y — a.  Et  AH  XA  G A Fx  A E , yy  -h  ay 
= bc.  Ce  qu’il  falloir  démontrer.  __ 

Soit  propofée  l’équationyy  ■+■  a y = b b:  Je  dis  que  Fig.  17.  AG  cft  la 
racine  pofitive  -4 -y  i &L  AH  la  négative  — y. 

Dém.  Soit^G,  -^y  — BH  , AH  fera  AB  h-  B H , a y.  Et  AG 
X AH  — AE  x AF  , * y y y ■=.  b b.  Soit  AH  , — y = B G s AG 
fera  B G — B A , — y — a.  Et  AH  X AG  = AE  X AF  , y y .+.  *y  — 
b b.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Soit  propofée  l’équation  zz  — «zs:  — bc.  Tirons  Fig.  z8.  les  infinies  fi*,  a 

H 
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ïi  s.  ii.  AB,  A C failànt  un  angle  quelconque  BAC  , fur  l’une  des  lignes  prenons 
AB  = a -,  Se  fur  l’autre  AF  = b -,  FC  z=  c.  Enfuite  25.  3.  Eucl.  décri- 
vons un  cercle  par  les  trois  points  A , B , C , dont  le  centre  loit  D ; 8c  du 
meme  centre  8c  de  l'intcrvalc  DF,  le  cercle  E H F.  Je  dis  que  A H cft 
la  plus  grande  racine  vraye  * ; 8c  AG  la  plus  petite  racine  vraye  • L on 
AE  = FC,c. 

Dém.  Soit  AH  , z -,  BHeft  AB  — AH , a — zrzz  AG . Et  les 
rectangles  AH  y AG  , AF  y.  A E étant  36.  3.  Eucl.  égaux  au  quatre 
d’une  même  tangente  , font  aulïï  égaux  entr’eux.  C’eft-à-dirc , en  termes 
analytiques  *z  — zz  = bc  -,  zz  — az—  — bc.  Après  cela  loit  AG  , 
z — B H-,  AH  fera  AB—  BH,  a — z.  Et  AG  y AH  = A F y AE  „ 
a z — zz=zbc  ; — az-= — bc.  Ce  qu’il  falloit  démontrer, 

fio  i).  Soit  propolce  l’cquation  — <* — bb  , étant  f a plus  grand  que  b. 
Au  point  C de  la  ligne  AC  = b Fig.  19.  l’on  éleve  CD  = — bb 

perpendiculaire  à AC  : par  les  points  A , D l’on  tire  la  droite  ADB  , 8c 
l’on  fiit  DB  = AD.  Du  point  D comme  centre , de  l’intervale  DC  l’on 
décrit  le  cercle  CG  H , 8c  de  l’intervale  DA  le  cercle  A B.  Par  la  fupp. 
le  quarré  dcDC  effc  — b b le  quarré  de  A C cft  b b mais  le  quarré  de 
A D leur  eft  égal , pareeque  l’angle  ACD  cil  droit  : donc  le  quarré  de 
AD  eft  a a — bb  -b  bb  =z  a , Si  A D = ± a — D B , Se  AB  ■=.  *. 
Déplus  16.  3.  Eucl.  AC  touche  le  cercle  GCHc  n D.  Je  dis  que  AH  cft 
la  plus  grande  racine  vraye  , ^ , Se  A G la  plus  petite  vraye 

Dém.  Soit  AH  , B H eft  AB  — AH,  a — AG.  Et  36.3.  Eucl. 
AG  y A H — bc'  > «K. — %JL—bb  : — b b.  Enfuite  loit 

AG  , ^ =BH  j A H eft  AB—BH,  a — Se  AG  y AH,  = ÂCl> 
a ^ b b ; — t'L—  — bb.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

F10. 30.  Lorlque  \tc  — b -,  les  lignes  AB  z=  a , AC  = b Fig.  3 o.  font  un  angle 

quelconque  BACi  je  diviic  AB  en  deux  parties  égales  au  point  G : à ce 
même  point  <*  j’éleve  G D perpendiculaire  à A B , Se  au  point  C la  per- 
pendiculaire C D for  AC  j du  point  D , 8c  de  l’intervale  DG  je  décris  un 
cercle  , qui  paflèra  par  C » puilque  ayant  tiré  DA , les  triangles  D AG , 
D AC  ont  les  cotez  AG  , -j-a  , AC , b égaux  fupp.  le  côté  AD  commun, 
les  angles  en  C Se  G droits  : mais  les  quarrez  cb 1 -+-  CW 1 = DG 1 -+-  CW  * 
parccqu’ils  font  égaux  à D A1  : donc  ôtant  les  quarrez  égaux.  cb 1 , 
(Ta * , il  reliera  cb 1 = DG1 , Sc  CD  = D G . £cle  cercle  paflc  par  C . 
Je  dis  que  AG  ell  z , c’elt-i-dire  , les  deux  vrayes  racines  égales  de 
l’équation. 

Dém.  Puilque  fupp.  \a=b  , l’équation  propofée  zz  — *z  = — bb  fe 
peut  changer  en  zz  — 2 bz  + b b =.  0.  Extrayez  la  racine  quarrée  ^ — 
b — n ; b 1 zz  = b b.  Mais  le  quarré  de  chacune  des  tangentes 
AG  , AC  36.  3.  Eucl.  font  égaux  à un  même  rectangle  ils  font  donc 
égaux  entr’eux  , 8t  ÂG 1 = AC*  &z-=-  bb  -,  \z=.b  z=\»,  Ce  qu’il  fal- 
loit démontrer. 
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Lorfque  ~a  fera  plus  petit  que  b , la  ligne  AD , -f  <*  Fig.  ly.  ne  fera 
plus  la  bafê,  ou  le  plus  grand  côté  du  triangle  rectangle  ACD  , puifque  le 
côté  AC  eft  b.  De  même  Fig.  30.  les  lignes  AG  , ±a  ; AC  , b n’étant 
pas  égales  , clics  ne  toucheront  plus  toutes  deux  cnfemble  le  cercle  G C. 
Et  la  lôlution  du  Problème  eft  impoflible  dans  ces  deux  Figures. 

Soit  propofée  l’équation  yy  ■+■  »y  = — bc.  Je  dis  que  Fig.  18.  AH 
eft  la  plus  grande  racine  faillie  — y : & AG  la  plus  petite  fauflè  — y. 

Dém.  Soit  A H — y;BHc(tAB — AH,a-hyz=AG.  Et  3 y.  3. 
Eucl.  AH  y AG  — A Fy  AE  , — *y  — yy  = bc  > yy  -+-  ay  — — bc. 
Soit  maintenant  AG  , — y = B H i AH  eft  AB  — B H , a ■+■  y . Et 
AH  y A G ==  AFyAE  , — ay — yy  =z  bc  : yy  + ay  z= — bc.  Ce 
qu’il  falloit  démontrer. 

Soit  propofée  l’équation  y y -+•  * y = — b b.  Si  ~ a eft  plus  grande  que  b, 
l’on  trouvera  Fig.  19.  que  A H eft  la  plus  grande  racine  fâuflè  , bc  AG  la 
plus  petite , de  la  même  façon  que  l'on  a trouvé  que  A H étoit  la  plus 

grande  racine  vraye  bc  AG  la  plus  petite  racine  vraye  de  l’équation  zz 

= — b b.  Si.-i/»  = b , l'on  trouvera  Fig.  30.  que  A G eft  la  double 
racine  fauflè  , comme  on  a vu  qu’elle  étoit  la  double  racine  vraye  égale  de 
l’équation  zz  — a\—  — bb.  Si  f * eft  plus  petite  que  b , l’on  prouvera 
que  le  Problème  eft  impoflible  , comme  on  l’a  montre  pour  l’équation 

— a z — — bb. 

Article  III. 

Tous  les  Problèmes  de  la  Géométrie  ordinaire  peuvent  fe  conflruire  par  let 
ebofes  , que  M.  ÜESCARTES  a dit jufqu à. prefent, 

l.M.Descartes  n’a  parlé  jufqu’à  prefent , que  de  l’Addition  , de  la 
Souftraétion  , de  la  Multiplication  , de  la  Divifion  , de  l'Extraction  de  la 
racine  quarree  des  lignes , & de  la  Refôlution  des  Problèmes  plans.  Pour 
expliquer  les  Règles  qu’il  a données  là-deflùs  , il  n’a  employé  que  quatre 
Figures  , la  6*  , la  7e  , la  14e , & la  1 j* , qui  ne  font  eompofees  , que  de 
lignes  droites  & de  circulaires j c’eft-à-dire  , qu’il  ne  s’eft  fervi  que  de  la 
Règle  ôc  du  Compas. 

1.  Tous  les  Problèmes , dont  la  dernière  équation  contient  une  incon- 
nue , qui  n’a  qu’une  , ou  deux  dimenfions  , fe  peuvent  refôudre  par  une 
ou  plufieurs  des  operations , que  l'on  vient  de  rapporter.  Car  fi  i°  l’incon- 
nue a une  feule  dimenfion  , l’équation  fera  une  de  celles-ci  , x — 

— 4 >J  = ±a±b  , x—fyAf  ,.v  — ^7^5  & un  lieu  à la  ligne  droite. 
x — T *c  rcduit  à x = ^ , lorfque  l’on  a déterminé  l’inconnuc y à être 
une  grandeur  arbitraire  & connue  c j , Et  le  lieu  à l’hvperbole  entre  lés 
afymptotes  x = ^ fe  réduit  à x = ^ , lieu  à la  ligne  droite.  Or  il  eft 
-évident  que  toutes  ces  équations  ne  demandent  autre  choie  qu’une  addi- 

H ij 


lie.  »$, 
Fig.  30. 

Fig.  ig. 
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t!.  tion  , ou  une  fouftraction  , ou  une  multiplication  , ou  une  divifion  de 
lignes.  Si  i°  l’inconnue  a deux  dimenfions  > l’équation  fera , une  de  celles 
‘ qui  font  renfermées  dans  cette  formule  x x = +• * x ± b b , en  fuppofint 
que  le  fécond  terme  peut  être  évanoui  ; les  lieux  Géométriques  à la  para- 
bole , au  ccicle  , à l’ellipfe  , à l’hyperbole  par  rapport  à fes  diamètres  fè 
rcduifèntà  cette  formule  , après  que  l’on  a déterminé  une  des  inconnues, 
& que  l’on  a fubftitué  , s’il  cfl  ncccflàire  , un  quarré  connu  à la  place  d’ua 
plan  auffi  connu.  Car  l’équation  à la  parabole  yy  = ax  , fi  pour  l'incon- 
n uë  x l’on  fubftitué  une  connue  a , ou  b , fè  réduit  à celles-ci  y y =aa  , 
yy  — a b.  Or  il  eft  certain  fju’il  ne  faut  pour  refoudre  ces  deux  équations, 
qu’extraire  une  racine  quarrcc  , puifquc  Fig.  7.  fi  l’on  prend  la  ligne  F G 
— a pour  l’unité  , 6c  la  ligne  G H = b j la  perpendiculaire  GI  fera,  y 
racine  quarrée  de  ab  , comme  on  l'a  montré , Part.  1.  Scct.  2.  Art.i.  n.3. 
Et  la  racine  quarrée  y fera  extraite  de  l'équation  yy  — a b.  H n’cft  pas 
neceflàire  de  rien  dire  de  l’équation  yy  — si  a , y = /*.  L’équation  au 
cercle  yy  — an  — xx  fe  peut  changer  en  y y = a a — bb  , fi  b = x , êc 
en  prenant  c moyenne  proportionelle  aux  deux  * -t -b  , a — b , l’on  aura, 
a ■+■  b : c : : c : a — b , aa  — b b = ce  , 6c  c peut  fê  trouver  Fig.  7 * 
Maintenant  fubftitùant  ce  pour  a.  a — b b , l’équation  77  = an  — b b fera 
y y = cc  , y — c.  Pour  l’equation  au  cercle  y y = 2 ax  — xx  , xx  = 
2*x — yy  , fi  pour/ je  mets  d , elle  fera  xx  = 2*x — d d , qui  cfl  con- 
tenue dans  la  formule  * x = ± *x  ±bb  des  Problèmes  plans.  L’écjuation  à 
l’ellipfc  jyy  ■=.**  — - xx  , x x = an  — ^yy  , en  déterminant  y a être  c , 
deviendra  xx  = a*  — e—  , & prenant/ moyenne  proportionelle  entre 
c c 6c  ~ , xx  = an  — ff  j 6c  prenant  encore  une  moyenne  proportionelle 
g entre  ci  -f -/  &C  a.  — f } l’équation  fera  xx  = gg  , x — g.  L’équation  à 
l’ellipfe  yyy  = 2 et  x — x x ^ xx  — 2 ax  — jyy  , en  mettant  ff  pour  \yy\ 
fè  transformera  en  xx  = 2 *x  — ff , qui  cfl  encore  renfermée  dans  la 
formule  *•  x = +*x  ±bb.  Enfin  parce  que  les  équations  à l’hyperbole 

Far  fes  diamètres  ne  diffèrent  des  équations  à l’ellipfè , que  par  les  lignes  j 
on  prouvera  le  même  des  premières  , que  des  fécondes. 

Et  comme  toutes  les  équations , dont  l’inconnue  â une  ou  deux  dimen- 
fions,  font  celles.,  que  nous  venons  de  rapporter  , il  fuit  que  ces  équations 
où  les  Problèmes  , dont  elles  font  les  dernières-  équations,  fé  peuvent  tous 
conftruire  par  les chofés  que  M’  Desc  artes  a dit  jufques à prefént , 6c 
pour  lcfqucllcs  il  n’a  employé  que  quatre  Figures. 

3.  Mais  font-ce  là  tous  les  Problèmes  de  ki  Géométrie  ordinaire  ? Les 
Géomètres  avant  M.  Descartes  n’ont  - ils  pas  traité  des  Sections 
Coniques , 6c  ne  s’en  font-ils  pas  férvi  pour  refôudre  6c  pour  conftruire  des 
Problèmes?  CcqueM.  Descartes  allure  ici  cft  pourtant  vrai  des- 
Problémes  de  la  Géométrie  ordinaire  , en  la  prenant  pour  la  Géométrie 
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dés  Anciens  & de  tous  les  Geomctres  qui  l'ont  précédé.  Dont  la  raifôn  efl 
qu’avant  M.  Descartes  on  n’appelloit  lignes  Géométriques  que  la 
droite  la  circulaire > toute  autre  étoit  méchaniquc  j les  {culs  Problèmes 

fiour  larefolution  & pour  la  conftruction  dcfqucls  on  n’employoit  que  la 
igné  droite  Sc  le  cercle  , étoient  rcfôus  & conflruits  géométriquement, 
les  autres  1 etoient  mechaniqucment.  En  un  mot  la  feule  fciencc,  qui  n’em- 
ployoit que  la  ligne  droite  & le  cercle  , la  Réglé  & le  Compas,  ctoit  nom- 
mée Géométrie.  Ceci  fera  expliqué  plus  au  long  , L;  z.  Part.  i.  Seét.  z. 
Art.  i.  n.  1. 


PARTIE  TROISIEME. 

Le  commencement  de  la  Qiieflion  de  Pappus. 


S.ECTION  I. 

La  JjhçeJUon  de  Pappus  ejl  propofée.. 

M.  DESCARTES. 

ET  on  le  peut  voir  aulTi  fort  clairement  de  ce  que  Pappus  a mis> 
au  commencement  de,  fon  fèptiéme  Livre  , ou  après  s’être  tuTL 
arrêté  quelque  tems  à dénombrer  tout  ce  qui  avoit  été  écrit  en  P*w“*’ 
Géométrie  par  ceux  qui  l’avoient  précédé  , il  parle  enfin  d’une 
queftion , qu’il  dit  que  ni  Euclide  , ni  Apollonius , ni  aucun  autre 
n’avoient  fçu  entièrement  refoudre , & voici  fes  mots. 

^uem  autem  dicit  ( Apollonius)  in  tertio  libro  locum  ad  très  qua- 
tuor lineas  ab  Euclide  perfeSlum  non  ejfe  , ne  que  ipfe  perficere  poterat 
ne  que  aliquis  alius  : fed  neque  paululum  quid  addere  iis  , qua  Euclides 
fcripfit , per  ea  tantum  conica  3 qux  ufque  ad-Euclidis  tempora  prarnon-- 
Jlratafunt , &c.  . . 

Et  un  peu  après  il  explique  ainfi  quelle  eft  cette  queftion. . 

At  locus  ad  très  , & quatuor  lineas  , in  quo  ( Apollonius  ) magnifie- 
fejaftat  , oftentat , nulla  habita  gratiâ  ei , qui  prias  feripferat  , ejl 
hujufmodi.  Si  pofiione  datis  tribus  reSlis  lineis  ab  uno  eodem  punfto , , 
ad  très  lineas  in  datis  angulis  refila  line*  ducantur  3 data  fi  proportioj 
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reflanguli  contenti  duabus  duflis  ad  quadratum  relique  : punflum  contin- 
git  pofitione  datum  folidum  locum  , hoc  efi , imam  ex  tribus  conicis  Seflio- 
nibus.  Et  fi  ad  quatuor  reclas  lïneas  pofitione  datas  in  datis  angulis  line* 
ducantur  s & reflanguli  duabus  duflis  contenti  ad  contentum  duabus 
reliquis  proportio  data  fit  : fimiliter  punflum  datam  coni  Seflionem  pofitio- 
ne continget.  Siquidem  igitur  ad  duas  tantum  locus  planus  ofienfus  efi. 
Jfiuod  fi  ad  plure  s qudm  quatuor  , punflum  continget  locos  non  adhuc  cogni- 
tos  , fed  lineas  tantum  diflas  s quales  autem  fint  , vel  quam  habeant  pro- 
prie tatem,  non  confiât:  earum  unam  ne  que  primam , fo-qua  manifefiijfi- 
ma  videtur  , compofiuerunt  ofiendentes  utilem  ejfe.  Vropofitiones  autem  ipfa- 
rum  ha  funt. 

Si  ab  aliquo  punflo  ad  pofitione  datas  refias  lineas  quinque  ducantur 
re  fia  linea  in  datis  angulis  , data  fit  proportio  folidi  parallelepipedi 
reflanguli , quod  tribus  duflis  lineis  continetur  y ad folidum  parallelepipe- 
dum  reflangulum , quod  continetur  reliquis  duabus  data,  quâpiam  lined, 

punflum  pofitione  datam  lineam  continget.  Si  autem  ad fex  , data  (it 
proportio  folidi  tribus  lineis  contenti  ad folidum  , quod  tribus  reliquis  con- 
tinetur s rurfus  punflum  continget  pofitione  datam  lineam.  dguod  fi  ad 
plures  quam  fex  , non  adhuc  habent  dicere  , an  data  fit  proportio  cujufpiam 
contenti  quatuor  lineis  ad  id  quod  reliquis  continetur , quoniam  non  ejl  ali- 
quid  contentum  pluribus  quam  tribus  dimenfionibus. 

Où  je  vous  prie  de  remarquer  en  palTant , que  le  fcrupule  , que 
faifoient  les  Anciens  d’ufer  des  termes  de  l’Arithmetique  en  la  Geo- 
metrie , qui  ne  pouvoit  procéder , que  de  ce  qu’ils  ne  voyoient  pas 
allez  clairement  leur  rapport,  caulbit  beaucoup  d’oblcurité  & d’em- 
barras en  la  façon , dont  ils  s’expliquoient.  Car  Pappus  pourfuiten 
cette  forte. 

Acquiefcunt  autem  his  , qui  paulo  ante  talia  interprétât i funt , ne  que 
unum  aliquo  paflo  çomprehenfibile  fignificantes  quod  his  continetur. 

Licebit  autem  per  conjunflas  proportiones  bac  dicere , demfinflrare 
tmiversè  in  diflisproportionibustatquehis  inhunctnodum.  Si  ab  aliquo 
punflo  ad  pofitione  datas  refias  lineas  ducantur  refia  linea  in  datis  angulis , 
& data fit  proportio  confiai  fl  a ex  ed , quam  habet  una  duel  arum  ad  unam , 
& altéra  ad  alteram , alla  ad  aliam  , & reliqua  ad  datam  lineam , 
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Jîfntfeptem  s Jiverboiïo  , fy  reloua  ad  reliquam  s punElum  contmget 
pojttione  datas  lineas.  Et  Jmùliter  quotcunque fint  impares  vel  pares  mul- 
titudine , c'um  hxc , ut  dixi , loco  ad  quatuor  lineas  re/pondeant  , mllum 
igitur  pofucrunt , ita  ut  linea  nota  fit , fo-c. 

La  queftion  donc  , qui  avoir  été  commencée  à refoudre  par 
Euclide,  & pourfuivie  par  Apollonius , fans  avoir  été  achevée  par' 
perfonne , étoit  telle.  * 

Ayant  trois  ou  quatre  ou  plus  grand  nombre  de  lignes  droites 
données  par  pofition;  premièrement  on  demande  un  point,  duquel 
on  puiffe  tirer  autant  d’autres  lignes  droites  , une  fur  chacune  des 
données , qui  faiTent  avec  elles  des  angles  donnez  , & que  le  rec- 
tangle contenu  en  deux  de  celles,  qui  feront  ainfi  tirées  d’un  même 
point ait  la  proportion  donnée  avec  le  quarré  de  la  troifiéme,  s'il 
n’y  en  a que  trois  ; ou  bien  avec  le  re&angle  des  deux  autres , s’il  y 
en  a quatre  ; ou  bien  s’il  y en  a cinq  , que"  le  parallelepipede  com- 
pofé  de  trois  ait  la  proportion  donnée  avec  le  parallelepipede  com< 
pofé  des  deux  qui  reftent , & d’une  autre  ligne  donnée.  Ou  s’il  y 
en  a fix  , que  le  parallelepipede  compofé  de  trois  ait  la  proportion 
donnée  avec  le  parallelepipede  des  trois  autres.  Ou  s'il  y en  a fept, 
que  ce  qui  fe  produit , lorfqu’on  en  multiplie  quatre  l’âne  par  l’au- 
tre , ait  la  raifon  donnée  avec  ce  qui  fe  produit  par  la  multiplica- 
tion des  trois  autres , & encore  d’une  autre  ligne  donnée.  Ou  s’il 
y en  a huit , que  le  produit  de  la  multiplication  de  quatre  ait  la 
proportion  donnée  avec  le  produit  des  quatre  autres.  Et  ainfi  cette 
queftion  fe  peut  étendre  à tout  autre  nombre  de  lignes. 

Puis  à caufe  qu’il  y a toujours  une  Infinité  de  divers  points , qui 
peuvent  fatisfaire  à ce  qui  eft  ici  demandé  , il  eft  aufti  requis  de 
connoître  , & de  tracer  la  ligne  , dans  laquelle  ils  doivent  tous  fe 
trouver.  Et  Pappus  dit,  que  lorfqu’il  n’y  a que  trois  ou  quatre  lignes 
droites  données , c’eft  en  une  des  trois  Serions  coniques  ; mais  il 
n’entreprend  point  de  la  déterminer , ni  de  la  décrire  ; non  plus 
que  d'expliquer  celles , où  tous  ces  points  fe  doivent  trouver  , lorf- 
que  la  queftion  eft  propofée  en  un  plus  grand  nombre  de  lignes. 
Seulement  il  ajoute  que  les  Anciens  en  avoient  imaginé  une,  qu'ils 
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montroient  y être  utile,  mais  qui  fembloic  la  plus  manifefte  , & 
qui  n’écoit  pas  toutesfois  la  première.  Ce  qui  m’a  donné  occafion 
d’eflayer , n par  la  Méthode  , dont  je  me  (ers , on  peut  aller  auili 
loin  qu’ils  ont  été. 

Après  avoir  expliqué  quelques  endroits  de  cette  Section , j’examinerai  fi, 
lorlque  laqueftion  de  Pappus  ne  fuppofe  que  deux  lignes  données  de  pofi- 
tion  , le  lieu  eft  plan  , ainfi  que  l'allure  Pappus  : Si  guident  igitur  ad  duas 
tantum  , lotus  flanus  aftenfus  eft . 

Article  I. 

Explication. 

i.PApp  us  eft  un  Mathématicien  d’Alexandrie  , qui  vivoit  environ  l’an 
400.  de  l’Ere  chrétienne  , & qui  a compole  huit  Livres  des  Collections 
Mathématiques.  Au  commencement  du  Livre  foptiéme  il  écrit  plufieurs 
chofes  fur  les  lieux  Géométriques  , fur  la  manière  de  les  refoudre  & de  les 
conftruire  j il  rapporte  les  Livres  d'Euclide,  d’Apollonius,  d’Ariftée  , d’E. 
ratofthencs  lùr  cette  matière.  C’eft  dans  ce  qu’il  dit  liir  les  Sections  coni- 
ques d’Apollonius  , que  l'on  trouve  les  choies  que  M.  Descarte  s 
en  cite  ici. 

a.  M.  Descartes  en  donnant  d’abord  la  refolution  du  Problème  de 
Pappus , prétend  commencer  là  Geometrie  par  l’endroit , où  les  Anciens 
*to„  j.  & lcs  Modernes  avoient  fini  la  leur.  Car  il  allure  dans  * une  de  lès  Lettres, 
lui.  7».  que  non  feulement  tous  les  Geomctres  jufquesà  Pappus  n’avoient  pû  refou- 
dre  ce  fameux  Problème  , ainfi  que  cet  Auteur  l’afiurej  mais  encore  qu’au- 
m. 1 cun  depuis  Pappus  ne  l’avoit  fçû  trouver,  puifque  aucun  n’en  a écrit,  quoi- 
que les  plus  habiles  des  Modernes  l’ayent  cherché. 
lom  L’on  lit  encore  dans  une  **  autre  Lettre  de  M.  Descartes  écrite 
».  Ltu.  quatre  ans  avant  que  fa  Geometrie  fut  imprimée  , qu’il  n’avoit  travaillé  que 
n *u  p.  cjncj  ou  femaines  à la  folution  qu’il  donne  de  cette  queftion. 
w.  3 . Dans  ces  termes  de  Pappus  : Punctum  datam  coni  Sectionem  continget, 

punlhtm  continget  pcfttione  datam  lineam  , le  mot  continget , lignifie  le  même 

Îiue  eft  , invenitur  in  coni  Seclione  , in  lineâ  data.  Ces  lignes  s’appellent 
ieux  j lieux  Iblidcs  , lorlqu’elles  lont  une  des  trois  Sections  coniques  j 
lieux  plans , lorfqu’ellcs  lont  une  ligne  droite  ou  un  cercle.  La  ligne  cher- 
chée eft  appel  léc  donnée  : ce  que  Papous  fait  en  plufieurs  autres  endroits 
de  fes  Collections , où  il  appelle  donne  ou  connu  , ce  qui  fc  trouve  par  les 
chofes  , qui  font  données. 

Proportio  conjuncla  eft  la  même  chofe  que  ratio  compoftta.  Dcf.5.  L.foEucI. 
Les  parallélogrammes  équiangles  font  23.  6.  Eucl.  en  raifon  compoftc  de 

la  • 
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la  raifon  de  leurs  cotez  , c’eft-à-dirc , que  la  raifon  d’un  parallélogramme 
à un  autre  s’exprime  par  le  produit  , qui  fè  fait , lorf'qu’on  multiplie  en- 
tr’eux  les  expofans  de  la  raifon , que  chaque  côte  d’un  parallélogramme  a 
avec  chaque  côté  de  l’autre  , foient  deux  parallélogrammes  équianglcs  bc , 
fg  ; que  la  raifon  du  côté  b — 6 au.  côté  f—  3 foit  double  , 8c  Ion  expo- 
fânt 2 ; la  raifon  du  côté  c = 12  au  cote,  g =4  triple  , 8c  fon  expofânt  3 j 
le  produit  de  l’cxpofânt  2 par  l’expo  fànt  3 eft  6 , qui  exprime  la  raifon  du  ' 
premier  parallélogramme  cb  = 72  au  fécorid/j  — 12  : en  effet  y 2 
contient  6 fois  12. 

Le  même  fe  trouve  dans  les  parallélépipèdes  rectangles.  Soient  les  paral- 
lélépipèdes rectangles  abc  , de  f s que  la  raifon  du  côté/»  = / au  côté  d 
= 3 Joit  fouftriple  , 8c  fon  cxpolànt  7 -,  la  raifon  du  côté,  b — 4 au  côté  e 
= 2 double  , 8c  fon  expofint  2 -,  la  raifon  du  côté  c = 4 au  côté  f=  S 
foûdouble  8c  fon  expofint  7 ; le  produit  de  la  multiplication  des  trois 
expofans  ~ , 2 , j , eft  f qui  exprime  la  raifon  du  premier  folide  abc  = 
16  au  fécond  def  — 4S  : en  effet  16  eft  un  tiers  de  4S. 

Que  l’on  expofc  les  quantitez  a = 2 , b = 3,c=s,d  = <r,  dont 
le  produit  abcd  = / S 0 , 8c  les  quantitez  e = 4,f=Pi  g=ro,  h = 
12  , dont  le  produit  efg  h = 4320  : la  raifon  du  premier  produit  au 
fécond  eft  comme  / à 24 , la  même  , que  la  raifon  compofee  de  la  raifon 
des  cotez  5 car  la  raifon  de  /»  = a à e — 4 eft  foûdouble  , 8c  fon  expo- 
fànt  7 ; la  raifon  Ac  b = 3 à /=  9 eft  foûtriple  , 8c  fon  expofânt  j ; la 
raifon  de  c — s à g = / 0 eft  foûdouble , 8c  fon  expofânt  7 ; la  raifon  de 
à — 6 ah  — 12  eft  encore  foûdouble  , 8c  fon  expofânt  7 . Multiplions 
entr’eux  les  cxpofâns  7 , 7 , 7 , 7 ; le  produit  eft  77 , qui  fîgnific  que  le 
premier  produit  abcd  eft  une  vingt-quatrième  du  fécond  produit  efgh, 
ou  que  abcd  eft  contenu  vingt-quatre  fois  dans  tfgh. 

Et  comme  la  proportion  de  chaque  côté  d’un  produit  à chaque  côté  de 
l’autre  peut  varier  de  toutes  façons  : il  fuit , que  les  produits  peuvent  avoir 
telle  proportion  donnée  , que  l’on  voudra.  Ainfi  c’eft  la  meme  chofo  de 
dire  avec  M.  Descartes,  que  le  produit  abcd  de  la  multiplication 
des  quatre  premières  lignes  ait  la  proportion  donnée  avec  le  produit  efg  b 
des  quatre  autres  ; ou  de  dire  avec  Pappus , fi  l’on  donne  la  raifon  compo- 
sée des  raifons  de  a à e , de  b à f,  de  c à g , de  d à h t Et  data  fit  propor~ 
tio  conjuntfa  ex  ed  , cjuam  habet  una  duel  arum  ad  unam  , (fi  altéra  ad  altérant, 
(fi  alia  ad  aliam  , (fi  reliqua  ad  reliquam. 

4.  Ces  nombres  1.  2.  4.  S.  16 . 32.  64.  8cc.  font  en  progreflîon  Géomé- 
trique continue.  Le  fécond  eft  la  racine  , ou  une  grandeur  d'une  dimen- 
fion  , exprimée  Algébriquement  par  une  lettre  b j le  troifiéme  eft  le 

Suarré  du  fécond  , 8c  une  grandeur  de  deux  dimenfions  , exprimée  par 
b ; le  quatrième  eft  le  cube  du  fécond  , 8c  une  grandeur  de  trois  dimen- 
fions , b * i le  cinquième  eft  le  quarré  de  quatre  du  fécond  , 8c  une  grau- 
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deur  de  quatre  dimeniïons  , b*  j le  fixiéme  eft  le  premier  furfolide  du 
fécond  , fie  une  grandeur  de  cinq  dimeniïons  , b ' j le  foptiéme  le  quarré 
cube  du  fécond  , fie  une  grandeur  de  iîx  dimenfions , b"  Sec.  Dans  l’A- 
rithmetique  l’on  peut  donc  avoir  des  grandeurs  de  toute  forte  de  dimenfions 
ou  degrez  à l’infini , pareeque  la  progrelfion  Géométrique  croiflàntc  peut 
toujours  augmenter.  Mais  la  Géométrie  ordinaire  ne  peut  reconnoître  que 
trois  cipcccs  de  quantitez  ; la  première  eft  la  ligne  , qui  fo  produit  par  le 
mouvement  du  point  ; la  fécondé  eft  la  furface  , qui  fo  produit  de  la 
multipl  ication  d’une  ligne  par  une  autre  ligne , ou  par  le  mouvement  d’une 
ligne  fur  une  autre  j la  troifiéme  eft  le  fol ide  , qui  fo  produit  de  la  multi- 
plication d’une  ligne  par  une  furface  , ou  par  le  mouvement  d’une  furface 
le  long  d’une  ligne.  L’on  ne  trouve  donc  ici  , que  des  quantitez  de  trois 
dimenfions , la  ligne  qui  en  a une  , la  longueur  ; la  iurfacc , qui  en  a 
deux  , la  longueur  6c  la  largeur  j le  folidc  , qui  en  a trois , la  longueur, 
la  largeur  , fie  la  profondeur.  C’cft  pourquoi  Pappus  regarde  avec  les 
Anciens  un  produit  de  quatre  , cinq  , ficc.  dimenfions  , comme  quelque 
chofo  d’inintelligible  : Non  adhuc  habent  dicere  , an  data  fit  proportio  cttjufpiam 
content i quatuor  litieis  ad  id  quod  reliquis  continctur  , quoniam  non  eft  aliquid  con- 
tenturn  pluribus  quant  tribus  dimenfionibus.  Acquicfiunt  autan  his  , qui  paulo 
ante  talia  interpretati  funt  ; neque  unum  aliquo  pacio  comprehenfibile fignificnntes, 
quod  his  continctur.  Mais  la  Geometrie  de  M.  Dhscartes  qui  exprime 
ordinairement  tout  par  des  lignes , fournit  dans  le  produit  de  là  multiplica- 
tion de  lignes , des  grandeurs  de  toutes  fortes  de  dimenfions.  L’on  y voit 
des  lignes  , qui  font  des  quarrez , ou  qui  ont  deux  dimenfions  ; deslignes, 
qui  font  des  cubes , ou  font  de  trois  dimenfions  ; des  lignes , qui  font  des 
quarrez  de  quarrez  , ou  qui  montent  au  quatrième  degre  , à quatre 
dimenfions  ; ficc. 

Et  quiconque  fçait  , en  quoi  confifte  la  multiplication  des  lignes , dont 
il  a été  parlé  , Part.  i.  Scét.  i.  Art.  i.  n.  2.  comprend  aifoment , ce  que 
veut  dire  dans  cette  Geometrie  im  quarré  de  quarré , ou  une  grandeur  de 
quatre  dimenfions } un  quarré  de  cube , ou  une  quantité  du  fixiéme  degré  ; 
ècc.  Et  voilà  pourquoi  M.  Descartes  a dit,  Part.  i.  SeéL  2.  qu’il  ne 
craindra  pas  d’introduire  les  termes  d’ Arithmétique  dans  la  Geometrie, 
afin  de  fo  rendre  plus  intelligible. 

5 . Les  Problèmes  indeterminez  ne  font  entièrement  conftruits , qu’apres 
que  l’on  a fait  deux  choies  : la  première  , c’cft  de  trouver  un  point , d’où 
l’on  puiilè  tirer  les  lignes  , qui  fatisfont  à la  queftion  ; la  fcconde  , e’cftquc, 
comme  il  y a une  infinité  de  points  , d’où  l’on  peut  tirer  les  lignes  , que  le 
Problème  demande  ; il  faut  déterminer  Sc  décrire  la  ligne  droite  ou  cour- 
be , que  tous  ces  points  compofont , fie  dans  laquelle  ils  fo  trouvent.  En  un 
mot  l’on  doit  trouver  le  lieu  Géométrique  cherché.  C’eil  principalement 
en  cela  que  M.  Descartes  l’emporte  dans  la  reioiution , qu’il  donne 
au  Problème  de  Pappus , fur  tous  les  Geomctres , qui  l’ont  précédé. 
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Si  le  lieu  ejl  plan  , lorfque  les  lignes  données  dans  le  "Problème  de  Pappusf 

ne  font  que  deux. 

L A qucftion  de  Pappus  fuppofe  un  Théorème  de  Trigonométrie  , que  je 
vais  démontrer  , avant  que  d’examiner  les  cas  , où  il  y a deux  lignes  don- 
nées dans  cette  fàmeule  queftion.  Je  parle  ici  de  ces  cas  , pareeque 
M.  Descartes  n’en  dit  mot  dans  là  Gcometrie  j Sc  pareeque  étant 
faciles  , ils  difpofent  à la  folution  , que  l’on  trouvera  des  autres  cas  dans  la 
fuite.  Au  refte  j’ai  refolu  avec  ce  fcul  Théorème  tous  ccJx  de  ces  Commen- 
taires , qui  dépendent  de  la  Trigonométrie  -,  ceux  même  qu’elle  refout 
d’une  autre  maniéré. 

Theorcme  de  Trigonométrie. 

Dans  tout  triangle  rectiligne  les  cotez  font  proportioncls  aux  finus  de 
leurs  angles  oppofoz. 

Déf.  Le  finus  droit , ou  le  finus  Fig.  3 i . de  l’arc  E B , ou  de  l’angle 
ECB , c’cft  la  droite  EG  tirée  d’une  des  extrêmitez  E de  cet  arc  perpendi- 
eulairement  fur  le  diamètre  C B , qui  palfo  par  l’autre  extrémité  B du 
même  arc  E B. 

La  même  ligne  droite  E G eft  le  finus  de  l’arc  EDA  , ou  de  l’angle 
ACE  parcequ’elle  eft  tirée  d’une  des  extrêmitez  E de  cet  arc  perpendicu- 
lairement fur  le  diamètre  AC  B , qui  pafle  par  l’autre  extrémité  A du  meme 
arc  EDA.  De  forte  que  les  deux  arcs  E B , EDA , qui  font  enfomble  le 
demi-cercle  BD  A ont  le  même  finus  E G. 

Appliquez  cette  définition  aux  quarts  de  cercle  DB  , D A ; vous  verrez 
que  le  rayon  DC  cft  leur  finus  , que  l’on  appelle  finus  total  : de  forte  que 
le  rayon  d’un  cercle  cft  le  finus  de  l’angle  droit. 

Dém.  1.  Dans  un  triangle  rectangle  AC  B . Fig.  3 z.  Du  point  D milieu 
de  la  bafe  AB , & de  l’intcrvale  D A , décrivez  un  cercle , qui  31.3.  Eucl.  Fia.ji. 
paflèra  par  le  fommet  C de  l’angle  droit.  Du  meme  centre  D tirez  for  les 
autres  côtcz  les  perpendiculaires  DEF , DG  H,  qui  3.3.  Eucl.  diviforont 
les  cotez  en  deux  parties  égales  : de  forte  que  4.  1 . Eucl.  les  triangles 
DEA  , DEC  feront  égaux  , auffi  bien  que  les  triangles  DGC , DG  B -, 
c’cft  pourquoi  les  angles  A DF,  CD  F Scieurs  arcs  AF  , FC  font  égaux, 
comme  auffi  les  angles  CDH  BDH  Sc  lcursarcsCH,  BH.  Maintenant 
par  la  dcf.  du  finus  , A D moitié  de  la  bafo  AB  eft  le  finus  de  fon  angle 
oppofé  AC  B ,qui  cft  droit  j AE  moitié  du  côté  A G eft  le  finus  de  l’angle 
ADF , qui  étant  la  moitié  de  l’angle  A D C au  centre,  eft  égal  10.3  . Eucl. 
à l’angle  ABC  à la  circonférence  : ainfi  ^E  cft  finus  de  l’angle  ABC 
oppofe  au  côté  A C.  L’on  prouvera  de  même  > que  G C moitié  du  côté  BC 
cft  le  finus  de  l’angle  BAC  oppofe  au  côté  B C.  Or  comme  la  bafo  AB 
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cft:  au  cote  A C ; ainlï  A D moitié  de  la  baie  6c  linus  de  l’angle  droit  AC  B 
à qui  il  cft oppofé  , cil  à A E moitié  du  côté  AC  oppofé  à l’angle  ABC , 
6c  linus  de  cet  angle.  Et  comme  AC  cft  à C B ; de  même  A E moitié  de 
AC  cft  à GC  moitié  du  côté  CB  oppofé  à l’angle  CAB  : donc  les  cotez 
font  proportionels  aux  linus  de  leurs  angles  oppoléz  dans  un  triangle 
jcdanglc. 

2 . Dans  un  triangle  acutangle  A B C Fig.  3 5 . /oit  décrit  un  cercle  autour 
du  triangle  5 . 4.  Eucl.  6c  du  centre  F abbaillez  des  perpendiculaires  fur  les 
cotez.  Comme  auparavant  l’on  fera  voir  , que  les  cotez  6c  les  arcs  font 
divilcz  en  deux  paitics  égales  ; que  les  angles  AF  G , BFG , BFH , CFH, 
AFL  , C FL  lont  égaux  ; que  AD  eft  le  linus  de  l’angle  oppofé  AC  B, 
B E le  linus  de  l’angle  oppolé  BAC , C K le  linus  de  l’angle  oppofé  CB  A. 
Enfin  l'on  conclura  ainfi  , comme  le  côté  A B eft  au  côte  B C -,  de  même 
A D moitié  de  AB  6c  linus  de  l’angle  oppofé  AC  B eft  à BE  moitié  de 
B C 6c  linus  de  l’angle  oppolé  BAC . Et  comme  B C cft  à CA  ; de  même 
BE  eft  à CK  moitié  du  côté  AC  linus  de  l’angle  oppolé  ABC  : donc 
les  côtez  font  proportionels  aux  linus  de  leurs  angles  oppofez  dans  un 
triangle  acutangle. 

3.  Dans  un  triangle  obtulànglc  ABC  Fig.  34.  foit  aulfi  décrit  un  cer- 
cle autour  du  triangle;  du  centre  D tirez  fur  les  cotez  les  perpendiculaires 
DF , DL  , DH , qui  diviléront  les  côtez  6c  les  arcs  en  deux  parties  éga- 
les ; tirez  encore  les  rayons  DA,DB,  DC  -,  6c  les  lignes  , AI , CI.  La 
ligne  AE  eft  le  linus  de  l’angle  ADF , égal  10.  3.  Eucl.  à l’angle  BC  A 
oppolé  au  côté  B A ; la  ligne  B G cft  le  linus  de  l’angle  BD  H égal  à l’an- 
gle BAC  oppofé  au  côté  BC  la  ligne  A K cft  le  linus  de  l’angle  A DL 
égal  à l’angle  A IC  : mais  21.3.  Eucl.  les  angles  A IC , ABC  lont  égaux 
à deux  droits  , 6c  leur  mefure  totale  cft  un  demicercle  : donc  def.  du 
linus , ils  ont  le  même  linus  A K , 6c  l’angle  obtus  ABC  a pour  linus  la 
ligne  A K moitié  du  côté  A C oppolé  à l’angle  ABC.  Enfin  comme  A B 
cft  à BC  : de  même  A E moitié  de  A B , 6c  linus  de  l’angle  AC  B cft  à 
B G moitié  du  côté  BC  , 6c  linus  de  l'angle  BAC , auquel  le  côté  B C cft 
oppolé.  Et  comme  B C eft  à C A : de  même  B G eft  à AK  moitié  du 
coté  A C Zi  finus  de  l’angle  ABC  auquel  le  côté  AC  cft  oppofé.  Donc 
les  côtez  font  proportionels  aux  finus  de  leurs  angles  oppoléz  dans  un  trian- 
gle obtufanglc.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Dans  les  trois  cas  on  auroit  pu  dire  , comme  un  côté  cft  à là  moitié, 
qui  cft  le  (inus  de  l’angle  oppofé  : de  meme  un  autre  côté  cft  à 1a  moitié 
finus  de  l’angle  oppolé. 

P R O B L E M E. 

ri(.  j 5 D Eux  lignes  AB  , A D Fig.  3 3.  étant  données  de  pofition , ( elles  lé  cou- 
pent perpendiculairement  ; ) l’on  demande  un  point  C , duquel  on  puillè 
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tirer  les  deux  lignes  CB  , C D -,  CB  fur  B A faifmt  avec  elle  l’angle  don-  Fis -jj. 
né  CB  F de  Co.  degrez;  C D perpendiculaire  fur  AD.  De  plus  on  de- 
mande , 8c  ceci  peut  Ce  propoîèr  de  differentes  manières  : ou  1 . que  le 
rectangle  fous  C B 8c  une  donnée  m , foit  égal  au  rectangle  fous  CD,  & une 
autre  donnée  ».  oui.  que  le  quarré  de  CB  foit  égal  au  quarré  de  C D . 
ou  3.  que  le  quarré  de  CB  foit  égal  au  rectangle  fous  C D 8c  une  donnée 
m . ou  4.  que  le  rectangle  fous  CB  8c  CD  foit  égal  au  rectangle  des  don- 
nées m , n . Commençons  par  le  calcul  qui  eft  commun  aux  quatre  cas. 

1.  Je  fuppofe  la  chofè  faite  -,  8c  après  avoir  produit  la  ligne  CB,  jufe 
qu’à  ce  qu'elle  coupe  la  ligne  A D en  E ; je  nomme  CB  , y,  AB  , x -. 

Après  cela  je  confiderc  le  triangle  ABE  , dont  je  connois  tous  les  angles. 

Car  l’angle  E AB  cil  droit  par  la  fupp.  l’angle  ABE  cft  égal  à l’angle  C B F 
donné  de  60.  dcg.  L’angle  AE  B cft  de  30.  degrez.  Le  finus  total  , ou  de 
l’angle  droit  E AB  cft  i o oo oo  , le  finus  de  l’angle  AEB  de  30.  deg.  eft 
soooo  , le  premier  eft  au  fécond , comme  2 — c à 1 = z.  L’on  peut  mettre 
la  raifon  de  c à z , ou  de  sàc  pour  la  raiion  des  finus.  z comme  voue  le 
voyez  , repre fente  ici  une  grandeur  connue. 

Le  Theorême  de  Trigonométrie  donne  cette  analogie.  Comme  le  finus 
de  l’angle  AEB  eft  au  finus  total  de  l’angle  EAB,  ou  comme  z eft  à c : 
de  même  le  côté  AB  , x cft  au  côté  BE  , Et  CE  = CB  ■+■  BE  , y 

j ex + 

• Enfuite  je  viens  au  triangle  CDE  , dont  je  connois  aufli  tous  les  angles; 
car  CDE  eft  droit  fupp.  CED  vient  d’être  connu  de  30.  degrez.  Donc 
auffi  par  le  Théorème  comme  le  finus  total  de  l’angle  CDE  eft  au  finus  de 
l’angle  C ED , ou  comme  c à * : de  même  CE  , + ex  eft  à CD , ~y^~ rr. 

Voilà  ce  qu’il  y a de  commun  pour  tous  les  cas. 

z.  L’on  demande  en  premier  lieu  que  le  rectangle  fous  C B , 8c  une  don- 
née m foit  égal  au  rectangle  fous  C D 8c  une  autre  donnée  » : c’eft-à-dire, 
my  = - . & cm  y = nzy  •+•  eux  , cmy  — nzy  = c»x  ; y = 

ixïH'nz’  Subftituons  les  valeurs  de  c 8c  de  z , nous  aurons  y • 

lieu  à la  ligne  droite. 

Pour  la  conftruction  , fur  AB  je  coupe  A F — 2 m — »,  du  point  Fje 
tire  la  ligne  FG  = 2 n , de  forte  que  l’angle  GFK  foit  de 60.  degrez;  par 
les  points  G,  A je  mene  l’infinie  GA , qui  eft  le  lieu  cherché. 

Dém.  Dans  l’angle  DAF  je  choifis  le  point  C , je  mené  CB  parallèle  à 
GF,  8c  CD  perpendiculaire  fur  A D*  Je  nomme  À B , x ; CB  ,y.  A caufê 
des  parallèles  C B , G F,  les  triangles  AC  B , AGF  font  équiangles.  Donc 

AF , 2 v% n : FG  , 2 n ; : AB  , x : BC , y . 2jny  — ny  ■==.  2tix  , y = 

Dans  l’angle  II AE , du  point  c pris  à volonté  je  mene  cb  paral- 
lèle à GF,  8c  cd  perpendiculaire  fur  AD.  Etparceque  les  ■+■  x ont  été  pris 
fur  AK  en  allant  de  A vers  K , les  A b pris  de  l’autre  côté  , en  allant  de 
A vers  H feront  — x ; les  C B font  ~\-y  étant  pris  d’un  côté  de  la  ligne  A B, , 
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r io  3;,  les  c b pris  de  l'autre  côté  dans  l’angle  HAE  feront  — 7 — f Les 
triangles  AGF,  Acb  iùnt  encore  équiangles  A F,  2 m — n:  F G , 2n:: 
Ab  y — x : cb  , — 7.  — 2 m y -+-nyz=z-—  2nx  5 2my  — ny—  2ttx:  y 
= Donc  l’on  trouve  l’équation  cherchée  dans  tous  les  points  de  la 

1? a r*  a t , i 


ligne  infinie  A G 
Ce  qu’il , &c. 


excepté  au  point  A , où  les  x & les  y commencent. 


. L’on  demande  en  lècond  lieu,  que  le  quarré  de  C B (oit  égal  au  quarré 
CD  y c’eft- à-dire  ,yy  = eejjl_  ZZy‘y  _ 2CZyx 


3 

de  CD 

= ccxx.yy  — = 7T=±Z 

nous  aurons  y y 

trayons  la  racine  quarrée  y 
er*.  _ c,\—  ■ où  mettant  pour 


Mettons  de  chaque  côté  , * 

1 C — 2 CC  Z. 


— 2 C CX.  Z.  ■+■  X.  m 
C*-X  ^ 


c.*  — irez. x 


“ — ’ C*  — 2 (fii  + 1 

c &c  z leur  valeur 


» y = 


te  XX 

- tc*  _ • 
" CC  — XX  9 

2X  . lieu 


* y y 
«■  ■+■ 

cx- 


J = 
à la 


ligne  droite. 

La  conftruclion  Ce  fera  ainfi.  Fig.  3 y.  fôient  prilcs  AF—  cc  — *r. — y i 
FG  = cc  ■+■  cz  = 6 ; que  l’angle  GFK  foit  de  60.  degrez.  L’infinie  GA 
cft  le  lieu  cherché.  Nommons  AB,  x -,  B C , y , qui  cft  parallèle  à F G ; 
Ab  y — x i cb  y — y. 

Dém.  Dans  les  triangles  équiangles  AFG , ABC;  AF,  cc — zz  : 
cz.  : ; AB  , x : BC  , y . &c  ccy  — 227  = ccx  -+-  czx  ÿ y — 
Dans  les  triangles  équiangles  A F G , Abc  ; AF  , cc  — zz  ; 
cz  ::  Ab  , — x : bc  , — y . &c  — ccy  ■+■  zzy  =.  — ccx  -*■ 


FG  , cc  -t 

CCX  -f-  czx 
CC  — X*  • 

FG , cc  -+ 


ccx  +■  czx 


czx  ; ccy  — zzy  = ccx  -h  czx  ; y = —cc~ 


Ce  qu’il , &c. 


4.  L’on  demande  en  troifiéme  lieu , que  le  quarré  de  CB  foit  égal  au 
reclanglc  de  CD  Se  d’une  ligne  connue  m , c’eft  à dire 77  = - -L* cmx  — 
^7  mx  . yy  — ~ y — mx.  Prenons  y — Y~  = VyV-h— =y. 


mx  . y y — ^ y — mx.  Prenons  y — ~ = v , v -h  ~ x=:  y , 
Subftituons  pour  yy  fa  valeur  w — , & pour  — ^ 7 fà 
valeur  — s42f  — s la  réduite  fera  w ■ *mm  *-*  ■ 


mx  i VV  : 


Il  O.  3 C. 


« art  4 cc  4-CC 

mx  , & fubftituant  pour  c , & pour  m qui  font  égales  & pour  z leur 
valeur  , w = ^ -+-  2 x . lieu  à la  parabole. 

Sa  conftruclion  fera  telle  Fig.  36.  fur  BC  coupez  B H = ^Jr  > & l’on 
aura  CH  =CB  — B H , y — z=v.  Par  le  point  H menez  FH  paral- 
lèle à AB  , fur  F H prenez  F G = yff . Enfin  fur  le  diamètre  G H décrivez 
une  parabole  dont  le  point  G cft  le  (omrnet , CH  une  appliquée  , la  quan- 
tité m le  paramètre.  La  parabole  décrite  CGc  eft  le  lieu  cherché. 

Dém.  A caufedes  parallèles  AB  , FH  , les  triangles  EAB , EFH font 
équiangles.  EB  , n.  1.  : AB , x : : EH  = E B + BH,r-£  + FH, 
x ■+■  T77*  Et  GH  = FH — FG , x -+■  ”Lïf  = x -h  ^^Mainte- 

nant par  la  nature  de  la  parabole  , le  paramétré  m X GH  = eff  , mx 
— — w.  Mettez  pour  w là  valeur  , mxA-—^ =77 — — ï 


mmn.  . nu ™ y 

^rr  > yy  — — m X’ 


Au  point  c , cB  = — 7 , cH=  r B -+-  BH , — 7 ~ = — v.  Et 
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par  la  nature  de  la  parabole  l’on  aura  encore  le  paramétré  m xG  H = ch \ 
mx  m™yr  — vv  » ftui  ^ réduit] , comme  auparavant  à y y — — 

mx.  Il  cft  aifé  de  montrer,' que  cette  derniere  équation  fe  trouve  dans 
tous  les  points  de  la  parabole  CGc  , 8t  qu’ainfi  elle  eft  le  lieu  cherché, 
qu’il , ficc. 

j.  L’on  demande  en  quatrième  lieu  que  le  reéiangle  fous  CB  te  CD 
it  égal  à un  rectangle  fous  les  données  m = 2 , » = / ,,  c’eft-à-dire, 
= mn  . zyy  -h  cxy—cmn  , yy  -4-  c-ÿ!  ='-£*.  Si  l’on  fait  y 

v — VI  = y > & <]uc  l’ott  fubftituë  pour  y y fa  valeur  vv 

V , fie  pour  ■+-  VF  fa  valeur  -+-  , la  réduite  fera  vv 

VF  » multipliez  par  4~z , divifèz  par c c j 


foit 

lyy 


• rz.  y 


'S-  = V , 

2 Z.  > 

c x v . c ex  x 
x, 

ccxx 

fi* 
fit^  V 


cm n 
x. 


VV 


ce 
VV  - 


— x x -b  fie  fubftituant  la  valeur  des  lettres  x , m , 


XX  • 


* . ou  x * = vv  — 4 ; étant  u =y  jf  = ^ 

Voici  fà  conftruciion  Fig.  37.  Il  faut  fur  CE  , prendre  RH—t-Z  — x ; 
par  les  points  A , H tirer  l’infinie  AH  -,  le  triangle  A B H cft:  équilatéral 
8c  le  coté  AH=  x , pareeque  A B =z  B H , x ; donc  les  angles  BAH , 
BHA  font  égaux  8c  de  60.  degrez , l’angle  ^45  H étant  fupp.  de  60.  deg. 
Enfuite  par  le  point  A l’on  doit  mener  l’infinie  AF  parallèle  à CH , cou- 
per AG  ■=.  AL  =m  = 2 , 8c  décrire  l’hyperbole  équilatere  cGC  y 
dont  le  fbmmet  eft  G , les  appliquées  C F parallèles  à A H , le  diamètre 
déterminé  LG  , le  centre  A.  Je  dis  qu’elle  eft  le  lieu  cherché. 

Dém.  Conftr.  AHCF  eft  un  parallélogramme  , donc  CF— AH,  x -, 
AF=zCH=CB-hBH,  y ■+■  x = v ; LF  —,L  A -t-  AF  , 2 ■+■  y ■+. 
x = 2-\-u.GF=AF  — AG  , v — 2 . Or  par  la  nature  de  l’hyper- 
bole équilatere  CF*  = LF  x GF  , xx  = vv  — 4.  De  même  fi  l’on 
tire  ch  parallèle  à AF  , dans  le  parallélogramme  AF  ch  , l’on  a ch  = 
AF , v s cF  — Ah  , — x , ce  qui  donnera  la  même  équation  5 dans 


laquelle  li  pour  4 , l’on  fubftituc  j pour  vv , 77  -+-  c-~£  , fie 

que  l’on  multiplie  cette  valeur  de  vv  par  VF  = / pareeque  multi- 
plioit  vv  , l’on  formera  l’équation  xx  = ^ H-  +xr  — ±!nJL~  ~ 

UfU  h_  j fie  fi  l’on  divife  par  ^ , l’on  fait  yy+A  — 

c-~  , qui  eft  l’équation  à conftruire.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

6.  Vous  voyez  que  le  Problème  de  Pappus  , lorfqu’il  eft  propofe  d'une 
certaine  manière , eft  un  lieu  plan  , comme  n.  1.  8c  3.  ou  que  c’eft  un  lieu 
à la  ligne  droite  : 8c  que  lorfqu’il  eft  propofé  d’une  autre  maniéré  , il  eft  un 
lieu  folide  , c’cft-à-dire  , un  lieu  à une  Section  conique  , comme  n.  4. 
c’eft  un  lieu  à la  parabole  ; 8c  n.  j.  c’eft  un  lieu  à l’hvperbole. 

Dans  tous  les  cas  , que  l’on  vient  d’examiner  , l’on  a mis  une  propor- 
tion conftante  8c  déterminée  entre  les  quarrez  fie  les  rectangles  : mais  ft 
l’on  mettoit  une  proportion  indéterminée  , les  lieux  monteraient  à des 
degrez  plus  élevez.  Comme  fin.  3.  l’on  demandoit  que  le  quarré  de  CB 
fût  au  quarré  de  C D , comme  x cft  à y > l’on  aujoit  l’équation  y * 

Z.X.  xy  y ■+■  ifmy  + m1 


Fic.j  s. 


Tic.  j?. 
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SECTION  II. 

Rcponfe  à U jQueJiion  de  Pappus. 

• 

M.  Descartes  rapporte  ici  en  peu  de  mots  la  folution  entière 
qu’il  a trouvé  de  la  queftion  de  Pappus , en  quelque  nombre  de 
lignes  qu’elle  foie  propofée  , & quelque  poficion  qu’ayent  ces  lignes. 

En  premier  lieu  il  die , comment  on  peut  trouver  tous  les  points  , qui 
donnent  la  folution  d’un  Problème  indéterminé  j en  fécond  lieu  il  déter- 
mine la  ligne  , où  tous  ces  points  fc  trouvent.  Mais , parce  qu’on  verra 
ailleurs  les  raifons  & les  exemples  de  ce  qu’il  avance  ici , je  renverrai  à ces 
endroits  là  l’explication  de  cette  Section.  Les  points  cherchez  fc  trouvent 
de  cette  manière. 

M.  Descartes. 


R Et  premièrement  j’ai  trouvé  que  cette  queftion  n étant  propofec 
fi  à u qu’en  trois,  ou  quatre,  ou  cinq  lignes  , on  peut  toujours  trouver  les 
points  cherchez  par  la  Geometrie  fimple , c’eft-àdire  , en  ne  le 
fH!‘  1er  van  t que  de  la  Réglé  & du  Compas  , ni  ne  faifant  autre  chofe 

que  ce  qui  a déjà  été  dit. 

La  raifondc  ceci  fc  trouvera  Scct.  4.  & y.  Art.  1.  n.  3.4.  Les  exemples 
L.  i.Part.  z.  Sect.  z.  Art.  3.  4.  5.  6.  7.  8. 

Excepté  feulement  lorfqu’il  y a cinq  lignes  données , fi  elles  font 
toutes  parallèles.  Auquel  cas , comme  aufli  lorfque  la  queftion  eft 
propoléc  en  fix  , ou  7.  ou  8.  ou  9.  lignes , on  peut  toujours  trouver 
les  points  cherchez  par  la  Geometrie  des  folides  , c’eft-à-dire  , en 
y employant  quelqu’une  des  trois  Seétions  Coniques. 

La  rai  ion  en  eft  rapportée  , Scct.  4.  5c  j.  n.  y.  6.  7.  8.9.  10.  Les  exem- 
ples font  L.  3.  Part.  4.  Scct.  4.  Art.  2. 

Excepté  leulement  lorlqu’il  y a neuf  lignes  données  , li  elles 
font  toutes  parallèles.  Auquel  cas  derechef , & encore  en  10,  n, 
1 i,ou  1 3 lignes , on  peut  trouver  les  points  cherchez  par  le  moyen 
d’une  ligne  -courbe  , qui  foit  d’un  degré  plus  compoiée  que  les 
Scéttons  Coniques. 

Vous  en  trouverez  la  radon  , Scct.  4.  & y.  n.  1 z.  1 3.  14. 

Excepte  en  treize  , fi  elles  font  toutes  parallèles  , auquel  cas , & 
en  quatorze  , \j  , 1 6 , &c  1 7.  il  y faudra  employer  une  ligne 

courbe 
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courte  encore  d'un  degré  plus  compofée  que  la  precedente,  & ainfi 
à l’infini. 

Voyez-cn  la raifon  , Scd.4.  & y.  n.  ly. 

Voici  quelles  font  les  lignes  , dans  le  (quelles  tous  les  points,  qui  fatisfont 
à ce  qui  eft  propofé  , fe  trouvent.  Voyez  L.  z.  Part.  z.  Sccl.  i. 

Puis  j’ai  trouvé  aulTi  , que  lorfqu’il  n’y  ai  que  trois  ou  quatre 
lignes  données  , les  points  cherchez  fe  rencontrent  tous  non  feule- 
ment en. l’une  des  trois  Serions  Coniques , mais  quelquefois  aufli 
en  la  circonférence  d’un  cercle  , ou  en  une  ligne  droite. 

Les  exemples foront  en  grand  nombre  , L.  z.  Part.  z.  SecL  z. 

Et  que  lorfqu’il  y en  a cinq , ou  fix  3 ou  fept , ou  huit  ; tous  ces 
points  fe  rencontrent  en  quelqu’une  des  lignes  , qui  (ont  d’un  de- 
gré plus  compofées  > que  les  Sections  Coniques , & il  eft  impolfible 
d’en  imaginer  aucune  > qui  ne  foit  utile  à cette  queftion. 

Voyez  L.  1.  Part.  z.  Sect.  3.  Art.  1.  z.  L.  3.  Part.  4.  Sed.  4.  Art.  z. 

Mais  ils  peuvent  aufii  derechef  fe  rencontrer  en  une  Seétion 
Conique  , ou  en  un  cercle  , ou  en  une  ligne  droite. 

Voyez  L.  z.  Part.  z.  Sect.  3.  Art.  4. 

Et  s’il  y en  a neuf,  ou  1 o , ou  1 1 , ou  1 1 , ces  points  fe  ren- 
contrent en  une  ligne  , qui  ne  peut  être  , que  d’un  degré  , plus 
cornpofée , que  les  precedentes  ; mais  toutes  celles , qui  font  d’un 
degré  plus  compofées  , y peuvent  fervir.  Et  ainfi  â l’infini. 

Au  refte  la  première  la  plus  fimple  de  toutes  , après  les  Sec- 
tions Coniques , eft  celle  qu’on  peut  décrire  par  l’interfeéHon 
d’une  parabole  , & d’une  ligne  droite  , en  la  façon  , qui  fera  tan- 
tôt expliquée. 

A (çavoir  Liv.  1.  Part.  z.  Scd.  3.  Art.  T.  3. 

En  forte  que  je  penfe  avoir  entièrement  lâtisfait  à ce  que  Pappus 
nous  dit  avoir  été  cherché  par  les  Anciens,  ôc  je  tâcherai  d’en  met- 
tre la  Démonftration  en  peu  de  mots , car  il  m’enruiye  déjà  d’en 
tant  écrire. 


K 
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SECTION  III. 

Le  commencement  du  calcul  pour  le  Problème  de  Pappus. 

LA  refolution  du  Problème  de  Pappus  propofé  en  quatre  lignes  droites 
données  de  pofition  commence  ici.  Je  joindrai  à chaque  endroit  en 
particulier  l’éclaircillcment  ncccfliirc. 

M.  Descartes. 

fio.3*-  Soient  Fig.  38.  AB  , AD  , EF , GH  , plufieurs  lignes 
données  par  pofition  , & qu’il  faille  trouver  un  point  comme  C y 
duquel  ayant  tiré  d’autres  lignes  droites  fur  les  données  comme  CB, 
CD,  CF , &cCH,  en  forte  que  les  angles  CB  A,  CDA  , CFE, 
i CHG,  frc.  foient  donnez  , & que  ce  qui  eft  produit  par  la  multi- 
plication d’une  partie  de  ces  lignes  , loit  égal  à ce  qui  eft  produit 
par  la  multiplication  des  autres , ou  bien  qu’ils  ayent  quelque 
autre  proportion  donnée , car  cela  ne  rend  point  la  queftion  plus 
difficile. 

' cm.  Premièrement  je  fuppole  la  choie  comme  déjà  faite  , & pour 
me  démêler  de  la  confunon  de  toutes  ces  lignes  , je  confidere  l’une 
mxpur  des  données  , &c  l’une  de  celles  qu’il  faut  trouver,  par 'exemple 
■unir  i AB , &c  C B , comme  les  principales  ,*&c  aufquelles  je  tâche  de 
rapporter  ainfi  toutes  les  autres.  Que  le  fegment  de  la  ligne  A B,  qui 
*Z*'m  eft  entre  les  points  A & B , foit  nommé  -v  , & que  B C loit  nommé 
y , & que  toutes  les  autres  lignes  données  foient  prolongées  , jufi 
ques  â ce  qu’elles  coupent  ces  deux  aofii  prolongées  , s’il  eft  befoin,. 
& fi  elles  ne  leur  font  point  parallèles  ; comme  vous  voyez  ici 
qu’elles  coupent  la  ligne  A B aux  points  A , E , G , & B C , aux 
points  R , S , T. 

Les  lignes  font  données  de  pofition  & non  pas  de  grandeur  , c’eft-à- 
dire  , que  la  fituation  , où  elles  font  les  unes  a l’égard  des  autres  , efl: 
déterminée  > mais  que  leur  longueur  ne  l’eft  pas  : ainfi  l’on  peut  les  prolon- 
ger , autant  qu’on  le  juge  à propos.  Si  donc  la  ligne  £ F , par  exemple, 
n’etoit  tirée  que  depuis  F julqucs  à E , il  faudroit  la  continuer  jufqu'à  S. 
Elles  peuvent  auifi  fo  trouver  prolongées  au  delà  d c R , S , T.  Lorkju’unc 
ligne  donnée  cil  parallèle  à CB  ou  a AB  , comme  elle  ne  peut  les  cou- 
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■per  , on  ne  la  prolongera  pas  pour  cette  railbn  , mais  on  doit  quelquefois  Fic.ji; 
le  faire  pour  d’autres.  Voyez  Part.  i.  Sect.  4.  Régi.  8.  n.  z.  De  plus  les 
lignes  étant  données  de  pofition  , les  angles  qu’elles  font  en  le  coupant, 
font  aufli  donnez  , aufli  bien  que  les  fegmens  , qu’elles  font  les  unes  fur 
les  autres. 

Puis  à caufc  que  tous  les  angles  du  triangle  ARB  font  donnez, 
la  proportion  , qui  eft  entre  les  cotez  AB&cBR  eft  auili  donnée, 

& je  la  pofe  comme  z à b , de  façon  que  A B étant  x , RB  fera  —, 

& la  toute  C R fera  y ^ 3 à caule  que  le  point  B tombe  entre  C 
& R s car  Ci  R tomboit  entre  C & B,  CR  feroit y — —,  Sc  fi  C tom- 
boit  entre  B & R , CR  feroit  — y ■+■  V* 

Tous  les  angles  du  triangle  ARB  font  donnez  parce  que  i°  l’angle 
AB  R eft  le  complément  à deux  droits  de  l’angle  donné  CB  A : donc  il  eft 
connu.  1*  L’angle  R AB  eft  connu  & donné  , pareeque  les  lignes  AD, 

AB,  qui  le  font,  font  données  de  pofition.  30  L’angle  A RB  eft  le  com- 
plément à deux  droits  des  deux  angles  R AB  , RB  A connus. 

Quand  on  connoît  les  angles  , l’on  connoît  leurs  finus  , & la  raifon  qui 
eft  entre  ces  lînus  , & par  le  Théorème  de  Trigonométrie , la  raifon  qui  eft  ' 
entre  les  cotez  oppofoz  à ces  fmus.  La  raifon  connue , qui  eft  entre  les  cotez 
AB  , BR  peut  s’exprimer  par  les  lettres  b -,  & l’on  peut  dire  , comme  z, 
eft  à b : ainfi  le  côte  AB,  x , eft  au  côté  BR , b-£.  Et  CR  = CB  -+-  BR, 
J'+Ti  OU  x'r'±bx . où  z , qui  fort  ordinairement  à marquer  des  gran- 
deurs inconnues  , en  fignifie  une  connue. 

Si  R tomboit  entre  C & B Fig.  39.  l’on  àuroit  CR  — CB BR  , y Fl0,j*’ 

— Si  c tomboit  entre  B &c  R ce  feroit  cR  — RR — cB  y ou 

—y  + T-A 

Tout  de  même  les  trois  angles  du  triangle  DRC  Fig.  3 8.  font  fio.j» 
donnez  , & par  confequent  aufli  la  proportion  , qui  eft  entre  les 
cotez  CR  & CD  , que  je  pofe  comme  z à c ; de  façon  que  C R étant 
J +i,  C D fera  c-£ ■+■ 

Dans  le  triangle  DRC  l’on  connoît  i°  l’angle  DRC  , qui  eft  le  même 
que  l’angle  ARB  , que  l’on  vient  de  connoitre.  20  L’angle  CDR  eft 
déterminé  par  la  queftion  , car  c’dt  celui  que  la  ligne  CD  doit  faire  avec 
la  donnée  AD,  30  L’angle  DCA  eft  connu  ,32.  1.  Eucl. 

La  Trigonométrie  fournit  donc  encore  le  moyen  de  Içavoir  la  propor- 
tion du  coté  CR  au  côté  C D , que  je  mets  comme  s à c -,  & je  fais  , com- 
me i eft  à r ; de  même  CR,  ’DL±±jl  ^ CD , e-^L±-kl£  — il  ■ k'* 

Après  cela  poureeque  les  lignes  AB,  AD  , & EF  font  données 
par  pofition , la  diftance  qui  eft  entre  les  points  A •&  E eft  aufli 

K ij 
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donnée  , & fi  on  la  nomme , /•  , on  aura  EB  égal  à k -+■  x . mais 
ce  feroit  k — x s fx  le  point  B tomboit  enrre  E &cA  s & — k -t-x, 
fi  E tomboit  entre  A ôc  B. 


fto. }8'  Fig.  38.  EB  = £ A -+-  AB  , k ■+■  x , Fig.  35).  EB  = EA  — AB , 
3y-  k — x.  Et  fi  le  point  E tomboit  en  c , eB.  =1  AB  — cA,  x — k , 
ou  — k -h  x. 


Etpourceque  les  angles  du  triangle  Fig;  3 8 .ESB  font  tous  don- 
nez j la  proportion  de  BE  à B S eft  aulli  donnée  , & je  la  pofe 

“ ~ - J ■ fi  bien  que  5 S eft  rft'  td~  > & la  toute  CS  eft 

, fi  le  point  S tomboit  entre 


comme  z a « 

Z y -f-  d F -f-  d x 


mais  ce 


feroit 


: y — d k — d x 


B & C ; & ce  leroit  , fi  C tomboit  entre  B &c  S. 

Les  trois  angles  du  triangle  E BS  font  donnez  , car  1 " l'angle  E B S eft 
le  meme  , que  l’angle  A BR  déjà  connu.  20  Parccque  la  pofition  des 
lignes  AB , EF  eft  donnée  , l'angle  B ES  ; qu’elles  font  en  fo  coupant, 
eft  auffi  donné  8c  connu.  30  L’angle  £ SB  eft  connu  31.  1 . Eucl. 

Les  angles  du  triangle  EBS  étant  connus  , par  la  Trigonométrie  leurs 
finus  , la  raifon  des  finus , &c  la  raifon  des  cotez  font  auffi  connus.  Je  mets 
donc  la  raifon  du  côté  BE  , au  côté  BS  , comme  * à d , 8c  je  fais  cette  Ana- 
logie , comme  z eft  à d : de  même  le  côté  BE  , k +.v,  eft  au  côté  BS 


dk 


EtCS  = CB  -h  BS 


>y 


dk  •+•  dx 
ï * 


OU 


xy  -y-  dk  + dx 


Il  eftaiféde 


voir  , que  fi  Fig.  39.  le  point  S tomboit  entre  B C , l’on  aurait  CS  = 


CB  — BS  , y — ' ~ t ~~  ou  ^ ht  que  ii  le  pomt  c tomboit 
entre  B Sc  S , l’on  aurait  cS  —BS  — eB  , —y  , ou 


d k — d 


xy  — dk  — d x 


Et  que  fi  le  point  c tomboit 


ou  — 


dk  ± dx 


De  plus  les  trois  angles  du  triangle  FSC  font  donnez  s & 
enfuite  la  proportion  de  CS  à CF  , qui  foit  comme  zà.e  3 & la 


r>  t*  r e zv  + d e k + d*x 

tourc  C F lera  — — rz 


L’angle  CSF  eft  le  meme  que  l’angle  BSE  connu  dans  le  triangle 
EBS  -,  l’angle  C FS  eft  celui , que  CF  doit  foire  avec  la  donnée  EF , & 
il  a été  déterminé  en  propofant  la  queftion  j l'autre  angle  FC  S eft  auffi 
connu  31.  1.  Eucl. 

Je  connois  donc  , comme  dans  les  triangles  précedens , le  rapport  du 
côté  CS  au  côté  CF , que  je  pofo  comme  z à e j 8c  je  dis  , z e : : CS  , 

x.y-t~dk-t-dx.  r p exv  + dek  + dtx 
£ • ''X-,  — . 

En  même  façon  AG  3 que  je  nomme  / , eft  donnée  , & B G eft 

/ — x -,  & à caufe  du  triangle  BGT , la  proportion  de  BG  à BT 

eft  aufti  donnée  , qui  foit  comme  z ifs  & B T fera  s de  CT 
■ iy+fl  —f* 

m z, 

A G eft  donnée  , parce  que  c’eft  la  partie  de  la  ligne  A B donnée  de  pofi- 
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tion  , quieftprife  entre  les  lignes  AD  , GH aufli  données  de  pofition.  Fi 
A G cft  nommée  l\  B G = AG  — AB,  l — x. 

Les  angles  du  triangle  BGT  font  connus  , car  l’angle  B G T eft  ce  foi 
qui  fo  fait  parla  rencontre  des  lignes  AB  , G H données  de  pofition  ; l’angic 
TBG  cft  1 5.  1.  Eucl.  égal  à l’angle  CB  A , que  la  ligne  CB  doit  faïre 
avec  la  donnée  AB,  & que  la  queftion  a déterminé  ; le  troifiéme  angle 
BT  G eft  aufli  connu  3 r.  r.  Eucl. 

La  proportion  des  cotez  BG  , B T connue  par  la  Trigonométrie  , foie 
comme  z.  a/ -,  l'on  fait  z : f:  : BG  , l — * .■  BT,  >l  ~ >x  } & CT=  C B 
-h  BT,  y h-  f±IlÙL  ou 

Puis  derechef  la  proportion  de  TC  à CH  eft  donnée , à caufe  du 
triangle-  TC  H , & la  pofant  comme  zà  g , on  aura  C H = 

g*-y  — fs*  ° 


Les  angles  du  triangle  TC  H font  donnez , car  l’angle  CT  H vient  d’ètre 
connu  fous  le  nom  de  BTG  -,  l’angle  CHT  eft  celui , que  la  ligne  CH  doit 
faire  avec  la  donnée  GH  , & il  a été  donné  par  la  queftion  j le  troifiéme 
eft  leur  complément  à deux  droits. 

Que  la  proportion  du  côté  C Tau  côté  C H , cormuë  par  la  Trigonomé- 
trie , foit  comme  z à g-j  8c que  l’on  faffe  z .•  g;;  CT , — /*  . q u 

gry+fgl-fgx  ■'  *-  ■ * 

™ X.X. 

M.  De  scARTEsfe  contente  ici  d’avoir  trouvé  la  Valeur  des  quatre 
lignes  cherchées  C B , CD  , CF , CH  : il  achèvera  la  folution  du  Problè- 
me , Liv.  x.  Part.  z.  Scét.  2.  Art.  1.  x.  8cc. 

La  quantité  z a commencé  la  raifon  des  cotez  de  tous  les  triangles. 

L’on  pourroit  commencer  une  raifon  par  une  quantité  , 8c  une  autre 
raifon  par  une  autre  ; mais  il  vaut  mieux  n’introduire  qu'une  lettre  z , que 
plufieurs  dans  le  calcul.  Lorfque  z reprefonte  l’unité , comme  elle  le  fait 
ici  , cela  donne  de  la  facilité  non ‘feulement  pour  le  calcul , où  elle  pour- 
roit être  omife  dans  les  termes  , dans  lefquels  elle  multiplie  , ou  divifo  >, 
mais  encore  quand  il  faut  déterminer  la  valeur  de  ces  mêmes  termes  : par- 
ce que  l’unité  ne  fait  aucun  changement  à la  valeur  des  quantitez  , qu’elle 
multiplie  , ou  qu’elle  divifo. 


«•  3 >• 
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. SECTION  IV. 

Réflexions  ftir  le  Calcul  precedent. 

M.  Descartes. 

ET  ainfi  vous  voyez  , qu’en  tel  nombre  de  lignes  données  par 
poficion  , qu’on  puifle  avoir  , toutes  les  lignes  tirées  deflus  du 
point  C à angles  donnez  , fuivant  la  teneur  de  la  queftion  , fe  peu- 
vent toujours  exprimer  chacune  par  trois  termes , dont  l’un  eft 
compofé  de  la  quantité  inconnue  y multipliée  ou  divifée  par  quel- 
qu’autre  connue  ; & l’autre  > de  la  quantité  inconnue  * , aufli  mul- 
tipliée ou  divifée  par  quelqu’autre  connue  , & la  troifiéme  d’une 
quantité  toute  connue  , excepté  feulement  fi  elles  font  parallèles, 
ou  bien  à la  ligne  A B , auquel  cas  le  terme  compole  de  la  quantité 
x fera  nul  ; ou  bien  à la  ligne  C B , auquel  cas  celui  qui  eft  com- 
pofé de  la  quantité^  fera  nul  ; ainfi  qu’il  eft  trop  manifefte  , pour 
que  je  m’arrête  à l’expliquer.  Et  pour  les  fignes  qui  fe 

joignent  à ces  termes , ils  peuvent  être  changez  en  toutes  les  façons 
imaginables. 

Puis  vous  voyez  aulfi  , que  multipliant  plulîeurs  de  ces  lignes 
l’une  par  l’autre  , les  quantitez  x &c  y , qui  le  trouvent  dans  le  pro- 
duit , n'y  peuvent  avoir  que  chacune  autant  de  dimenlîons  , qu’il 
y a eu  de  lignes  > à l’explication  defquelles  elles  fervent , qui  ont 
été  ainlî  multipliées  ; en  forte  qu’elles  n’auront  jamais  plus  de  deux 
dimenlîons , en  ce  qui  ne  fera  produit  que  par  la  multiplication  de 
deux  lignes  ; ni  plus  de  trois , en  ce  qui  ne  fera  produit  que  par  la 
multiplication  de  trois  ; & ainlî  à l’infini. 

La  valeur  des  lignes  tirées  du  point  C fur  les  données  , n’aura  pas  plus 
de  trois  termes  , mais  elle  peut  en  avoir  moins.  Les  inconnues  ne  peuvent 
avoir  dans  chaque  terme  qu’autant  de  dimenfions  , qu’il  y a de  lignes  mul- 
tipliées pour  le  produire  , parccque  ces  inconnues  n’ont  qu’une  dimenfion 
dans  chacune  des  lignes,  qu’on  doit  multiplier  : or  x yy  le  multipliant , ne 
peuvent  produire  qu’une  quantité  de  deux  dimenfions  xy  j y multipliant/, 
ne  peut  produire  que  le  quarré  y y j de  même  lî  ces  inconnues , x ,y  , y 
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fc  multiplient , comme  il  arrive  quand  on  cherche  le  produit  de  trois 
lignes  , elle  donneront  une  grandeur  de  trois  dimenfions  xyy  , dre.  Mais 
les  inconnues  peuvent  avoir  moins  de  dimenfions  dans  un  terme  , qu’il  n’y 
a eu  de  lignes  multipliées  pour  le  produire  , & c’eft  lors  qu’une  des  lignes 
eft  connue  ou  donnée.  Pour  les  lignes  ils  varieront  de  toutes  les  manières 
imaginables,  à caufe  des  polirions  differentes  poflîbles  des  lignes  données. 
Voyez  les  Exemples  de  L.z.  Part.z.Sechz,&  3.de  L.3.  Part.4.Scd.4.  Art.z. 

Lorfque  toutes  les  lignes  donnée*  font  parallèles  entr’elles.il  n’y  a qu’une 
inconnue  dans  la  valeur  des  lignes,  que  l’on  tire  du  point  Cfur  les  données. 

PROBLEME» 

Soient  données  les  trois  lignes  parallèles  Fig.  40.  AB  , DR,  Fis.** 
SE  -,  il  la  ut  trouver  le  point  C , d’où  l’on  puiflè  tirer  la  ligne  CB  fur  AB 
ftifant  l'angle  donné  CB  A , la  ligne  CD  fur  DR  faifant  l’angle  donné 
CDR  ; la  ligne  C E fur  S E fâifânt  l’angle  donné  CE  S : il  fout  de  plus  que 
le  quatre  de  CD  foit  égal  au  rectangle  CB  X CE.  1 

Je  prolonge  CB  , jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  les  deux  autres  parallèles  en 
R 6c  en  J.  Les  parallèles  étant  données , leur  diftance  eft  connue.  Nom- 
mons BR  , bi  BS  , c s & 1 inconnue  CB  ,y  s nous  aurons  CR  — ç B 1 
BR,  y -4-  b ; CS  — C B -+•  B S , y c . ^ — /, 

Dans  le  triangle  CRD  nous  connoiflons  tous  les  angles  , car  i°  l’angle 

CRD  eft  égal  à l’angle  CB  A que  la  queftion  a déterminé.  z°  L’angle 
CD  R eft  celui,  que  la  ligne  CD  doit  faire  avec  DR,  & que  la  queftion  a 
aufii  déterminé.  3°  L’angle  D CR  eft  connu  3 1. 1 . Eucl.  Si  nous  connoif- 
fons  les  angles , par  la  Trigonométrie  nous  connoiflons  leurs  finus  , la  rai- 
son de  ces  finus , 6c  la  raifon  des  cotez  oppofez  auxanglcs.  Soit  la  raifon  du 
cote  CR  au  cote  CD  , comme  za  d s nous  aurons  cette  analogie  e • d : • 

CR,  y-h-b  : CD  , ^ k J.  6 

Nous  connoiflons  aulfitouslcs  angles  du  triangle  CSE  , car  i°  l’angle 
CSE  eft  égal  à l'angle  CB  A , z°  îangle  CES  eft  celui  , que  la  ligne 
C E doit  faire  avec  la  donnée  ES.  3°  L’angle  SCE  eft  le  complément  des. 
deux  autres  à deux  droits.  Par  la  Trigonométrie  nous  connoiflons  la  raifon 
du  côté  C ^ au  côté  C E 3 que  ce  foit  comme  àà.  e ; nous  ferons  z : e : ;C  S, 
y -+■ c : .CE  > i3Lt  Ea  valeur  des  lignes  cherchées  CB  , CD  , CE 
ne  contient  donc  qu’une  feule  inconnue  y , lorfque  les  lignes  données  font 
parallèles  cntr’elles. 

La  feule  inconnue  cjpnt  on  fe  fert  alors , peut  indifféremment  fe  nommer 
y ou  * , quelque  fituation  qu’ayent  les  lignes  données  : & la  diftindion 
entre  les  lignes  parallèles  à AB  , & les  lignes  parallèles  à CB  eft  nulle  en 
ce  fens.  Cette  diftindion  fe  fait  pourtant  dans  le  Problème  de  Pappus, 
dans  lequel  M.  Descartes  fùppofe  , que  les  lignes  exprimées  par  x- 
font  dans  une  pofition  à peu  près  horizontale , 6c  que  les  lignes  exprimée» 
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f ic.  40.  par  y approchent  de  la  verticale  : ainfi  lor/que  les  parallèles  données  /ont 
pofees  horizontalement , comme  Fig.  40.  l'on  dit  qu’elles  /ont  parallèles  à 
AB  , ou  aux  x ; & la  lettre  x n’eft  pas  employée  dans  la  valeur  des  lignes 
cherchées.  Lorfque  les  parallèles  données  /ont  mifos  verticalement  ; l’on  dit 

au’elles  font  parallèles  a CB  , ou  aux  y j & l’on  ne  fo  fort  pas  de  la  lettre  x 
ans  l’expre/fion  de  la  valeur  des  lignes  cherchées. 

Achevons  le  Problème.  L’on  demande  ci 3*  = C B x CE, 

ddyy-y-  xbddy  + bbdd  _ Oii.ro;  f Jdyy  + jhddy  + hUd  —eZyy  + 

ce  zy  s ddyy  — ezyy  ■+■  2bddy  — ccz.y  — — bbdd  s yy  -+-  ?■ 

— : ~ Et  ajoutant  de  chaque  côté  iii  —lclld, pon  fa|t 

‘‘‘i-ct.  J T-  W 4 ~ 2 ddez  -y-  eezz 


xbddy — ctxy 
JJ  ***  dd—tz 
bbd*— brddez-y-  — c et  ex.  x. 


bbd  4 — b c d de  z -y-—  tcttzz 


d 4 — 2 d de z -y-  etzz 


— bbdd 

dd  — e Z 


Ce  dernier  membre  étant  réduit  à la  même 

d*  — zddez-y-  eetz 

dénomination  , l’équation  eft  yy 


2 b d d y — c f z y .bbd*  — beddex. + ~ CCCIX.Z, 


dd  — ex. 


b b ddez — l cd  dez  + — e ceezz 
: 4 

d 4 — 2 d d e z.  -4-  e e z z 


, dont  la  racine quarrée  eft/= — bd  d -t-  \cez- 


4-  —bcddtz  -y-  ^ ceeezz  £ Ja  Jjgne  droitCt  a = / J d = 2 J C = J. 

d 4 — zddez+eczz 

C!eft  pourquoi  lï  fur  la  ligne  S B prolongée  je  prends  C B = y , & que 
par  le  point  C je  mène  l’infinie  C c parallèle  à AB  , elle  fora  le  lieu  cher- 
che , & tous  fos  points  comme  c /âtisforont  au  Problème  ; ce  qui  eft  évi- 
dent pui/que  c b = CB  , 34.  1.  Eucl.jle  triangle  crd  égal  au  triangle 
'CRD,  le  triangle  cfe  égal  au  triangle  CSE , pareeque  CD  fit  cd,  CE  &c 
c e font  parallèles.  L’on  peut  donc  faire  au  point  c le  même  calcul  qu’au 
point  C. 


SECTION  V. 


Comment  on  connoit  de  quel  degré  efi  un  Problème  , comment  on  trouve 
tous  les  points qui  fatisfont  à un  Problème \ 


M.  Descartes. 


DE  plus  à caufe  que  pour  déterminer  le  point  C,  il  n’y  a qu’u- 
ne feule  condition  qui  foit  requife  , à lîvoir  que  ce  qui  eft 
ejM.  ce  produit  par  la  multipliontion  d’un  certain  nombre  de  ces  lignes  foie 


Cm 

rntnt 

trouve 


ne  tji  égal , ou  ( ce  qui  n’eft  de  rien  plus  malaifé  ) ait  la  proportion  don- 
fe-a  née  , à ce  qui  eft  produit  par  là  multiplication  des  autres  ; on  peut 

prendre 
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prendre  à difcretion  l’une  des  deux  quanticez  inconnues  .v  oujy , 

& chercher  l’autre  par  cette  équatlbn  ; en  laquelle  il  eft  évident,  »»  P«* 
que  lorfque  la  queftion  n’eft  point  propofée  en  plus  de  cinq  lignes,  lipn* 
la  quantité  x , qui  ne  fert  point  à lexprefiîon  de  la  première  peut 
toujours  n’y  avoir  que  deux  dimenfions.  De  façon  que  prenant  une 
quantité  connue  pour^  , il  ne  reliera  que  xx  = ■+-  ou  — a x ■+•  ou 
— b b : & ainfi  on  pourra  trouver  la  quantité  x avec  la  Réglé  & le 
Compas  , en  ia  façon  tantôt  expliquée.  Même  prenant  fuccelïive- 
ment  infinies  diverfes  grandeurs  pour  la  ligne  y , on  en  trouvera 
aulïi  infinies  pour  la  ligne  x ; & ainfi  on  aura  une  infinité  de 
divers  points , tels  que  celui , qui  eft  marqué  C , par  le  moyen 
dcfquels  on  décrira  fa  ligne  courbe  demandée. 

Il  fe  peut  faire  aulfi  , la  queftion  étant  propofée  en  fix  , ou  plus 
grand  nombre  de  lignes  ; s’il  y en  a entre  les  données  , qui  foient 
parallèles  à B A , ou  BC , que  l’une  des  deux  quantitez  x ou  y n’ait 
que  deux  dimenfions  en  lequation  , & ainfi  qu’on  puifie  trouver 
le  point  C avec  la  Réglé  & le  Compas. 

Mais  au  contraire , fi  elles  font  toutes  parallèles , encore  que  la 
•queftion  ne  foit  propofée  qu’en  cinq  lignes , ce  point  C ne  pourra 
être  ainfi  trouvé  , à caufe  que  la  quantité  x ne  fe  trouvant  point  en 
toute  l’équation  , il  ne  fera  plus  permis  de  prendre  une  quantité 
connue , pour  celle  qui  eft  nommée  y , mais  ce  fera  elle  , qu’il  fau- 
dra chercher.  Et  pour  ce  qu’elle  aura  trois  dimenfions  , on  ne  la 
pourra  trouver  , qu’en  tirant  la  racine  d’une  équation  cubique  , ce 
qui  ne  fe  peut  generalement  faire , fans  qu’on  y employé  pour  le 
moins  une  Seétion  conique.  Et  encore  qu’il  y ait  jufques  à neuf 
lignes  données , pourveu  qu’elles  ne  foient  point  toutes  parallèles, 
on  peut  toujours  faire , que  lequation  ne  monte  que  jufques  au 
quarré  de  quarré.  Au  moyen  de  quoi  on  la  peut  aufli  toujours 
refoudre  par  les  Seétions  coniques , en  la  façon  que  j’expliquerai  ci- 
après.  Et  encore  qu’il  y en  ait  jufques  à treize  , on  peut  toujours 
faire  , qu’elle  ne  monte  que  jufques  au  quarré  de  cube.  Enfuite  de 
quoi , on  la  peut  refoudre  par  le  moyen  d’une  ligne  , qui  n’eft  que 
d’un  degré  plus  compofée  que  les  Seétions  coniques , en  la  façon 
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que  j’expliquerai  auifi  ci-après.  Et  ceci  cil  la  première  partie  de  ce 
que  j’avois  ici  à démontrer  : mJfc  avant  que  je  paflè  à la  ièconde> 
il  eft  befoin  que  je  die  quelque  chofe  en  general  de  la  nature  des. 
lignes  courbes. 

U 

Cette  Section  aura  deux  Articles  , qui  expliqueront  les  deux  parties 
du  Titre. 


Article  I. 


Comment  on  connoit  de  quel  degré  ejl  un  Problème. 


Vis  jS 


i . T Outes  les  fois  que  la  dernière  équation  d’un  Problème  peut  Ce  réduire 
àyy  = ± ay  rfc  b b , oujrxtfc  ax  st  b b , l’on  pourra  trouver  la  quantité 
inconnue  ;our  par  la  Règle  & le  Compas  , comme  M.  Descartes 
l’a  enfeigné  Part.  2.  Lorlque  l’une  des  inconnues  ne  va  que  ju/ques  à fon 
quarré , l’équation  pourra  toujours  Ce  réduire  à une  de  ces  formules.  Par 
exemple  nous  trouverons  L.  2.  Part.  2.  Seéh  2.  Art.  1.  que  la  multiplication 
de  la  ligne  C B Fig.  3 8.  par  la  ligne  CF , & celle  de  la  ligne  CD  par  la 
ligne  CH  donnent  deux  produits  , dont  on  compofe  cette  équation 

— dezzxy 

— dekzzy  -*-bcfglx 

JJ  — —‘fzzxJ 

cJgl^J  — bcfgxx 

-+-  hcg\?J 

ezl  — cgz-z. 

Déterminons  l’inconnuë  x à être  la  grandeur  connue  & déterminée  h , 
l’équation  Ce ra  celle  , qui  fuit , dans  laquelle  il  ne  refte  que^  d'inconnue. 

— dezzhy 

— dekzzy  bcfglh 

jj  — — c/gzb 

-h  efglzy  — bcfghb 

•+■  hcgzby 


ez'  — 

Faifbns  — Jtitt-t-tfgU  — Jeix.h~eJgx.h->-kcgx.h a;  icfglb  — k'fshh ■ 

ri1  — cgzz  t zi — cgzz 

— m m 5 l’équation  Ce  réduira  A y y = — ay  mm  , y y -+-  a y ■+■  = 

±aa  ■+■  mm  , y = — ~a  -+-  mm  , & la  valeur  de  y eft  connue 

dans  le  cas  , où  x = h. 

2.  Dans  ce  Problème  de  Pappus  * l’on  multiplie  les  lignes  données , ou 
deux  à deux  , ou  trois  à trois  , ou  quatre  à quatre  , Scc.  en  ajoûtant  une 
ligne  connue  , lorfque  le  nombre  des  cherchées  eft  impair  : & l’on  fait 
toujours  deux  produits.  La  raifon  de  l’un  de  ces  produits  a l’autre  peut  être 
conftante  , ou  variable.  Je  m’explique.  La  raifon  eft  confiante , lî  elle  eft 
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la  meme  dans  tous  les  points  ; qui  fâtisfont  au  Problème , c’eft-à-dire  , en 
fuppolânt  que  tous  les  points  du  cercle  NCc  Fig.  90.  lâtisfont  au  Problème  ; 
que  fi  à un  point  C le  produit  CB  xCFdl  égal  au  produit  CD  x CH , il 
faut  que  à tous  les  autres  points  c , c , qui  lâtisfont  au  Problème , le  produit 
de  cb  x tf  (bit  toûjours  égal  au  produit  cdycch  j Se  que  fi  au  point  C le 
produit  CB  x CF  cil  double  du  produit  C DxC  H , il  faut  que  à tous  les 
autres  points  c , c , le  produit  cb  x tf  foit  toujours  double  du  produit 
<d  x en  : Se  fi  au  point  C le  produit  CB  x CFeft  triple  , &c.  Alors  la 
railon  d'un  produit  à un  autre  cil  confiante  j &c  comme  une  connue  b = 
1 à une  connue  c — 1 , ou  comme  une  connue  b — 2 à une  connue 
t = /.  Sec. 

Mais  fi  l’on  demandoit  que  le  premier  produit  fût  au  fécond  , comme 
une  variable  x à une  variable  y , ou  comme  le  quarré  au  quatre , ou 
que  le  premier  produit  =fc  une  quantité  variable  fût  égal  au  fécond  i une 
quantité  confiante  , Sec.  Lorfque  ces  quantitez  x , y vont  en  augmentant, 
-ou en  diminuant,  les  produits  feroient  de  même  > Se  apres  avoir  été  l’un 
double  de  l’autre  , ils  pourraient  être  l’un  triple  , quadruple  , &c.  de  l’au- 
tre. Alors  la  railon  des  produits  fêroit  variable  , Se  ne  (cro^slus  confiam- 
ment , comme  une  connue  à une  connue , mais  comme  unWndetcrminée 
à une  autre  indéterminée. 

L’on  pourrait  encore  exiger  , que  les  produits  fuflent  entr’eux  , comme 
une  confiante  b à une  variable  x.  Alors  la  railon  , qui  lêroit  entre  les  pro- 
duits, ne  lêroit  pas  confiante. 

Comme  ces  produits  , ainfi  que  l’allure  * M.  De  s cartes  avec 
Pappus  , peuvent  être  en  railon  donnée  quelconque  , la  railon  que  le  pre- 
mier a au  fécond  peut  être  variable , aulfi  bien  que  confiante.  Il  faut  donc 
obfêrver  , que  lorlque  M1  Descartes  a ici  déterminé  le  degré  d’un 
Problème  , il  a toûjours  fuppofé  , que  la  railon  d’un  produit  à un  autre 
cft  confiante. 

3 . Lorlque  la  quefiion  de  Pappus  eft  propofee  en  trois  , ou  quatre  lignes, 
Se  que  la  railon  du  produit  de  deux  lignes  au  produit  de  deux  autres  cft 
confiante  , les  inconnues  ne  peuvent  monter  qu’à  leur  quarré  comme  on 
l’a  dit  Sech  4.  Se  comme  on  le  verra  dans  prclque  tous  les  Exemples  du  L.  1. 
Part.  1.  Scék.  2.  Ainfi  tous  ces  cas  lé  relbudront  par  la  Réglé  Se  le  Compas, 
puifqu’ils  fê  rapportent  à la  formule  ss  = ± /*£  dt  b b , comme  on  a dit 
n.  1 . Se  qu’ils  font  des  Problèmes  plans. 

Et  comme  il  peut  lé  trouver  dans  les  équations , qui  refultent  des  deux 
produits  , que  l’on  ait  -t -yj  t — y y i ■+■  i Sec.  qui  fê  détrui- 

fênt  j le  lieu  pourra  être  à la  ligne  droite  , Se  fêra  toûjours  un  Problème 
plan  , qui  pourra  lê  conftruirc  avec  la  Réglé  Se  le  Compas.  Car  l’équation 
pourra  être  *y  — xy  mm  ■=.  0 , & mettant  h pour  x,  a y — h y -+-  mm 
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U C OMMEN  TAIRES  SUR  LA  GEOMETRIE 
Tic.  40.  Mais  fi  la  raifon  du  premier  produit  au  fécond  eft  variable,  outre  les 
deux  inconnues , que  la  multiplication  des  deux  lignes  cherchées  introduit 
dans  quelques  termes  du  produit , il  y en  entrera  encore  neccilàirement 
quelqu’autrc  , ce  qui  fera  monter  l'équation  au  troifiéme  , quatrième, 
&c.  degré.  Par  exemple  , fi  dans  le  Problème  de  la  Section  4*  , où  les 
cherchées  font  CB  , y ; CD  , d1  + ti  5 CE  , ey  j L’on  avoit  demandé, 
que  le  quarré  de  CD  fut  au  rectangle  CB  X CE  , comme  le  quarré  y y eft 
à une  connue  4 } l’on auroit  trouvé  — illjt-ÇJU'i 

addyy  -+-  2*bddy  ■+•  abbdd  = ezy*  -+-  cezy * ; ezy*  ■+•  cezy ’ — 
addyy — zab  ddy — abbdd  =z  0 ; y*  + cy' 

= 0.  qui  eft  une  équation  de  quatre  dimenfions  , qui  ne  peut  pas  fc  conf- 
truire  par  la  Réglé  8c  le  Compas  ; mais  qui  demande  une  Section  conique, 
comme  on  le  verra  Liv.3.  Part.  4.  ScCt.  1.  Art.  z. 

Il  peut  encore  arriver  , le  Problème  étant  propofé  en  trois  , ou  quatre 
lignes  , que  les  quarrez  xx  , y y des  inconnues  ne  foient  pas  dans  l’éqfti- 
tion  , mais  que  le  rectangle  xy  de  ces  mêmes  inconnues  y fbit  ; comme  U 
arriverait  dans  l’équation  n.  1.  Alors,  comme  on  l’apprend  dans  les  Trai- 
tez des  lieu^Ceometriqucs  , ce  peut  être  un  lieu  à l’hyperbole  par  rapport 
à lès  afymptflfts , 6c  l’on  en  donnera  des  exemples  Liv.  1.  Part.'  1 . ScCt.  1. 
*T°m  J' Art.  8.  M.  Descartes  * reconnoît  dans  une  de  les  Lettres  , 
i ù.  qu’il  a omis  ce  cas  dans  la  refolution  generale  , qu’il  a donné  du  Problè- 
me  de  Pappus. 

4.  Lorfque  la  queftion  eft  propofee  en  cinq  lignes  , qui  ne  font  pas  toir- 
T10.  tes  parallèles  entr’ellcs  -,  alors  , comme  il  y en  a quelques-unes  qui  Fig.  111. 
I11’  fè  coupent , l’on  aura  l’inconnue  AB  , x , avec  CB  , y aufli  inconnue  : 
6c  fi  la  raifon  d’un  produit  de  trois  lignes  cherchées  au  produit  des  deux 
autres  cherchées  6c  d’une  donnée  eft  confiante  > l’une  des  deux  inconnues, 
comme  y peut  monter  au  cube  y ' , pareeque  trois  lignes  , qui  fê  multi- 
plient, auront  chacune  y dans  quelqu’un  de  leurs  termes  j tandis  que  l’autre 
x ne  fera  élevé , que  jufqu’à  Ion  quarré  xx  , pareeque  des  trois  lignes  , qui 
fè  multiplient , il  n’y  en  aura  que  deux , qui  avent  l’inconnuë  x ; la  troi- 
fiéme  étant  une  ligne  donnée.  C’efl  pourquoi  l’on  doit  chercher  l’incon- 
nue x , 8c  prendre  pour^  une  déterminée  h , 6c  pour  y 1 , le  cube  h 5 5 afin 
que  la  feule  inconnue  x , qui  relie  dans  l’équation  ne  montant  au  plus 
qu’au  quarré  , le  Problème  foit  plan  , 8c  puiflè  fe  conflruire  avec  la  Réglé 
8c  le  Compas  , fuivant  la  méthode  de  Part.  1.  Les  exemples  font  Liv.  i. 
Part.  i.  Sect.3.  Ait.  4.  Aprefênt  deux  Exemples  éclairciront  la  chofê. 
Soit  ie  l’équation  y*  — 2 ayy  — nu  y 4*'  — axy , vous  ordonnez  ainfi 


les  termes  x = 


IhzJj. 


»y 
= 2* 


& faifant^  — a , vous  avez  x = 


valeur  de  .v  , lorfque  y eft  égale  à a.  Soit  ze 
l'équation  _y  5 •+■  2 ayy  = axy  axx  -,  vous  arrangez  ainfi  les  termes  xx 
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-H.VJT  = , & fiy  = a,  xx  -4-  ax  = 3xa  , xx  + ax  + 

= —7«  ■+■  + j*//, 

.7  = *; 

autre  étoit  variable  , par  exemple  comme 
y j à xx  , y * à x * , &c.  il  eft  évident  c]ue  les  inconnues  pourroient  être 
élevées  au  cinquième  , fixiéme  , &c.  degré. 

Il  peut  arriver  aufli  , qu’une  des  inconnues  x n’ait  qu’une  , ou  deux 
dimenfions,  &quc  le  Problème  fuit  plan  , alors  il  fc  conftruira  par  une 
ligne  droite , ou  une  circulaire.  Les  Exemples  le  trouvent  I.  i.  Part,  z 
Sed.  3.  Art.  1. 1. 

j.  Lorfque  la  queftion  eft  propoféc  en  cinq  lignes  toutes  parallèles  en. 
tr’elles  , une  lèulc  inconnue  7 le  trouve  dans  l’équation  , &:  cette  inconnue 
montera  jufqu  au  cube  y*  , pareeque  trois  lignes  , dians  lelquelles^  le 
trouve,  le  multiplieront.  Alors  la  valeur  dey  ne  peut  êtrfc  connue , que 
par  une  extraction  de  racine  cubique  , laquelle  extraction  demande  ordi- 
nairement  une  Section  conique.  Comme  on  le  verra  Liv.  3 . Part.  4. 
Scct.  x.  Art.  1. 

Quelquefois  l’on  n’a  pas  befoin  de  Section  conique.  Liv.  1.  Part,  z 
Sed.  3.  Art.  1. 

Et  II  l’on  demandoit  qu’un  produit  fut  à un  autre  , comme  J y à y'  &c. 
l’on  voit  aifément  , que  l'inconnue  iroit  à une  dimenfion  plus  élevée  uue 
n’cft  Je  cube. 

6.  A plus  forte  raifon  , quand  le  Problème  eft  propofé  en  fix  , ou  plus 
grand  nombre  de  lignes  , toutes  parallèles  entr’clles , l’on  ne  pourra  pas 
le  rclbudre  , comme  les  Problèmes  plans,  Part.i.  L.  x,  Mais  s’il  y a <>.  7. 
8.  ligues  parallèles  données , il  faut  ordinairement  des  Sedions  coniques. 
Voyez  Liv.  3.  Part.  4.  Scct.  4.  Art.  z.  Vous  trouverez  au  même  Art.  $.  j. 
qu’étant  données  huit  parallèles , l’équation  s’abaiflè  au  fécond  degré. 

L’équation  montera  jufqu’à  une  dimenfion  bien  plus  haute  encore  , fî  les 
produits  n’ont  pas  entr’eux  une  raifon  confiante. 

Il  fe  peut  faire  aufli  , la  queftion  étant  propofée  en  fix , ou  plus  grand 
nombre  de  lignes , s’il-  y en  a entre  les  données , qui  fôient  parallèles  a 
ou  à BC  'y  que  les  quantitez  x , ou  y n’ayent  qu’une  dimenfion  : pourveu, 
comme  on  l’a  déjà  dit  fou  vent , que  les  produits  ayent  entr’eux  une  raifon 
confiante.  Voyez  L.  3.  Part.  4.  Sed.  4.  Art.  z.  §.  4. 

7.  Lorfqu’il  y a fix  lignes  , & que  la  raifon  des  produits  eft  confiante, 
l’équation  ne  peut  monter  qu’aux  cubes  des  inconnues  ; pareeque  les  lignes 
cherchées  lé  multiplient  trois  à trois.  Voyez  Liv.  3.  Part.  4.  Sed.  4. 
Art.  1.  $.  1. 

Les  cubes  peuvent  encore  s’efïàccr  , & l’cquation  fera  déprimée  à un 
moindre  degré. 

8.  Lorfque  les  lignes  propofées  font  fépt,  l’on  aura  d’un  côté  , quatre 

L iij 


= j aa  ■+■  = — a a , x z 

valeur  de  x , lorfqu’on  fuppofè 
Si  la  raifon  d’un  produit  a un 


Fi  s. 
ut. 
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n«.  des  lignes  cherchées  , qui  fe  multiplieront , ëc  qui  donneront  un  quarré  de 
quarré  y* , fi  les  produits  ont  une  raildn  conftante.  Et  il  faut  alors  une 
Section  conique.  Voyez  Liv.  3.  Part.  4.  Scct.  4.  Art.  z.  §.3. 

9.  Lorfqu'il  y a huit  lignes  données , & que  la  raifon  donnée  entre  les 
produits  cft  conftante  5 les  lignes  cherchées  le  multiplieront  quatre  à qua- 
tre > les  inconnues  ne  peuvent  monter  qu’au  quatrième  degré  ; ëc  la  refb- 
lution  le  fera  par  les  Sections  coniques. 

1 o.  Lorfqu'il  y a neuf  lignes  données  , avec  une  raifon  conftante  des 
produits , d’un  côté  cinq  lignes  fc  multiplieront , ëc  pourront  produire  la 
cinquième  puiflànce  y ’ d'une  des  inconnues  ; mais  de  l’autre  côté  quatre 
lignes  feulement  des  cherchées  fc  multiplieront  avec  une  cinquième  don- 
née , ëc  l’autre  inconnue  ne  pourra  être  elevée  qu’à  la  quatrième  puiftincc 
x *.  Alors  l’on  déterminera  y , ëc  l’on  cherchera  la  valeur  de  x par  les  Sec- 
tions coniques. 

1 1.  Jufques  ici  les  Problèmes , lorfquc  la  raifon  du  premier  produit  au 
fécond  eft  conftammcnt  la  même , ne  peuvent  être , pour  le  plus,  que  féli- 
dés : mais  foit  par  la  pofition  des  lignes  , qui  ne  donneront  qu’une  ou 
deux  lignes  , ou  x fc  trouve  , foit  par  la  multiplication  des  lignes , qui  ont 
y , par  celles  , qui  ont  x , il  peut  arriver  , que  l’équation  foit  abaiflee, 
jufqu’à  être  un  Problème  plan.  V.  L.  ».  Part.  ».  Se£.  3.  Art.  1.  ». 

1 ».  Mais  fi  les  neuf  lignes  données  font  toutes  parallèles  à une  feule, 
une  des  inconnues  x ne  fera  ps  dans  les  produits , dont  la  raifon  eft  tou- 
jours la  même  j ëc  l’autre  inconnue  y fora  élevée  à la  quatrième  dimenfïon 
y*  dans  le  produit  de  quatre  des  lignes  cherchées  avec  une  donnée  , ëc  à la 
cinquième  dimenfion  y 1 , dans  le  produit  des  cinq  autres  lignes  cherchées  ; 
ëc  alors  il  faut  une  ligne  plus  compofoe  d’un  degré  , que  les  Sections  coni- 
ques , comme  on  l’explique  Liv.  3.  Part.  y. 

13.  A plus  forte  raifon  lorfque  les  lignes  données  , toutes  parallèles 
entr’cllcs  font  dix  , onze , douze , ëc  que  la  raifon  des  produits  cft  conftante 
fâudra-t-il  une  ligne  plus  compofoe  d’un  degré  , que  les  Sections  coniques. 
Car  lorfquc  les  lignes  données  font  dix  , chaque  produit  aura 7 ‘ j Iorfqu’el- 
les  font  onze , un  produit  aura  y* , l’autre  y*  j lorfqu’elles  font  douze  , les 
deux  produits  auront  chacun  y *. 

De  même  de  quelque  manière  , que  les  lignes  données  fc  coupent , fi 
elles  font  dix  , elles  fc  multiplient  cinq  à cinq  , ëc  les  produits  pour  le  plus 
contiendront  les  cinquièmes  puiflânees  y ^ x ' ) fi  elles  font  onze , le  pro- 
duit de  fix  des  cherchées  contiendra  le  quarré  de  cube  y * , le  produit  des 
cinq  autres  ëc  d’une  donnée  le  premier  furfolide  x * j fi  elles  font  douze, 
un  produit  de  fix  lignes  contiendra  le  quarré  de  cube  y 4 , l’autre  produit 
le  quarré  de  cube  x*.  Et  tous  ces  cas  fc  refoudront  par  une  ligne  plus  com- 
pofoe d’un  degré , que  ne  font  les  Sections  coniques  , comme  on  l’expli- 
quera L.  3.  Part.  j. 
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U arrivera  quelquefois , ou  par  la  difpofition  des  lignes  données  , ou  par  Fjo. 
la  multiplication  de  celles , qui  contiennent  l'inconnue  x avec  celles  , qui  *«• 
contiennent  l’inconnue  / , que  l’équation  defeendra  au  quarré*  de  quatre, 
ou  au  cube  , ou  au  quarré , ou  à la  racine  de  x. 

14.  Lorfque  le  nombre  des  lignes  données  cft  treize , fi  elles  ne  font  pas 
toutes  parallèles  entr’ellcs  , & que  les  produits  font  comme  une  quantité 
connue  à une  connue  : le  produit  de  fept  des  lignes  cherchées  pourra  être 
de  fèpt  dimenfions  7 7 ; Sc  l’autre  de  fix  des  cherchées  & d’une  donnée  ne 
fera  que  de  (ix  L’on  doit  alors  chercher  la  valeur  de  x , & déterminer 
y s afin  que  la  refolution  ne  demande  plus  , qu’une  ligne  d’un  degré  plus 
compoféc  , que  les  Sedions  coniques. 

Ces  équations  peuvent , comme  les  precedentes  & pour  les  memes  rai- 
fons , être  déprimées  à de  moindres  degrez. 

1 y.  Mais  ii  les  treize  lignes  lont  toutes  parallèles  à une  feule  , une  des 
inconnues  x ne  s’y  trouvera  pas , 8c  l’autre  y fera  dans  un  des  produits  y 
8c  dans  l’autre  y 7 . Et  il  faudra  une  ligne  plus  compofée  de  deux  degrez 
que  les  Sedions  coniques. 

1 6.  L’on  peut  continuer  un  fcmblablc  raifonnement  dans  un  plus  grand 
nombre  de  lignes  à l’infini.  M.Descart£s  L.  3 . Part.  y.Sed.  y.  veut, 

Sue  de  deux  en  deux  dimenfions  , la  ligne  , qui  doit  être  employée  à la 
dution  d’un  Problème  , foit  toujours  plus  compofée  d’un  degré. . Il  veut 
que  pour  le  cube  8c  le  quarré  de  quarré  l’on  fê  fêrvc  du  Cercle  8c  d’une 
Scdion  conique  ; pour  les  équations  de  cinq  8c  de  fix  dimenfions  du  cercle 
8c  d’une  courbe  plus  compofée  d’un  degré  ,que  les  Sections  coniques  ; pour 
les  équations  de  (cpt  8c  de  huit  dimenfions  d’un  cercle  8c  d’une  courbe- 
plus  compofée  de  aeux  degrez  que  les  Sections  coniques,  Sec.  Voyez  Liv. 3 » 
Part.  4.  Scd.  y.  n.  3. 

Article  II. 


Comment  on  trouve  tous  les.  Points  qui  fatisfont  à un  Problème. 

r.  Il  cft  à propos  d’expliquer  ici  la  différence  qu’il  y a entre  lieu  plan  $c 
Problème  plan  , lieu  foüde  8c  Problème  fblide , lieu  furfolide  8c  Problème 
furfolide.  Le  lieu  plan  eft  une  ligne  droite  , ou  une  circonférence  de  cer- 
cle ; le  Problème  plan  eft  celui  qui  fé  refout , où  dont  tous  les  points  qui 
fatisfont  au  Problème , fé  trouvent  par  l’interféction  de  deux  lignes  droi- 
tes , ou  de  deux  circonférences  de  cercles  , ou  d’une  ligne  droite  8c  d’un: 
cercle.  Le  lieu  folide  eft  une  des  trois  Sections  coniques  5 le  Problème 
folide  eft  celui , dont  tous  les  points  , qui  rcfblvent  la  queftion  , fé  trou- 
vent par  l’interfedion  d’une  Scdion  conique  avec  une  autre  Sedion  coni- 
que , ou  avec  un  cercle  , ou  avec  une  ligne  droite.  Le  lieu  furfolide  tft 
une  courbe  plus  compofée  que  les  Sedions  coniques  j le  Problème  fùrfoli.- 
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de  cft  celui  pour  la  folution  duquel  il  faut  employer  une  courbe  plus  com- 
pofee  que  les  Sections  coniques , quelle  que  (oit  l’autre  ligne  , avec  laquel- 
clle  le  coupe.  Voyez  Liv.i.  Part.  i.  Sect.  i.  Art.  io.  De  forte  que  comme 
on  va  le  voir  ici  , un  lieu  lolide  le  confondra , c’cft-à-dirc  , qu’on  trouvera 
tous  les  points  , qui  compofent  une  Section  conique  , avec  un  Problème 
plan  , 6c  en  n’employant  que  la  ligne  droite  5c  la  circulaire. 

L’on  conforme  quelquefois  un  lieu  furlolide  , 6c  l’on  trouve  tous  les 
points  d’une  ligne  plus  compoléc  , que  les  Sections  coniques , avec  un 
Problème  plan  , en  ne  fe  fcrvant  que  ac  lignes  droites  & circulaires.  L’on 
çn  verra  des  Exemples,  L.  î.  Part.  i.  Sect.  4.  Art.  3.  §.  3. 

1.  Au  relie  ce  que  l'on  va  dire  ici , n’eft  autre  choie  qu’une  maniéré  de 
décrire  une  ligne  courbe  , en  trouvant  une  infinité  de  les  points  , qu’on 
joint  enfuitc.  Et  comme  cette  Méthode  fera  décrite  au  long , L.  1.  Part.  1- 
Scét.  4.  Art.  3 . §.  3.  L’on  n’en  traitera  maintenant  , qu’autant  qu’il  elt 
neccflaire  pour  comprendre  ces  mots  de  M.  Descartes  , même 
■prenant  fuccefiivement  infinies  diverfes  grandeurs  pour  la  ligne  y on  en  trou- 
vera a u fil  infinies  pour  la  ligne  xi  Cf  ainfi  on  aura  une  infinité'  de  divers  point  s , 
tels  que  celui  qui  efi  marque  C , par  le  moyen  defquels  on  décrira  la  ligne  courbe 
demandée. 

Tic.  41;  3*  Soit  propofée  l’équation^  = ax  à la  parabole  , il  faut  avec  cette 

équation  décrire  une  parabole  Fig.  41 . qui  cil  un  lieu  folide.  Parccque  x 
n’a  qu’une  dimenfion  , c’efo  elle  que  je  chercherai  , 6c  je  déterminerai  y ; 
je  trouverai  tous  les  points  D , d de  la  parabole  par  des  Problèmes  plans , 5c 
en  ne  me  lêrvant  que  de  la  ligne  droite  , 6c  de  triangles  lèmblables. 

Prenons  l’infinie  A Ce  pour  l’axe  , le  point  A pour  le  lommet , A B =a 

Îiour  le  paramétré  : les  x doivent  fe  prendre  lûr  l’axe  A C , dont  elles  Ibnt 
es  coupées  , les  y font  les  appliquées.  Je  détermine  y à être  la  ligne  b c 
connue.  L’équation  yy  — ax  , ou  x = ^ devient  x = Failbns  un 
angle  quelconque  IE  H , dont  les  lignes  fent  indéfinies  , coupons  E F = 
a,  EG  =b  , FH—b  j joignons  FG  , 5c  par  le  point  H menons  HJ 
parallèle  à FG  -,  nous  avons  cette  Analogie  , EF,  a:  EG,  b:;  FH,  b : 
CI , — x.  De  forte  que  GI  — x elt  l’abfcillê  , qui  répond  à 

l’appliquée^  = b.  Ainfi  nous  prendrons  fur  l’axe  A Ce,  l’abfciflc  AC  — 
G I , x , 6c  au  point  C nous  appliquerons  CD  , y = b , faifànt  l’angle 
.droit  ACD  , 6c  nous  aurons  un  point  D , qui  fatisfàit  au  Problème  , ou 
qui  donne  l’équation  x = = ££  , 6c  ax  =yy. 

Enfuite  pour  avoir  un  autre  point  d , je  détermine^  à être  la  ligne  m-t 
& je  cherche  l’abfciflê  ,qui  correfpond  à cette  appliquée  y — m.  Je  prends 
fer  les  cotez  du  triangle  IEH , la  ligne  EFz=  a,  Eg  =.m  , Fh  = m -,  je 
joins  F g , 6c  par  le  point  h je  mené  hi  parallèle  à F g.  J’aurai  encore , E F, 
a t Eg  , m Fh  , m : gi  , — — = x puifque^  = m.  De  forte  que 

l’abfeiilè  égale  àgi , x çft  celle  qui  répond  à l’appliquée  y — m.  C’efi 

pour- 
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ipoarquoi  je  prens  Ac  ■=■  gi  , x } 8c  au  point  c j’applique  cd , y = m, 
parallèle  à CD  ; & un  autre  point  d de  la  parabole  eft  trouvé. 

En  déterminant  fucceffivement  y à être  des  lignes  de  differente  gran- 
deur , ou  en  déterminant  la  grandeur  de  differentes  ordonnées  , je 
trouverai  de  la  même  maniéré  differentes  grandeurs  des  abfeilfes  x cor- 
relpondantcs. 

Les  differentes  ordonnées  étant  appliquées  à l’axe  donneront  diffèrens 
points  D , d ; qui  feront  joints  par  une  ligne  courbe  ADd  , elle  fera  la 
moitié  de  la  parabole  cherchée. 

Si  en  appliquant  CD  , on  la  prolonge  de  l’autre  côté  de  l’axe , de  ferte 
que  CK  loit  égalé  à CD  5 & qu’on  prolonge  de  même  les  autres  appli- 
quées , l’on  aura  les  points  K , t par  lefquels  l’autre  partie  AKk  de 
la  parabole  paflera. 

4.  Il  faut  décrire  une  ellipfe  Fig.  41.  qui  eft  un  lieu  felide  , avec  l’é- 
quation ~ y y = 2 a x — x x , dans  laquelle  l’axe  eft  2 a , le  paramètre  p, 

■Ce  qui  fe  peut  faire  i°  en  cherchant  x & en  déterminant^ , z°  en  cher- 
chant y 8c  en  déterminant  x.  Ce  fera  toujours  un  Problème  plan , parccquc 
•vous  trouverez  les  points  m , d , D , h , 8cc.  de  la  courbe  avec  la  règle  8c 
le  compas , ou  avec  la  ligne  droite  8c  le  cercle. 

Si  c'cft  x , que  vous  cherchez  j arrangez  ainfi  les  termes  xx  — 2 *x  = 

— *fjy  > **  — 2ax  + **  = **  — *fyy  i x=  a 4:  Va*  — ^fyj' 
Prenons  l’axe  2a  pour  l’unité.  Cet  axe  eft  AB  , 8c  AC  = CB  , a. 

Soit  y = p , réquation  devient  x = a 4;  Va* — 2 ap  . cherchez 
Part.  1.  Seéb  1.  Art.  1.  n.  3.  La  moyenne  proportionelle  / entre  l’unité 
2*  8cp , 8c  vous  aurez  2ap  =jf  , 8c  x=  azpVaa  — ff. 

Maintenant  Fig.  ij.  faites  NL=a  , LM=  f,  l’angleNLAf  droit,  ïi«.  if. 
menez  MR  parallèle  k N L , N P parallèle  à LM  8c  peroendiculaire  À MR; 
enfin  du  centre  N , de  l’intervale  NL  décrivez  le  cercle  L Q_R.  Suivant  ce 
qui  a été  démontré , Part.  1.  Art.  1.  n.  1.  Vous  aurez  la  moindre  racine 
vraye  MQ,  x = a — Va*  — ff,  la  plus  grande  vraye  MR  , x = a - 1- 
V a a — ff» 

Soit  Fig.  4-1.  A l’origine  des  x .-  coupez  Ae  — MQ_  Fig.iy.  8c  A g Fig. 

Atr.  = MR  Fig.  15.  aux  points  e , g élevez  les  perpendiculaires  ed  , g h 
chacune  égale  à p , 8c  vous  aurez  deux  ordonnées  y correfpondantcs  aux 
deux  valeurs  de  x.  Et  pareeque  dans  l’équation  x = a 4:  Va*  — -y y y,  y y 
eft  autant  le  quarré  de  — y , que  de  -4-  : il  fuit  qu’à  chaque  valeur  de  x 

il  répond  des  — y , comme  des  -(-  y.  Ainfi  aux  memes  points  e , g vous 
élèverez  de  l’autre  côté  de  l'axe  AB  , les  perpendiculaires  ea  = ed , gl 
= g h.  V ous  aurez  donc  les  quatre  points  d , 0 , / , a , qui  fent  à l’ellipîc, 
qu’on  veut  décrire. 

Enfin  fi  vous  déterminez  plufieurs  valeurs  de  :fc  y , 8c  que  vous  cherchiez 
•de  la  meme  façon  les  valeurs  de  x , qui  leur  répondent  : vous  trouverez 
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autant  de  points  que  vous  voudrez  , lefqucls  appartiendront  à la  meme 
elliplè.  Apres  quoi  en  joignant  tous  ces  points  par  une  ligne  courbe  ADBK , 
vous  décrirez  l'ellipfe , dont  l’équation  efl:  yyyy  = 2*x  — xx. 

y.  Si  c’eft^  que  vous  cherchez  ; les  termes  de  l’équation  £è  difpofèrone 

' ainfi  yy=px-^,±y  = _ 

Soit  d’abord  x = a = AC  Fig.41.  l’équation  fera  ± y = V*p — \*p. 
— V Cherchez,  comme  auparavant,  Fig.7.  la  moyenne  proportionelle 
G I entre  H G que  vous  ferez  égale  à la  ligne  AC,  a , & GF , que  vous  ferez 
égale  k jp  -,  HG  fera  V j*p  = ± y.  Enfuite  au  point  C Fig.  41.  où  finit  la 
valeur  de  x ■=  a } vous  élèverez  les  perpendiculaires  , d’un  côté  CD , -h  y ; 
de  l’autre  C K , — y -,  chacune  égale  à V \*p  > 8c  vous  aurez  les  points  D , K 
à l’ellipfe. 

Soit  encore  x = j a — A f.  L’équation  devient  tfc y — Vÿap  — —a p 
= ^-'-ap.  Vous  chercherez  une  moyenne  proportionelle  entre  AC , a 
£c-hp  , laquelle  vous  appliquerez  perpendiculairement  au  point/,  en  fai- 
fan t fm  , -+-  y = V *p  5 /»  , — y = V ~ 7*p.  Ou  bien  pareeque  V -^Ap 
= -j-  V i;*p  ; vous  chercherez  la  moyenne  proportionelle  entre  a £i'±p  : 
elle  fera  Vj*p,  8c  vous  en  prendrez  le  tiers  , que  vous  appliquerez 
en  f rn  , fn. 

Vous  pourrez,  en  fùivant  la  meme  Méthode  , trouver  autant  de  points 

3 ne  vous  voudrez  5 lelqucls  étant  joints  par  la  courbe  ADBK,  vous  aurez 
écrit  l’ellipfe  , dont  l’équation  a été  propofcc. 

Vf  4l*  4Ü1  *X>  ll>  <l>  «t>  4l>  4I1  aJU  .«a  «x>  4I1  a1>  Ot>  «le  «JLk  «1>  «li  tl>  «*t 

LA  GEOMETRIE  DE  M.  DESCARTES. 
Livre  IL. 

CE  Livre  fera  divifé  en  cinq  Parties.  Dans  la  première  M.  D e s c a r- 
tes  parle  de  la  nature  des  lignes  courbes  ; dans  la  féconde  il.pourfuit 
la  refolution  du  Problème  de  Pappus -,  dans  la  troifiéme  il  montre  que  l’on 
peut  déduire  les  proprietez  des  lignes  courbes  de  leur  équation  ; ce  qu’il 
fait  voir  en  particulier  de  leurs  tangentes  ; dans  la  quatrième  il  explique  les 
proprietez  de  quelques  verres  de  figure  ovale  , qui  peuvent  (èrvir  a la  refle- 
xion , 8c  à la  refraétion  de  la  lumière  j dans  la  cinquième  il  parle  des  lignes 
décrites  fur  une  fur  face  courbe. 
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PARTIE  PREMIERE. 

De  la  Nature  des  lignes  courbes. 

SECTION  I. 

Des  Problèmes  Géométriques. 

M.  Des'cautis. 

LEs  Anciens  ont  fort  bien  remarqué  , qu’entre  les  Problèmes  g «a. 

Géométriques  , les  uns  font  plans  , les  autres  folides  , & les  j%J“ 
autres  linéaires  ; c’eft-à-dire  5 que  les  uns  peuvent  être  conftruits, 
en  ne  traçant  que  des  lignes  droites  & des  cercles  ; au  lieu  que  les  /«*"  «- 
autres  ne  le  peuvent  être  , qu’on  n’y  employé  pour  le  moins  quel-  aZ? 
que  Seélion  conique  ; ni  enfin  les  autres , qu’on  n’y  employé  quel- 
qu’autre  ligne  plus  compofée. 


Cet  endroit  eft  tiré  de  Pappus , qui  s’explique  ainlî  avant  la  Prop.  f.  L.j. 
de  les  Collerions  Mathématiques.  * Les  Anciens  ont  détermine'  trois  genres  * Pr#- 
de  Problèmes  Géométriques  s dont  ils  ont  voulu  que  les  unsfuffent  appeliez  Problê-  uZcee- 
mes  plans , les  autres  Problèmes  folides , les  troifiemes  Problèmes  linéaires.  C'ejl  mmic*. 
avec  raifon  qu’ils  ont  nommez  Problèmes  plans  ceux  , qui  peuvent  Je  refeudre  par  'fflinU 
des  lignes  droites  & par  la  circonférence  d’un  cercle  s en  effet  les  lignes  , avec  lefi  V""»* 
quelles  l’on  refout  ces  Problèmes , ont  leur  origine  dans  un  plan.  Mais  tous  les  Pro-  b1*’ 
blêmes  qui  font  refolus  en  prenant  une  , ou  plufieurs  Serions  coniques  pour  leur  conf  &ZZm 
truclion  , s’appellent  folides  s pareeque pour  les  conftruire  , il  cfinece  faire  de  fi  fer-  î“‘‘ 

vir  des furfaces  de  Figures  folides  , à fçavoir  des  coniques.  Il  refie  le  troific'me  gen-  naZppîî. 
re  de  Problèmes  , qu’on  appelle  linéaires  , pareeque  pour  leur  confiruclion  , outre  Ur!>  ‘,u* 
les  lignes  dont  on  a déjà  parle  , l’on  en  prend , qui  ont  une  origine  changeante  s ?uti£, I 
telles  que  font  les  Spirales,  les  Qtiadratrices  , les  Conchoides  , O"  les  Ciffoides  ; qui  ”*•  £?« 
ont  plufieurs  proprietez  admirables.  ’rtiufu 

tireuti  circunftrentiam  phi  poffunt , mémo  plana  dictentser  -,  tttnim  , tint*  ptr  efnas  ejufmedi  Frcb’.emata  [olvttntur  te 
pUnt  ortum  liaient . Troblemat*  wi  eftsacumejut  fohunteer  ajftempti  in  corsflruciionem  alicjtea  Cotti  Stciiont  -vel  plssetbus 
foliJn  nppellnntur  } uamfu  ad  ccnjlrteciionem  necoffe  eft  folidarum  Tkurarum  fnptrficiebm  , ni  mirant  conicit  mi.  Tte/lat 
tertinm  gtnus  , MiJ  tint*"  appcllatur  ; tinta  tnim  ali a prater  j xm  dictât  , in  eonjbuclitnem  alfumuntcr  varium  & 
tranfmuiabilem  ortum  habettles . qualet  furtt  Helicet , & cfuas  Graci  i,r {«y  »,/£,*«<  , nos  ÿnadrantet  dscere  ptfumut 
Conchoides  & Ciffbtdtt , epeibut  mutin  & mirabiti*  accidunt. . . neqtte  cmi  fetitontt  facilt  ejl  in  piano  dcfsgnart.  ’ 

Pappus  dit  prelque  la  même  choie  avant  la  Prop.  3 i . L.  4.  * * où  il  dit  **  VM~ 

difficiles»  ortum  baient , ex  inerdituuit  fnperfi citbtti  & tnteibns  itnplicalit  facta.  M ij  ^ 
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que  ccs  dernier  es  lignes  ont  une  origine  changeante  & difficile  , étant  faites, 
par  des  furfaces  irregulicres  , & par  des  mouvemens  embarraflèz. 

M.  Discartes  a retenu  le  nom  > que  les  Anciens  ont  donné  aux 
difîèrens  Problèmes  de  la  Géométrie  ; mais  ce  n’eft  pas  pour  les  mêmes 
raifons  : comme  on  le  peut  voir  , Scch  z.  Art.  z.  Gir  il  prétend  avec  rai- 
fon  que  les  Sections  coniques  fe  peuvent  décrire  fur  un  plan , comme  l’on  y 
décrit  un  cercle  5 ÔC  que  la  conchoïdc  , la  cilloïdc  fie  plufieurs  autres  lignes, 
qui  fervent  aux  Problèmes  linéaires  , peuvent  fe  décrire  par  un  , ou  plu- 
ficurs  mouvemens  uniformes.  Pappus  ne  dit  pas  qu’il  eft  impoffible  ; mais 
qu’il  n'cft  pas  facile  de  décrire  les  Sections  coniques  fur  un  plan.  M.  Des- 
cartes appelle  encore  Problèmes  plus  que  folides  ceux  , que  l’on  vient 
de  nommer  linéaires.  Au  Titre  du  L,  z. 

Quelques  Géomètres  divifènt  les  Problèmes  de  la  Geometrie  en  quatre 
efpeces , de  cette  manière.  Le  Problème  fîmple  ou  linéaire  eft  celui  qui 
fë  peut  rcfbudre  par  Pinterfcétion  de  deux  lignes  droites  > le  Problème  plan 
eft  celui  , qui  fè  peut  refoudre  par  l’interfocHon  d’une  ligne  droite  fie  d’un 
cercle  , ou  par  celle  de  deux  circonférences  de  cercle  j le  Problème  folide 
eft  celui , qui  fc  peut  refoudre  pir  llnterfèétion  d’une  circonférence  de  cer- 
cle avec  une  des  trois  Sections  coniques , ou  par  l’interfoclion  de  deux  Sec- 
tions coniques  ; le.  Problème  furfolide  eft  celui , qui  peut  fe  rcfbudre  par 
l’interfèclion  d’une  des  courbes  , dont  on  a déjà  parlé  , avec  une  autre  d’u. 
ne  dimenfion  plus  élevée , ou  par  l’inrerfcction  de  deux  lignes  d’une  dimen. 
fion  plus  élevée , que  ne  le  font  les  Sections  coniques  , quelle  que  foit 
cette  dimenfion. 

L’on  auroit  pu  divifor  les  Problèmes  de  Geometrie  d’une  autre  façon, 
car  cela  eft  fort  arbitraire  , 6c  en  alfigner  divers  genres.  Les  Problèmes  du 

f>remicr  genre  feroient  ceux , qui  peuvent  le  refoudre  en  y employant  des 
ignés  d’une  dimenfion , c’eft-à-dirc  , des  lignes  droites , dont  les  équations 
ne  contiennent  que  des  inconnues  d’une  dimenfion  , x ,y  ; les  Problèmes 
du  fécond  genre  (broient  ceux  , qui  ne  peuvent  fe  refoudre  , que  l’on  n’y 
employé  au  moins  une  ligne  de  deux  dimenfions,  c’eft-à-dire  un  cercle , ou 
une  parabole  , ou  une  ellipfe  , ou  une  hyperbole  , dans  les  équations  def- 
quclles  les  deux  inconnues  , ou  l’une  des  deux  ont  deux  dimenfions  , ou 
dans  lefquelles  le  plan  des  deux  inconnues  fe  trouve  , JJ , xy , xx  s les 
Problèmes  du  troiîiéme  genre  (croient  ceux  , que  l’on  ne  peut  conftruire, 
que  l’on  n’y  employé  au  moins  une  ligne  de  trois  dimenfions , fi c dans  l’é- 
quation dcfquelles  une  inconnue  , ou  toutes  les  deux  montent  à la  troifié- 
mc  dimenfion  , ou  dans  lefquelles  le  folidc  fait  par  les  deux  inconnues  fe 
trouve  , y1 , xjj  , xxy  , x*  j les  Problèmes  du  quatrième  genre  , ficc. 

'*3$C33r 


Digitized  by  Googl 


de  M.  Descartes.  Uv.  1. 


93 


SECTION  II. 

Des  Lignes  Géométriques  fo-  des  Mecbaniques. 

M.  Descartes,. 

MAis  je  metonne  de  ce  qu’ils  n’ont  point  outre  cela  diftingué 
divers  degrez  entre  ces  lignes  plus  compofées,  & je  ne  fçau- 
rois  comprendre  , pourquoi  ils  les  ont  nommées  méchaniques plu- 
tôt que  géométriques.  Car  de  dire  que  ç’ait  été  , à caufe  qu’il  eft 
befoin  de  fe  fervir  de  quelque  machine  pour  les  décrire , il  faudroit 
rejetter  par  même  raifon  les  cercles  ôc  les  lignes  droites  , vu  qu’on 
ne  les  décrit  fur  le  Papier  qu’avec  un  Compas,  fie  une  Réglé,  qu’on 

{>eut  aulfi  nommer  des  machines.  Ce  n’cft  pas  non  plus  à caufe  que 
es  inftrumens  , qui  fervent  à les  tracer , étant  plus  compofez  que 
la  Réglé  fie  le  Compas , ne  peuvent  être  fi  juftes  ; car  il  faudroit 
pour  cette  raifon  les  rejetter  des  méchaniques , où  la  jufteflè  des 
Ouvrages , qui  fortent  de  la  main  , eft  delirée  ; plutôt  que  de  la 
Geometrie  , où  c’cft  feulement  la  jufte/Te  du  railonnement  qu’on 
recherche , fie  qui  peut  fans  doute  être  aulfi  parfaite  touchant  ces 
lignes  y que  touchant  les  autres.  Je  ne  dirai  pas  aulfi-,  que  ce  foit  à. 
caufe  qu’ils  n’ont  pas  voulu  augmenter  le  nombre  de  leurs  deman- 
des ,'  &:  qu’ils  fe  font  contentez , qu’on  leur  accordât , qu’ils  pulTent 
joindre  deux  points  donnez  par  une  ligne  droite , 8c  décrire  un  cer- 
cle d’un  centre  donné  , qui  palïatpar  un  point  donné.  Car  ils. 
n’ont  point  fait  de  fcrupule  de  fuppofèr  outre  cela,  pour  traiter  des 
Serions  Coniques,  qu’on  pût  couper  tout  cône  donné  par  un  plan 
donné.  Et  il  n’eft  befoin  de  rien  fuppofer  pour  tracer  toutes  les 
lignes  courbes  , que  je  prétens  ici  introduire  -,  finon  que  deux  ou 
p'ufieurs  lignes  puifient  être  mues  l’une  par  l’autre  , 8c  que  leurs 
intetfeefions  en  marquent  d’autres  ; ce  qui  ne  me  paroît  en  rien  ■ 
plus  difficile.  Il  eft  vrai  qu’ils  n’ont  pas  aulfi  entièrement  reçu  les 
Sections  Coniques  en  leur  Geometrie  , fie  je  ne  veux  pas  entrepren- 
dre de  changer  les  noms , qui  ont  été  approuvez  par  l’ufàge;  mais. 

M.  iijj  ‘ 
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il  eft  , ce  me  femblc,  très-clair , que  prenant,  comme  on  fait, pour 
Géométrique  ce  qui  eft  précis  &c  exact , &:  pour  méchanique  ce  qui 
ne  l’eft  pas  -,  conhderant  la  Geometrie  comme  une  fcience  , qui 
enfeigne  généralement  à connoicre  les  mefuresderous  les  corps, on 
n’en  doit  pas  plutôt  exelurre  les  lignes  les  plus  compolces  , que  les 
plus  fimples  , pourvu  qu’on  les  puiiTe  imaginer  être  décrites  par  un 
mouvement  continu  , ou  par  plufieurs  qui  s’entrefuivent , & dont 
les  derniers  foient  entièrement  reglez  par  ceux  qui  les  precedent  : 
car  par  ce  moyen  on  peut  toujours  avoir  une  connoiflance  exaétc 
de  leur  mefure.  Mais  peut-être  que  ce  qui  a empêché  les  Anciens 
Geometres  de  recevoir  celles , qui  étoient  plus  compofées , que  les 
Sections  Coniques  ; c’eft  que  les  premières , qu’ils  ont  confiderées, 
ayant  par  hazard  été  la  Spirale  , fa  Quadratrice  & fomblables , qui 
n’appartiennent  véritablement  qu’aux  méchaniques  , & ne  font 
point  du  nombre  de  celles  que  je  penfo  devoir  être  ici  reçues  , à 
caufe  qu’on  les  imagine  décrites  par  deux  mouvemens  fo parez  , & 
qui  n’ont  entr’eux  aucun  rapport  , qu’on  puiffe  mefurer  exacte- 
ment : bien  qu’ils  ayent  après  examiné  la  Conchoïde  , la  Ciffioïde, 
& quelque  peu  d’autres , qui  en  font  -,  toutesfois  à caufe  qu’ils  n’ont 
peut  être  pas  allez  remarqué  leurs  proprietez  , ils  n’en  ont  pas  fait 
plus  d’étar  que  des  premières.  Ou  bien  c’eft  que  voyant , qu’il,  ne 
connoifloient  encore  , que  peu  de  chofes  touchant  les  SeCtions  Co- 
niques , & qu’il  leur  en  reftoit  même  beaucoup , touchant  ce  quifo 
peut  faire  avec  la  Réglé  &c  le  Compas  , qu’ils  ignoraient , ils  ont 
cru  ne  devoir  point  entamer  de  matière  plus  difficile.  Mais  pource- 
que  j’efpere  , que  d’orefnavant  ceux  qui  auront  l’adrefle  de  le  fervir 
du  calcul  Géométrique  ici  propofé  , ne  trouveront  pas  affiez  de  quoi 
s’arrêter  touchant  les  Problèmes  plans , ou  folides  ; je  croi  qu’il  eft 
à propos , que  je  les  invite  à d’autres  recherches,  où  ils  ne  manque- 
ront jamais  d’exercice. 

M.  Descartes  après  avoir  donne  dans  (â  Geometrie  la  manipre  de 
refoudre  les  Problèmes  plans  & folides  , donne  la  méthode  de  refoudre 
ceux  des  plus  que  folides , qui  montent  à cinq  ou  fix  dimenfions , & il  allure 
à la  fin  du  Livre  troifiéme  , qu’il  ne  faut  que  fuivre  la  même  voye,  pour 
conftruire  tous  ceux , qui  font  plus  compolez  à l’infini.  Ainfiil  peut  inviter 
à des  recherches , où  l’on  ne  manquera  jamais  d'exercice. 
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Apres  avoir  expliqué  ce  que  c’eft  que  Géométrique  5c  Méchanique  en 
general , nous  dirons  quelles  lignes  font  Géométriques  , ou  Méchaniques  ; 
6c  nous  rapporterons  quelques  lignes  tant  Géométriques  que  Méchaniques 
en  particulier. 

Article  I. 


Ce  que  c’eft  que  Géométrique  Mecbanique. 

i.  L'On  appelle  Géométrique  ce  qui  ell -précis  ÔC  exact  , méchanique  ce 
ce  qui  ne  l’cft  pas.  Une  operation  Géométrique  cil  celle  , qui  me  donne 
une  mefure , ou  un  rapport  exact  j une  operation  méchanique  ell  celle, 
qui  ne  me  donne  ni  une  mefure , ni  un  rapport  cxacl.  La  raifon  de  cela  cil, 
pareeque  dans  la  pratique  , qui  ell  la  méchanique  , l’on  ne  peut  jamais 
atteindre  à l’exaditude  de  la  Geomerrie  5c  de  fos  fuppofitions.  Jamais  on 
ne  trace  une  ligne  lins  largeur , une  furfàce  lins  ’épailfour , jamais  on  ne 
fera  un  levier  , qui  ne  touche  fon  appui  qu’en  un  point , jamais  on  ne 
polira  fi  bien  un  plan  5c  un  globe,  qu’ils  ne  lé  touchent  qu’en  un  point,  8cc. 

i.  La  mefure  doit  être  de  même  elpcce  , que  la  choie  mefurée , la  lon- 
gueur mefure  la  longueur , la  furface  mefure  la  furfàce , le  folide  mefure 
le  folide. 

La  mefure  doit  aulfi  être  ce  qu’il  y a de  plus  aile  à connoîtrc  dans  cha- 
que efpece.  La  ligne  droite  cil  la  mefure  de  toutes  les  lignes  , parce  qu’é- 
tant la  plus  courte  qui  fo  puilfo  tirer  d’un  point  à un.  autre  , elle  ell  par- 
faitement connue  , dès  que  les  points  font  donnez.  L’on  ne  dit  point,  que 
l’on  connoifiè  exactement  la  grandeur  d’une  ligne  courbe  , que  l’on  ne 

{mille  alligncr  la  ligne  droite  qui  lui  ell  égale  5 5c  c’ell  ce  que  l’on  appelle 
a rectification  de  la  courbe.  La  mefure  des  furfkccs  cil  le  quarré,  pareeque 
fes  cotez  étant  égaux  , fie  fos  angles  droits  , il  fuffit  de  donner  la  ligne , qui 
ell  fon  côté,  pour  qu’il  foit  parfaitement  connu.  Nous  ne  croyons  pas  con- 
noîtrc geomeniquement  une  furface  curviligne  , ou  mixte  , que  nous  ne 
guidions  dire  à quel  quarré  , ou  ce  qui  efl  le  même  par  la  Prop.  1 6.  6.  Eucl. 
a quelle  figure  recliligne  elle  ell  égale  5 ce  qui  s’appelle  trouver  la  quadra- 
ture d’une  Figure  curviligne  , ou  mixte.  La  mefure  des  folides  cil  le  cube, 
pareeque  fos  cotez  étant  égaux  ôc  fos  angles  droits , il  ne  faut  qu’avoir  un 
de  fos  cotez  , pour  le  connoître  exactement. 

3 . Les  Geometres  qui  n’ont  pas  cru , qu’ils  pullènt  trouver  géométrique- 
ment 5c  exactement  la  longueur  des  lignes  courbes  , ont  voulu  au  moins- 
connoître  exactement , lorfquc  cela  s’cll  pû  faire  , le  rapport , que  chaque 
point  d’une  courbe  , a avec  chaque  point  d’une  ligne  droite.  Ce  rapport 
s’exprime  par  une  équation , qui , en  fuppofant  deux  de  fos  quantitez  varia- 
bles , ell  fa  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe.  Tous  les  lieux  Géomé- 
triques font  des  exemples  de  ce  rapport. 

L’on  connoît  donc  le  rapport  de  chaque  point  D,  d de  la  parabole  DAK 
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lia.  41.  Fig.  4 1 . avec  les  points  C , c de  la  ligne  droite  ACc , par  cette  équation  y y 
z=  a x,  qui  eft  la  même  dans  tous  les  points  D , d de  la  courbe  , pourveu 
qu’on  fuppofc  les  deux  quantitcz_y , x variables  j y qui  reprefènte  fucccfli- 
vcment  toutes  les  appliquées  CD,  edi  x qui  rcprelènte  aufli  de  fuite  tou- 
tes  les  coupées  AC , A c.  Le  rapport  connu  du  point  D de  la  cour  be  avec 
le  point  C de  la  droite  confite  donc  en  ce  que  CD,  y eft  moyenne  propor- 
tioncllcentrc  AC  , x 2c  AB  = a , d’où  il  luit  1 7.  6.  Eucl.  que  le  quarre 
y y de  CD  eft  c^al  au  rectangle  ax  fous  le  paramètre  AB  , a & l’awciflè 
AC , x.  Il  eft  évident  par  la  nature  de  la  parabole  , que  l’on  aura  le  même 
rapport  de  chaque  point  d de  la  parabole  avec  chaque  point  c de  l'axe  j 
que  l’expreflion  de  ce  rapport  fera  toûjours  le  meme.  L’operation  qui  mon- 
tre exactement  un  fcmblablc  rapport  entre  les  points  d’une  ligne  courbe  & 
ceux  d’une  ligne  droite , eft  appellé  par  M.  Descartes  Géométrique  ; 
êc  celle  qui  ne  le  montre  pas  exactement , méchanique. 

4.  Les  Anciens  Geomctrcs  n’ont  appellé  géométrique , que  ce  qui  lé  frit 
avec  la  Réglé  2c  le  Compas  ; nulle  autre  operation  n’etoit  géométrique  ; de 
toutes  les  Ugnes  , la  droite  2c  la  circulaire  étoient  les  feules  géométriques. 
Toutes  les  autres  lignes  courbes  , meme  les  Sections  coniques  , palfoient 
pour  méchaniques  , 2c  toute  operation  , pour  laquelle  on  les  employoit, 
ctoit  aufli  appellee  méchanique.  Pappus  s’explique  ainfi  fur  le  Problème, 
qui  cherche  deux  moyennes  proportioncllcs  entre  deux  lignes  données, 
jMupn  avant  la  5.  Prop.  L.  3.  de  fes  Collections  Mathématiques.  * Les  Anciens 
*tTt Géomètres  n'ont  jamais  pû  contraire  géométriquement  te  Problème  , qui  de  fa 
Htm»  nature  eft  folide , parce  qu'il  n' eft  pas  aifé  de  décrire  les  Sections  Coniques  fur  un 
•nttit-  j,lan,...  Mais  avouant  que  le  Problème  étoit  folide  , ils  ne  l’ont  conftruit  qu’avec 
éuMiut  des  inftrumens , conformément  à Apollonius  , qui  l’a  refolu  par  les  Sections  coni- 
Unrii  n.  qU(S  > J' autres  l’ont  conftruit  par  les  lieux  folides  d’ Ariftée  , aucun  par  les  lieux 
m‘iuuri‘t  qu'on  appelle  proprement  plans  , Nicomedes  l’a  fait  par  la  Conchoïde,  /I  eft  cer- 
{otUum  tain  que  Pappus  exclud  les  ScCtions  coniques  2c  la  Conchoïde  des  lignes 
géométriques , puifqu’il  dit , que  le  Problème  des  deux  moyennes  propor- 
TAticne  tionclles  a été  conftruit  par  les  ScCtions  coniques  2c  par  la  Conchoïde,  fans 
(Z'ftrut  avo>r  «é  conftruit  geometriquement.  Il  eft  certain  aufli , que  Pappus  ne 
« mm  tient  pour  lignes  Géométriques  que  la  droite  2c  la  circulaire , puifque  pour 
f,"“'  prouver  que  ce  Problème  n’a  pas  été  conftruit  geometriquement , il  n’ap- 
rfc„,‘am  porte  d’autre  raifon , fi  ce  n’eft  , que  perlônne  ne  l’a  conftruit  par  les  lieux 
MVU  qu’on  appelle  proprement  plans , qui  font  la  ligne  droite  2c  la  circulaire. 

üiones  # , 

facile  eft  in  éUftgnnre....  Hi  nuttm  njfrrentet  Troblemn  fohdum  tjfe  , ipfins  conflmclionem  inftrumtMtis  tnntum 
ptrfectrunt  , cengruniter  Apcllenio  Fcrgeo  , qui  & rtfolutiontm  ejtu  fa'tt  per  (Mit  S/tBietits  -,  mUî  per  locoi  fclUot  Arl - 
fiji  : rmllus  aut.tn  per  en  , que  pr  éprît  plnnn  nppellnntkr.  At  Kitemedtt  & rntione  èUeedfncU  per  Itnenm  Cencheidepre. 


3.  Non  feulement  les  Anciens  Geomctrcs,  mais  encore  les  nouveaux 
jufques  à M.  Descartes  ont  mis  la  même  différence  entre  les  opera- 
tions 
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-tions  fie  les  lignes  Géométriques  fie  Méchaniques  ; comme  on  en  petit  juger 
par  ces  paroles , que  Victe  a mis  à la  tète  de  Ion  Apollonius  Gallus.  * Lorf-  * p,> 
que)’ ai  propofé  aux  Mathématiciens  le  Problème  d' Apollonius  , qui  confijie  à trou-  tl‘m* 
ver  un  cercle  , qui  en  touche  trois  autres  donnez  ; c’étoit  afin  qu’on  le  confiruifit  rl^dt 
géométriquement , & non  pas  mcchaniquement.  Ainfi  lorfque  vous  confiritifcz  le  Scfcri- 
Problème  avec  une  hyperbole.  Vous  ne  réujfijfezpas , car  les  hyperboles  ne  Je  de  cri- 
vent  pas  d’une  maniéré  démonjlrative  en  Géométrie.  Mcr.echmus  a trouvé  la  ?*<•»> 
duplication  du  cube  par  les  Paraboles  , Nicomedes  par  les  Conchoïdes  : efi-ce  que 
pour  cela  l’on  a trouvé  géométriquement  la  duplication  du  cube  ? Archimedcs  a gmt.cU- 
trouvé.  la  quadrature  du  cercle  par  la  Spirale  , Dinojhate  par  la  Qyiadratrice  ; 
ejl-ce  donc  que  l’on  a trouvé  la  quadrature  du  cercle  ? certainement  aucun  Geo-  m , eut. 
métré  ne  l’ajfurera  ; Euclide  & tous  fies  Sectateurs  Je  recrieroicnt,...  D’ailleurs  les  m,rn* 
Anciens  ont  toujours  craint  de  décrire  les  Sections  coniques  fur  un  plan.  ’ccnfêru- 

• - ...  tndum 

f ropo fui  «r#  , non  mcchxnicès.  Dum  itAtjste  circulum  per  byperlolas  tangis  , rem  acu  non  tandis  Se  que  enim 

kjptrbcU  deferibuntur  in  Geometruis  K *r  ixmu^KOi  A«y  *».  Duplic*vit  ctsbur  per  ParaboUs  Me  ne  ch  mus  , perConchoï - 
Àas  Sicomtdts  : an  igitm  duplicatas  tfl  Géométrie } cubus  f QuaJra-jit  tir  cul  ton  per  i-olutam  inerdinatam  Dtnojlratus, 
per  ordinatam  Archimedcs  j an  igitur  Géométrie}  cjuadratus  tji  circulas  f ld  vero  nemo  pronuntiabit  G t omet  r a Rc  cla- 
mait t Euclides  & tota  Euclidcorum  fcholss..,,  Et  alioqui  consens  Sctiiones  en  piano  deferibere  femper  veriti  Jnnt  Antiqui. 


6.  M.  D e s c a r T E s dit  dans  cette  Section  -,  que  les  Anciens  n’ont 
pas  entièrement  reçu  les  Scdions  coniques  dans  leur  Geometrie.  En  effet 
d’un  côté  ils  les  ont  reçu  , puifqu’ils  en  ont  fait  des  traitez  , comme  Apol- 
lonius , qui  paflè  pour  un  grand  Geometrc , fie  qu’ils  ont  parle  des  lieux 
Jolidcs  , qui  font  des  Scdions  coniques.  D’un  autre  côté  aufli  ils  ne  les  ont 
pas  reçu  entièrement , pareequ’ils  n’ont  point  cru  exactes  fie  géométriques 
ni  leurs  deferiptions  fur  un  plan  , ni  les  conftrudions  de  Problèmes , que 
J’on  fait  avec  elles. 

Article  IL 


. Quelles  lignes  font  ajpellces  Géométriques  ou  Méchaniques. 

S . L Es  raifons , pour  lefquellcs  M.  Descartess  mis  les  Sections 
coniques  fie  une  infinité  d'autres  courbes  au  nombre  des  lignes  Géométri- 
ques , ont  été  trouvées  fi  bonnes  ; que  l’on  sert  depuis  ce  tems-Ià  écarté 
avec  lui  du  fentiment  de  tous  les  Geomctrcs , qui  l’avoient  précédé. 

1.  La  première  définition  que  M.  Descartes  apporte  des  lignes 
Géométriques  fie  Méchaniques  , fè  trouve  dans  cette  Section  en  ces  termes. 

Il  ejl , ce  me femble  , clair  , que  prenant , comme  on  fait , pour  géométrique  ce 
qui  efl  précis  & exact  , & pour  méchanique  ce  qui  ne  l’ejt  pas  , & confiderant  la 
Geometrie  comme  une  Jcience  , qui  enfiigne  généralement  à connoitre  les  me  fines  de 
tous  les  corps  , on  n’en  doit  pas  plutôt  cxc/iirre  les  lignes  les  plus  compofées  , que  les 
plus  fimples  s pourveu  qu’on  les  puijfe  imaginer  être  décrites  par  un  mouvement  con- 
tinu , ou  par  plufieurs  qui  s’entrefuivent , & dont  les  derniers  font  entièrement 
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reliez  par  ceux  qui  les  precedent  : car  par  ce  moyen  on  peut  toujours  avoir  une 
tonnoijfartce  exacte  de  leur  mefure.  Les  lignes  mechaniques  fent  celles  qu’on  imagine 
décrites  par  deux  mouvemens  feparez  , cr  qui  n’ont  cutr’eux  aucun  rapport , qu'on 
pmjfc  mefurer  exactement. 

La  féconde  définition  des  lignes  géométriques  , qui  eft  dans  la  Section  4. 
fuivante  , eft  celle-ci.  Je  ne  fçache  rien  de  meilleur  que  de  dire  , que  tous  les 
points  de  celles  , qu'on  peut  nommer  Géométriques , c’tjl -à-dire  , qui  tombent  fous 
quelque  mefure  precife  (fi  exacte  , ont  necejfairement  quelque  rapport  à tous  les 
points  d'une  ligne  droite  , qui  peut  être  exprime' par  quelque  e'quaticn  , en  tous 
par  une  mime.  • 

L’on  peut  donc  définir  , fuivant  la  penfee  de  M.  Descartïs,  une 
ligne  Géométrique , celle  1 . que  l’on  peut  concevoir  décrite  par  un  mouve- 
ment continu  , ou  par  pluficurs  mouvemens , qui  dépendent  les  uns  des 
autres  5 1.  celle  dont  enaque  point  a avec  une  ligne  droite  un  rapport,  qui 
fe  peut  exprimer  exactement  par  une  équation  , laquelle  fera  la  même  en 
chacun  de  ces  points  , comme  on  vient  de  l’expliquer,  Art.  1.  n.  3. 

Une  ligne  Méchanique  eft  celle  , 1.  que  l’on  peut  concevoir  décrite  par 
deux  mouvemens  feparez  , qui  ne  dépendent  point  l’un  de  l'autre,  1.  dont 
chaque  point  n’a  pas  avec  chaque  point  d’une  ligne  droite  un  rapport , qui 
fc  puillè  exactement  exprimer  par  une  équation  , laquelle  doit  la  même  en 
chacun  de  les  points. 

Il  faut  fc  fouvenir  , que  par  un  rapport  exact  , l’on  entend  un  rapport 
exactement  connu , comme  celui , qui  eft  entre  deux  lignes  droites  con- 
nues , fie  qui  ne  peut  fc  trouver  entre  deux  lignes  courbes  , ou  entre  une 
ligne  droite  fie  une  courbe , à moins  que  l’on  ne  fçache  à quelle  ligne  droi- 
te une  courbe  cfl  exactement  égale. 

* t'üf/-  3 ’ * depuis  M.  Descartes,  on  a fixe'  plus  precifcment  par  la  Gcome- 
mit  Ro-  trie  des  infinimens  petits  l'ide'e  des  courbes  géométriques  (fi  mechaniques.  Expli- 
SMnieî’  ffuons  > autant  qu’il  eft  neceflàire  àprefent  , ce  que  l’on  entend  par  Geo- 
,7o5l  metric  des  infiniment  petits.  Soit  ADd  Fig.  41.  une  courbe  , dont  l’axe 
eft  ACc  , fur  laquelle  vous  prenez  la  coupée  AC , x -,  fie  au  point  C vous 
appliquez  CD  ,y  * menez  fg  parallèle  fie  infiniment  proche  de  CD  , fie 
par  le  point  D la  ligne  Dh  parallèle  à Cf.  Puifque  les  lignes  C D , f g font 
infiniment  près  l’une  de  l’autre  , les  lignes  Cf,  Dh  , Dg  font  infiniment 
petites  , fie  l’arc  de  courbe  Dg  peut  être  regardé  comme  une  ligne  droite 
a caufe  de  Ion  infinie  pctiteflè.  La  petite  ligne  Cf  fera  la  différence  de  A C , 
x s car  l’on  appelle  ici  différence  d’une  grandeur  variable  AC,  x ,1a  por- 
tion infiniment  petite  Cf,  dont  on  conçoit  que  cette  grandeur  variable 
augmente  , ou  diminue  infiniment  peu  , lorfqu’clle  devient  Af  ; fie  cette 
différence  Cf  de  .v  s’exprime  par  dx  , quel’on  appelle  cxprcfiîon différen- 
tielle. De  même  la  ligne  infiniment  petite  g h , eft  la  différence  , dont  la 
variable  CD  , y croit , ou  décroit  infiniment  peu  , lorfqu’elle  devient  fgt 
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fie  l’expreffion  différentielle  de  gb  fora  dy.  Et  fi  l'on  nomme  AD  , u ; la 
différence  Dg  (èra  du , &c  Dg  cft  regardée  , comme  un  prolongcrîient  de 
L D tangente  de  la  courbe  en  D.  Maintenant  à caufe  des  parallèles  LC, 

Db  les  triangles  recHlignes  LCD,  Dbg,  (ont  équiangles  dans  lefqucls 
LC  = 2 AC  = 2 x , fi  la  courbe  eff  fuppofée  une  parabole  , comme  on  l’a 
-vu  dans  les  traitez  des  Sections  coniques.  L’on  peut  donc  faire  ct^te  Ana- 
logie LC  , 2 x : CD  , y : : Dh  z=.Cf,  dx  : hg  , dy  , ydx  = 2 xdj  , y 
~ Effuati°n  différentielle  , qui  peut  convenir  , comme  il  cft  évi- 

dent , à tous  les  points  de  la  parabole  ; auili  bien  que  l’expreflion  Algébri- 
que yy  — px  leur  convient. 

Ce  calcul  qu’on  appelle  différentiel , pour  le  diftinguer  d’un  autre,  qui 
convient  aufli  à la  Geometrie  des  infiniment  petits  , fie  qu’on  nomme  cal- 
cul intégral , s’applique  A plufieurs  lignes  méchaniques , à -qui  le  calcul 
Algébrique  ne  peut  convenir.  Ainfi  toute  forte  de  courbes  peut  avoir  une 
équation , qui  exprime  le  rapport  de  chaque  point  de  la  courbe  A chaque 
point  d’une  ligne  droite,  par  une  expreffion  , qui  renferme  ou  les  appli- 
quées &:  les  abiciflcs , ou  les  différences  des  appliquées  fie  des  abfoillcs. 

4.  La  Geometrie  des  infiniment  petits  a donne  lieu  à ces  nouvelles  défi-  H'P/<rt 
nitions.  Les  courbes  Géométriques  font  celles , dânt  on  peut  exprimerez  déterminer 
lu  nature  par  le  rapport  des  ordonnées  Cr  des  abfcijfes , qui  font  les  unes  cr  les  au-  Jnsrim. 
■très  des  grandeurs  finies.  Les  Méchaniques  fent  celles  , dont  on  ne  peut  ainfi  expri-""'10*' 
mer  la  nature  , pareeque  les  ordonnées  cr  les  ab fieffés  n'ont  point  de  rapport  réglé. 

Dans  la  Geometrie  des  infiniment  petits  , la  nature  de  toutes  les  courbes  fit  Géo- 
métriques foit  Méchaniques  peut  également  s'exprimer  , par  le  rapport  des  portions 
de  l'axe  infiniment  petites  aux  différences  correfpondantes.  Toute  la  différence  entre 
les  courbes  Géométriques  & Méchaniques  efi , que  les  Méchaniques  ne  peuvent  s'ex- 
primer que  par  ce  rapport  , an  lieu  que  les  Géométriques  peuvent  auffi  s'exprimer 
par  le  rapport  des  ordonnées  & des  abfci(Jes. 

• Ainfi  les  lignes  Géométriques  font  celles , dont  i°  les  deux  coordonnées, 
ou  les  abfciflcs  fie  les  ordonnées  correfpondantes  AC,  CD  Fig.  41.  font  Fie  41. 
deux  lignes  droites  finies , qui  fé  rencontrent  en  un  point  C , ou  elles  font 
•un  angle  donné  ACD  ; i°  dont  l’une  des  coordonnées  AC,  commence 
toujours  à un  point  fixe  A , fie  fé  prend  fur  une  feule  ligne  AC  c 5 fie  l'au- 
tre des  coordonnées  C D , cd  cft  toujours  parallèle  à elle-même  : 3°  dont 
l’équation  peut  ne  contenir  , que  deux  inconnues  x , y , qui  expriment  les 
coordonnées  , fie  n’avoir  que  des  tenues  propres  du  calcul  Algébrique  yy  — 
ax.  40  Et  cette  équation  doit  exprimer  le  rapport  de  chaque  point  de  la 
courbe  , dont  elle  eft  l’équation  , à chaque  point  de  la  ligne  droite,  avec 
qui  la  courbe  cft  comparée  : de  forte  que  cette  équation  foit  la  même  pour 
chaque  point  de  la  courbe. 

Les  lignes  Méchaniques  font  celles , dont  i°  les  coordonnées  qui  entrent 
dans  l’équation  , font  des  grandeurs  infiniment  petites , ou  dont  l’une , ou 
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Iis.41.  toutes  les  deux  peuvent  être  des  arcs  de  courbes , ou  dont  ces  coordonnées 
ne  le  rencontrent  point  Se  ne  font  point  d’angle.  i°  Dont  les  ordonnées  y 
peuvent  n’etre  pas  parallèles  entr’cllcs , Se  peuvent  même  partir  toutes  d'un 
l’eul  point.  30  Dont  l’équation  ne  peut  pas  être  exprimée  par  des  termes  du 
foui  calcul  Algébrique  , mais  qui  contient  des  termes  tirez  du  calcul  diffé- 
rentiel. 40  Et  cette  équation  doit  exprimer  le  rapport  de  tous  les  points  de 
la  courbe  , dont  elle  eft  l’équation  différentielle  , à tous  les  points  d’une 
autre  ligne  droite  ou  courbe  ; de  forte  que  cette  équation  loit  la  même 
pour  chaque  point  de  la  courbe. 

y.  L’on  remarque  aufli  que  les  lignes  Géométriques  ne  font  rencontrées 
par  leur  axe  , qu’un  nombre  de  fois  déterminé  ; Se  que  ce  nombre  n’exee- 
dc  jamais  le  nombre  des  racines  de  l’équation  j de  forte  que  fil  inconnue 
monte  au  cube  y ’ , l’axe  ne  rencontrera  la  courbe  pour  le  plus  qu’en  trois 
points  ; il  peut  aulli  la  rencontrer  en  deux  points , ou  en  un  foulement , ou 
même  ne  la  rencontrer  du  tout  point.  Au  lieu  qu’il  y a des  lignes  Mécha- 
niques  tellement  contournées  , que  leur  axe  les  rencontre  en  une  infinité 
de  points  ; &.  comme  chaque  point , où  l'axe  rencontre  une  courbe , donne 
une  nouvelle  racine  de  l’équation  de  cette  courbe  5 il  faudrait  que  l’équa- 
tion de  certaines  courbes  méchaniques  eût  une  infinité  de  racines. 

La  raifon  pourquoi  une  courbe  peut  être  ainfi  figurée  , c’eft  que  toute 
ligne  courbe  tant  les  Géométriques  , que  les  Méchaniques  , ou  bien  ren- 
trent en  elles-mêmes , comme  le  cercle  Se  l’ellipfo  , car  pourfuivez  à les 
décrire  aulfi  long-tcnis  qu’il  W>us  plaira , vous  repaflèrez  toujours  fur  la  ligne 
courbe  déjà  décrite  : ou  bien  s’étendent  à l’infini  , comme  la  parabole  & * 

l’hyperbole  -,  fi  l’on  continue  toujours  à les  décrire.  Ainfi  certaines  lignes 
méchaniques  s’étendent  à l’infini  de  telle  forte  qu’elles  rencontrent  leur  axe 
en  une  infinité  de  points , ou  en  le  touchant , ou  en  le  coupant. 

Pour  éclaircir  tout  ce  qui  a été  expliqué  dans  cette  Sedtion  , il  refte  à 
parler  de  quelques  lignes  foit  Géométriques , foit  Méchaniques. 

• Article  III. 

De  quelques  lignes  Géométriques  Q-  Méchaniques. 

1 . D E la  Conchoïde.  Les  droites  infinies  A P , CB  Ce  coupent  à angles 
droits  au  point  B ; for  AP  l’on  détermine  B A St  BP  -,  autour  du  point  P, 
ri0  ‘tî  qui  s’appelle  Pôle  , l’on  fait  tourner  l’infinie  PA,  de  forte  qu’elle  paflè 
toujours  fur  CB  , qui  s'appelle  Directrice  ou  Réglé  ; & dans  toutes  les 
pofitions , que  PA  peut  avoir  , l’on  coupe  au  deflus  & au  défions  de  CB, 
les  lignes  CD  , ci  égales  à B A 5 la  courbe  qui  joindra  les  points  D , D , cft 
la  Conchoïde  fuperieurc  , & celle  qui  joint  les  d , d , la  Conchoïde  infe- 
rieure. Nicomedc  en  cft  l’inventeur  , & il  s’en  cft  forvi  pour  trouver  deux . 
moyennes  proportionclles. 
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Pour  avoir  l’équation  de  la  Conchoïde  fuperieurc  , du  point  quelconque  flc- 
D de  la  courbe  abbaillèz  DF  perpendiculaire  fur  la  directrice  B C,  & DG 
perpendiculaire  lur  A P , DG  = F B , DF  = G B.  Nommons  AB  , a = 

CD  ; BP  , b ; l’abfoillc  B F , x=  DG  s l’ordonnée  FD  , y = B G j PG 
— PB  -t-  BG  , b -h  y. 

A caule  des  triangles  équiangles  PGD,C  FD  on  a cette  Analogie  PG,b-t- 
y : GD  , x ::  DF,  y : FC,  jff—-  Dans  le  triangle  rectangle  D FC  , CD1 

= Dll  -+-  FC’\  —yj  bi  ////-h  ÿy  2**b  -+-**yy  = 

b byy  -4-  2 by'  y*  - 1-  xxyy  ; y*  -t-  2 b y1  — aayj  -t-  bbyy  -t-  xxyy  — > 

2 x ti  b y — a a b b = o , équation  de  la  Conchoïde  foperieure. 

La  Conchoïde  DAD  elt  une  ligne  Géométrique  , car  / 0 on  la  peut 
concevoir  décrite  par  un  mouvement  continu  , fi  l'on  fiuppolè  que  la  ligne  ‘ 

PA,  ou  PD  pa  lie  toujours  par  le  centre  C du  cercle  DKd  , que  ce  centre 
giilfo  toujours  fur  la  directrice  BC  ,*&  que  la  continuelle  intcrfoction  D 
marque  une  courbe  DADi  a0  le  rapport  de  chaque  point  D de  la  courbe  à 
chaque  point  F de  la  droite  BC  s’exprime  exactement  par  une  équation,' 
qui  eft  la  même  en  tous  les  points  de  la  courbe.  30  La  Conchoïde  DA  D a 
aulfi  les  conditions  des  lignes  Géométriques  marquées  Art.  1.  n.  4.  Les 
abficilles  x commencent  en  B , 8c  Ce  prennent  fur  BC  , en  allant  de  B vers 
K ; & les  abfciifos  — x de  l’autre  côté  en  allant  vers  c -,  les  appliquées  FD 
font  toutes  parallèles  à.  B A.  La  directrice  SC  eft  l’axe  ; & B fon  fommer. 

L’on  aura  l’équation  de  la  Conchoïde  inférieure  dud  , fi  du  point  quel- 
conque d l’on  abaillè  ctg  perpendiculaire  fur  PA,  &c  df  perpendiculaire 
fur  BC  , Bg  = df,  dg  = B f Nommons  Cd  = AB  , x -,  Bf , x — dgt 
df  > J = B g . P g = PB  B g , b ■ y. 

A caufe  des  triangles  fgd  , dfC  équiangles  , P g , b — y.-gd,x::  df, 
y : fC , Et  dans  le  triangle  rectangle  dfC  ,cdx  = Jf1  -*-cfl  > = 

jy  -*•  tbJTbl+y, s a*bb  — mahy-*-  * vy  = bbyy—  *by'  +;*  + 

xxyy  i y*  — 2byl  — aiWy  •+-  b byy  -4-  xxyy  -+-  2 a x b y — a xbb=o, 
équation  de  la  Conchoïde  inferieure  , qui  eft  une  ligne  Géométrique  par 
les  mêmes  raifons , qui  prouvent , que  la  fuperieurc  elt  Géométrique,  puifi. 
que  l’interlêétion  d du  cercle  avec  la  ligne  PC  décrit  la  courbe  dad. 

z.  De  la  Cilfoïde  Fig.  44.  le  demi-cercle  AFB  étant  donné  avec  la  tan  - Fia  44» 
gentc  infinie  B G ; du  point  A vous  tirerez  une  infinité  de  lignes  A G , A g 
jufqucs  à la  tangente  , qui  couperont  toutes  la  circonférence  du  demi- cer- 
cle } coupez  par  tout  A D = F G prilê  depuis  la  circonférence  julqu’à  la 
tangente , Ad  =fg  > joignez  tous  les  points  D , d par  la  courbe  ADd; 
elle  s’appelle  Cilfoïde  , dont  Diodes  elt  l’inventeur.  Si  l’on  donnoit  l’au- 
tre demi-cercle  , l’on  décriroit  l’autre  partie  A K. 

Pour  avoir  l’équation  de  la  Cilfoïde  à un  point  quelconque  D , du  point 
D , tirez  la  perpendiculaire  D C for  AB,  & du  point  F , où  la  ligne  A DG 
coupe  la  circonférence  du  cercle  , la  perpendiculaire  FE  aulfi  lur  AB,  IU 
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Fis-  44*  faut  d'abord  démontrer  que  CA  = E B , par  la  Prop.  i o.  6.  Eucl.  la  ligne 
A B eft  coupée  comme  A G : mais  A G cil  tellement  coupée  que  AD  = 
F G : donc  AC  = E B. 

Maintenant  le  diamètre  A B cft  l’axe  de  la  Cifloide  , A fon  fommet , les 
abfciflès  AC  , A E fê  prennent  fur  l’axe  , les  ordonnées  CD , Ed  font 
parallèles.  Nommons  l’axe  AB,  ai  l’abfciflc  AC  , x = EB,  l’appliquée 
CD, y ; AE=.AB  — EB,  a — x . EF  cft  moyenne  proportioncllc 
entre  AE  , a — x SxEB  ,x:  donc  £~F1  =AE  xE  B , ax  — xx  , Sx  EF 
.=  Vax  — xx- 

Dans  les  triangles  équiangles  ACD  , AEF , AC  , x:  CD, y::  AE  , a 

— x : EF , Vax  — xx  »’  x V âx  — xx  = a y — x y ; Sx  quarrant  les  deux 
membres  } ax'  — x*=aayy — 2 axyy  -+•  xxyy.  Divifbns  tout  par  a — 
x , nous  ferons  x ’ = ayy  — xyy , équation  à la  Cifloide.  L’on  trouvera  la 
même  équation  à chaque  d pris  hors  du  cercle. 

La  Cifloide  paflè  par  le  point  H milieu  de  la  demi-circonferencc  , car 
ayant  tiré  du  centre  c la  ligne  c H , qui  eft  parallèle  à la  baie  Bl  du  trian- 
gle ABl , pareeque  les  angles  en  c Sx.  en  B font  droits  : Nous  aurons  1.  6. 
Eucl.  Ac  : cB::  AH  ; FH.  Mais  Ac  — cB:  donc  A H = Hl.  Et  le 
point  H cft  à la  Cifloide. 

La  Cifloide  cft  une  ligne  Géométrique  par  les  mêmes  raifôns  que  l’on  a 
dit  pour  la  Conclioïdc.  En  particulier  , on  peut  concevoir  qu’elle  eft  pro- 
duite , ainfi  que  M1  Descartes  le  demande , par  des  mouvemens , qui 
s’entre fuivent , & qui  dépendent  les  uns  des  autref.  Le  demi-cercle  A FB 
cft  arreté  lur  un  plan  j cH  cft  une  règle  immobile  arrêtée  au  centrer , Sx 
perpendiculaire  au  diamètre  A B j les  réglés  AF,  Bf  roulent  librement 
autour  des  Pôles  A , B extremitez  du  diamètre  5 Joutes  ces  Pièces  ont  une 
rainure  ouverte.  Un  poinçon  L paflè  dans  les  fentes  des  trois  réglés  A F, 
Bf , cH.  Cf  eft  encore  une  réglé  ouverte  comme  le  refte , qui  gliiîè  lur  la 
régi eAB,  fur  laquelle  elle  cft  toujours  perpendiculaire',  un  autre  poin- 
çon/entre  dans  la  rcglc  CD , la  règle  Bf&i  lAcirconferencc  AfB  -,  ainiî 
le  poinçon  L coule  toujours  dans  la  réglé  cH , & le  poinçon/ dans  la  cir- 
conférence du  demi-cercle.  Maintenant  pouflèz  Cf  de  A vers  B , elle  fera 
avancer  le  poinçon/ dans  la  circonférence  AfB  , Sx  ce  poinçon  élevera  la 
règle  Bf  ; laquelle  fera  mouvoir  le  poinçon  L dans  la  règle  c H , & ce  poin- 
çon L mènera  avec  foi  & élevera  la  réglé  A F.  L’interfeclion  continuelle 
des  règles  Cf,  AF  décrira  la  courbe  ADd  , qui  eft  la  Cifloide. 

Dém.  Au  point  quelconque  D.  Du  point  F ahaiflèz  la  perpendiculaire 
FE  fur  le  diamètre  AB.  Les  triangles  AcL,  BcL  font  égaux,  4.  ï.  Eucl. 
Donc  les  angles  cAL=.  B AF , Sx  cBL  = ABf  font  égaux  ; comme 
aufli  x6.  3.  Eucl.  les  arcs  Af , BF  : donc  les  abfciflès  AC,  BE  feront 
encore  égales.  Nommez  le  diamètre  AB  , a ; AC  , x = EB  ; CD  , y ; 
AE  , = AB  — BE  , a — x ; & j 3.  6.  Eucl.  Ff*  = AE  XEB  =■  ax 

— xx  , Sx  EF  = V ax  — xx» 
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En  fuite  les  perpendiculaires  CD,  EF  font  parallèles,  & les  triangles 
cquianglcs  ACD  , AE F donnent  cette  Analogie  , AC , x : CD  , "y.-.- 
AE  , a — x : EF,  Vax  — xx-‘  d’où  l’on  tirera  comme  un  peu  aupara- 
vant x 1 = »yy  — xyy  équation  à la  Cifloïde.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

3.  De  la  (pirale.  Après  avoir  divifé  le  cercle  ABCD  Fig.  45.  & Ion  Fia 
rayon  <*  A en  autant  de  parties  égales,  comme  ici  en  douze -,  fi  l’on  fuppofe 
que  pendant  que  le  rayon  * A parcourt  des  parties  égales  de  la  circonféren- 
ce en  tems  égaux,  allant  de  A par  B en  C , D , A ; le  point  » du  centre  par- 
court aulfi  en  tems  égaux  des  parties  égales  du  rayon  allant  de  a vers  A 
de  forte  que  quand  le  point  A du  rayon  fora  revenu  en  A d'où  il  e(l  parti, 
le  point  * du  rayon  fe  trouve  auffi  en  A.  Dans  ce  douille  mouvement  le 
point  n décrira  la  fpirale  nbcdA  , qui  s’appelle  la  première  fpiralc  d'Ar- 
chimcde.  La  fécondé  fpirale  Aghi  F fora  décrite  , fi  l’on  fuppofc  de  me- 
me , que  le  point  a,  apres  être  arrivé  en  A continue  de  parcourir  la  partie 
mAFz=nA  du  rayon  prolongé  , tandis  que  le  nouveau  rayon  «F  parcourt 
la  circonférence  concentrique  du  focond  cercle  PGHI , toujours  parties 
égales  en  tems  égaux.  Et  comme  le  rayon  a F peut  être  prolongé  à l’infini, 
l’on  pourra  décrire  une  infinité  de  fpirales,  que  l'on  conlidcrera  comme  une 
foule  continuée. 

On  aura  l’équation  de  la  première  (pirale  au  point  quelconque  c , fi 
l’on  nomme  la  circonférence  du  premier  cercle  donné  ABCD  A , a ; & le 
ravon  donné  nA,  b -,  &:  que  l’on  prenne  l’axe  indéterminé  ABC  , x pour 
une  abfcilTe  -,  & la  droite  corrcfpondante  a c , y pour  une  ordonnée  = m T, 
parccquc  le  rayon  a A étant  arrivé  en  nC  , le  point  6 tombe  fur  le  point  c. 
Maintenant  il  cft  évident , que  comme  toute  la  circonférence  * du  cercle 
parcourue  en  une  minute  par  exemple,  elH  l’arc.  ABC,  x parcouru  en 
une  demie-minute  : de  même  le  rayon  b aufii  parcouru  en  une  minute  cfi: 
à la  partie  a,6  ne  ,y  parcourue  en  une  demie-minute.  Donc  ay  = b x j 
y — L’on  trouvera  la  même  équation  pour  toute  autre  fpirale  Aghi , 
en  nommant  la  circonférence  de  fon  cercle  FGHI  , /»  ; la  droite  AF, 
b i un  arc  quelconque  F G du  cercle  , x -,  ôc  la  portion  corrcfpondante  A n 


du  rayon  = B g , y. 

La  fpirale  elt  une  ligne  méchanique  , parccquc  fos  abfoiflès  x font  des 
arcs  de  cercle  5 fos  ordonnées  nb , ne , nd  partent  toutes  d’un  foui  point, 
& ne  font  pas  par  confcquent  parallèles } les  coordonnées  ABC  , ne  ne  (è 
coupent  point , Se  ne  font  pas  un  angle.  Afin  que  le  rapport  des  abfoiflès 
& des  appliquées  fut  connu  géométriquement , il  faudrait  connaître  cxac. 
tement  le  rapport  des  arcs  de  cercle  à des  lignes  droites  , de  la  circonféren- 
ce au  rayon  ; c’eft-  à-dire,  qu’il  faudrait  avoir  trouvé  la  rectification  delà 
circonférence.  Si  l’on  confidcre  les  (j>irales  , que  1 on  peut  faire  a 1 infini, 
en  prolongeant  nF,  comme  une  foule  fpiralc  , la  même  ligne  a AF,  qui 
eft  comme  l’axe  , la  rencontrera  en  une  infinité  de  points. 


■ff. 
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rie.  4 6.  4.  De  la  Quadratrice.  Etant  donné  le  quart  de  cercle  A B CD  Fig.  46. 

avec  la  tangente  A H.  L’on  fait  tourner  le  rayon  A B autour  du  centre  B Sc 
il  parcourt  en  tems  égaux  parties  égales  de  la  circonférence  ADC  ; tandis 
que  la  droite  A H dclcend  le  long  du  rayon  A B , toujours  parallèle  à elle- 
même  , Sc  parcourant  aufli  en  tems  égaux  parties  égales  du  rayon  : de  forte 
que  le  quart  du  rayon  &le  quart  de  l’arc  ADC  (oient  parcourus  en  même 
tems  , la  moitié  du  rayon  fie  la  moitié  de  l’arc  ADC  aufli  en  même  tems, 
&c.  & que  le  rayon  À B Scia,  droite  AH  tombent  en  même  tems  fur  BC. 
L’intcrlè&ion  continuelle  E , e de  la  ligne  AH  avec  le  rnvon  décrira  la 
courbe  AEF , dont  l'inventeur  eft  Diodes  , & qu’on  a nommé  Quadra- 
trice , pareequ’on  s’en  eft  (ervi  pour  la  quadrature  du  cercle. 

Nous  aurons  l'équation  de  la  quadratrice , en  nommant  le  quart  ADC 
de  la  circonférence  du  cercle  , * j le  rayon  A B,  b-,  car  ces  deux  quantité! 
font  données  } les  abfciflès  A G , Ag,  x ; les  arcs  corrdpondans  du  quart 
de  cercle  AD  , Ad,  y.  Et  l’on  aura  cette  Analogie  , comme  la  circonfe-* 
rence  ADC , a parcourue  en  une  minute,  au  rayon  AB , b aufli  parcouru 
en  une  minute  : de  même  l’arc  AD  ,y  parcouru  en  un  quart  de  minute 
eft  à la  ligne  AG  , x aufli  parcourue  en  un  quart  de  minute  -,  b y — 

y =a-f- 

La  Quadratrice  eft  une  ligne  méchanique  ; parccquc  les  arcs  AD  , Ad 
tiennent  lieu  d’appliquées  j que  les  abfcilks  Sc  les  appliquées  ne  fe  rencon- 
trent qu’au  point  A -,  Sc  que  pour  avoir  le  rapport  exact  des  -v  Sc  des  y , il 
faudrait  connoître  exactement  le  rapport  des  arcs  de  cercle  avec  des 
lignes  droites. 

L’on  pourrait  prendre  les  AG,  A g , at  pour  abfciflès  -,  les  GE,  Ge  z. 
pour  appliquées  5 Sc  nommer  les  E K,  e b,  v,-  puifquc  le  rayon  AB  eft  b 
tout  le  diamètre  du  cercle  ctl'zb-,  ainfl  comme  on  l’a  dit  lôuvent  en  par- 
lant du  cercle  G K1 , g i*  eft  13.  6.  Eucl.  zbx  — Xx,Sc  GE  , z — gk 
■ — EK. , V j b x — xx  — v ; l’on  a donc  à chaque  point  E de  la  quadra- 
trice Lcquation  s t=  — 1/  -+ - V*  b x — xx,  mais  il  y a trois  inconnues , Sc 
deux  arbitraires , avec  lefquclles  je  ne  puis  pas  certainement  décrire  la  qua- 
dratricc  ; car  ayant  déterminé  AG,  x -,  il  ne  m’eft  plus  permis  de  faire 
EH,  v de  la  grandeur  qu’il  me  plaît , mais  elle  doit  être  d’une  certaine 
grandeur , commiion  le  voit  par  la  defeription  de  la  quadratrice. 
rio.47.  5.  La  courbe  ADd  Fig. 47.  fc  décrit  de  cette  manière.  Du  point  B 

comme  centre  l’on  décrit  un  cercle  A CaF,  fur  lequel  on  prend  un  point 
fixe  A ; l’on  tire  les  rayons  BC,  B a l’on  fait  les  CD , cd  moyennes  pro- 
portionclles  entre  les  arcs  AC  , Ac  corrdpondans  , Sc  une  droite  donnée 
h ; l’on  joint  les  points  D , d , d , Sc  la  courbe  ADd  eft  décrite. 

L’on  aura  fon  équation , en  nommant  les  rayons  BC,  Bc  , à ; les  arcs 
AC  , Ac , x s qui  feront  les  abfciflès  } lcS  appliquées  BD,  Bd , y -,  les 
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DC  , de  feront  B C — BD  , Bc  — Bd  , a — y.  Maintenant  par  la  conf- 
truélion  , D~cl  = AC  X h , an  — 2*y->r  y y = hx  , a — y = Vhx , 
y = a — Vhx. 

De  plus  pareeque  après  que  les  AC , Ac  ont  une  fois  parcouru  toute  la 
circonférence , l'on  peut  continuera  les  prendre  , en  regardant  le  point  A 
comme  leur  origine , de  forte  que  les  ablèiilès  foient  toute  la  circonférence 
-+-  AC  , &c  enfuite  deux  fois  toute  la  circpnfercnce  ■+■  AC  , Sc  ainfi  à l'in- 
fini , il  fuit  que  la  courbe  ADd  fait  pluficurs  tours  Se  fo  coupe  en  diffè- 
rens  points. 

• Cette  courbe  cft  méchanique  , pareeque  fos  abfciflès  font  des  arcs  , lés 
ordonnées  partent  d’un  meme  point  B , & ne  font  point  parallèles  entr’el- 
les , & ne  font  aucun  angle  avec  les  abfciflès  corrcfpondantcs  , qu'elles  ne 
rencontrent  pas.  Elle  coupe  auflî  fon  axe  AB  en  plufieurs  points. 

6.  B Mm  Fig.  48.  eftunc  courbe,  dont  AC  eftl'axc  , CM  une  appli-  fl°-  **■ 
quée  , AD  la  tangente  , AC  la  foûtangente.  L’on  appelle  foûtangente 
d’une  courbcla  partie  AC  du  diamètre  prifè  depuis  le  point  C , où  l’ordon- 
née CM,  qui  vient  du  Contact  M , coupe  le  diamètre  , julqu’au  point  A, 
oii  la  tangente  M A , qui  touche  au  point  M , coupe  le  même  diamètre. 

Une  propriété  de  cette  courbe;  c’cft  que  la  foûtangente  cft  toûjours  égale 
à une  ligne  donnée  h.  Menez  em  infiniment  proche  &c  parallèle  à CM , & 
mf  parallèle  Sc  égale  à Ce.  Les  droites  Ce  — mf,  Mf , Sc  l’arc  Mm  font 
infiniment  petits. 

L’on  nomme  C M , y s Mf , dy , c’eft-à-dirc  différence  de  y , pareeque 
c’eft  la  différence  infiniment  petite  , dont  C M , y diffère  de  cm  , y.  Et 
prenant  E pour  l’origine  des  x ; on  aura  Ec  , x ; Ce  ,dx,  c’eft  à dire  diffé- 
rence de  x , pareeque  c’eft  la  différence  infiniment  petite  dont  EC , x dif- 
féré de  E c , x. 

L’arc  Mm  , pareequ’il  cft  infiniment  petit , peut  paflèr  pour  une  ligne 
droite  : ainfi  dans  les  triangles  équiangles  ACM , Mfm  , AC , b:  CM  ,y:: 
mf,  dx  : fM , dy  s y = ~ équation  différentielle  de  la  courbe  B M, 
laquelle  fe  nomme  la  Logarithmique 
rapport  d’un  de  fes  points  quelconquï 
l’axe  ne  peut  s’exprimer , que  par  une 
du  calcul  différentiel. 


. Elle  eft  méchanique  , pareeque  le 
: M avec  le  point  C correfpondant  de 
équation , ou  il  entre  des  termes  tirez 
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SECTION  III. 

De  l' infiniment  invente  pour  trouver  plujteurs  moyennes  proportionelles. 

Et  des  courbes  qui  fe  décrivent  avec  cet  inflrumcnt. 

M.  Descartes. 

VOyez  Fig.  49.  les  lignes  AB,  AD,  AF  Se  femblables  que  je 
fuppofe  avoir  été  décrites  par  l'aide  de  l’inftrument  XTZ, 
qui  eft  compofé  de  plufieurs  réglés  tellement  jointes , que  celle, 
qui  eft  marquée  T Z étant  arrêtée  fur  la  ligne  A N , on  peut  ouvrir  <■ 
& fermer  l’angle  XTZ  -,  Se  que  lorfqu’il  eft  tout  fermé  , les  points 
B , C , D , F , G,  H (ont  tous  affemblez  au  point  A ; mais  qui 
mefure  qu’on  l’ouvre,  la  réglé  qui  eft  jointe  à angles  droits  avec  XT 
au  point  B pouffe  vers  Z la  réglé  CD  , qui  coule  fur  TZ  en  faifànt 
toujours  des  angles  droits  avec  elle  , Se  Si  D pouffe  D E , qui  coule 
tout  de  même  fur  TX  en  demeurant  parallèle  à BC  , DE  poulie 
EF,  EF  pouffe  F G , celle-ci  pouffe  G H.  Et  on  en  peut  concevoir 
une  infinité  d’autres , qui  fe  pouffent  confecutivement  en  même 
façon  , & dont  les  unes  biffent  toujours  les  mêmes  angles  avec  TX, 
Se  les  autres  avec  TZ.  Or  pendant  qu’on  ouvre  ainfi  l’angle  XTZ , 
le  poin{  B décrit  la  ligne  AB,  qui  ell  un  cercle  , Se  les  autres  points 
D,  F , H , où  fe  font  les  interférions  des  autres  Réglés  décrivent 
d’autres  lignes  courbes  A D , AF  , AH , dont  les  dernieres  font  par 
ordre  plus  compofées  que  la  première , Se  celle-ci  plus  que  le  cercle. 
Mais  je  ne  vois  pas , ce  qui  peut  empêcher,  qu’on  ne  conçoive  aulli 
nettement  , Se  auffi  diftinélement  la  defeription  de  cette  première 
que  du  cercle  , ou  du  moins  que  des  Sections  coniques  -,  ni  ce  qui 
peut  em pêcher,  qu’on  ne  conçoive  la  fécondé  , Se  la  troifiéme  Se 
toutes  les  autres , qu’on  peut  décrire  , auffi-bien  que  la  première, 
ni  par  conlequent  qu’on  ne  les  reçoive  toutes  en  même  façon  pour 
fervir  aux  fpeculations  de  Geometrie. 

La  conftniclioif  de  cet  inflrumcnt  eft  aiféc  à comprendre,  comme  auflî  le 
mouvement  de  toutes  ces  réglés , fi  l’on  fait  reflexion  , que  la  première 
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BC  cft  arrêtée  ferme  au  point  B , que  l’on  prend  tel , que  nous  dirons , L.  ’ . 

Part.  i.  Sect.  i.  où  nous  parlerons  encore  de  la  conftruction  & de  l’ufà»e 
de  cet  infiniment.  Nous  nous  contenterons  de  prouver  ici , que  les  courbes 
AD  , AF,  AH , Sec.  que  l’on  conçoit  décrites  par  des  poinçons  appliquez, 
tandis  que  les  réglés  fe  meuvent , aux  points  D , F,  H , ou  la  rc'rie  FA'cfl: 
fucceflivement  coupée  par  les  réglés  CD  , EF,  GH  -,  que  ces  courbes , dis- 
je  , font  Géométriques  , & que  les  demieres  font  plus  compofées  , que  les 
precedentes  , c’efl-à-dirc  , qu’une  des  inconnues  monte  à un  degré  plus 
élevé.  Les  Figures  49.  50.  51.51.  fervirontau  Livre  3.  Ici  ce  ferala  Figu- 
re 5 1.  qui  n’efl  compoféc  que  de  fimples  lignes  , qu’il  faut  confidercr,  & 

1 . L’équation  de  lacourbe  AD  fc  trouvera  ainfi.  Nommons  la  donnée  fi«.  j». 
YA  = Yli  , a ; les  inconnues  YC  , x ; CD  , y -,  YD  , z.  Les  triangles 
YCD , YBC  8.  6.  Eucl.  font  fcmblables  : donc  YD  , s,  „•  YC  , x ::  YC  ^ x : 

Y B , a.  z.  — ~—  YD.  Et  dans  le  triangle  rectangle  YCD  , Yd 1 = 

rc‘  + Cfl‘i  xx  -+-  yy  ; .y4  = aaxx  -f-  »*yy. 

1.  L’équation  de  la  courbe^  F fe  trouvera  de  cette  façon.  Nommons 

Y A = Y B , a ; YE , x ; EF,  y : Y F , z.  Par  la  8 . 6.  Eucl.  les  triangles 

YBC  , YCD  font  fcmblables , comme  aufïï  les  triangles  YCD  , YDE  ; &c 
les  triangles  YDE,  YEF.  Donc  YF,z:  YE  ,x::  YE,  x;  YD  , ^ dans 
les  triangles  YEF , YDE.  &c  YE  , x : YD  , YD  ~ : YC  , dans 
les  triangles  YED  , YCD . Sc  YD  , ^ : YC  , YC  , 4 : Y B , a t 

dans  les  triangles  YCD  , YBC.  Donc  . r.  — = YF. 

Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  YEF,  rFx  = T~E 1 -t-  Ë~FX  , ÿ — 

= xx  -i -yy  , 8c  après  avoir  cubé  les  deux  membres  de  l’équation,  on  trou- 
vera x ' = aux*  ■+■  jaax*  yy  -+-  jaaxxy*  -r-  aay *. 

3.  L’équation  de  la  courbe  AH  fc  trouvera  d’une  fcmblable  maniéré. 

Car  les  triangles  YGH , YFG  font  fcmblables , comme  auffi  les  triangles  * 
YFG,  YEF,  & ainfi  des  autres,  comme  n.  1.  Donc  nommant  Y A — 

Y B , a ; Y G , x ; GH,  y s YH,  z*  ; tous  ces  triangles  fcmblables  donne- 

ront ces  Analogies.  Y H , * .-  Y G , x::  YG  , x : YF , ££  dans  les  triangles 
YGH , YFG  s ScYG,  x:  YF,  ? YF , ? : YE  , £ dans  les  trian- 
gles YFG,  YEF ; & YF,  ~ : YE , YE,£:  YD  , 4 dans  les 

triangles  YE  F , YED  i & YE  , ^ , YD , £ ::  YD  , £ ..  YC  , dans  le, 
triangles  YE  D ; YDC  ; & YD  , ; YC , £ ; YC , g , Yb\  a , dans 

les  triangles  YCD  ; YBC.  Ce  qui  donne  z.  — ^ Ç — y H.  Main- 
tenant dans  le  triangle  rectangle  YGH  , th1  = TG 4 -t-  gh1  , && 

= y'jhr  — xx  -+-yy  , & après  avoir  élevé  les  deux  membres  à la  cinquiè- 
me puiflance  , on  trouvera  x 11 — aax " — 3 aayyx1  — 1 0 aay*  x*  

J 0 aay*  x*  — s aay*  xx  — aay'°  = 0. 
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Fis.  ji.  Les  courbes  A K , AM,  Se c.  croillènt  de  quatre  en  quatre  degrez , & 
font  plus  compofccs  les  unes  que  les  autres  ; elles  font  toutes  géométri- 
ques , parce  qu’on  peut  les  concevoir  décrites  par  des  mouvemens , qui 
dépendent  les  uns  des  autres  ; pareeque  chacun  de  leurs  points  a un  rapport 
à la  droite  Y Z , 6c  que  ce  rapport  peut  s’exprimer  exactement  par  une  équa- 
tion , qui  eft  la  même  en  chacun  de  ces  points,  pareeque  leurs  coordon- 
nées lont  des  lignes  droites  finies , qui  font  un  angle  , 6c  dont  l’une  a un 
point  fixe  pour  origine  6c  s’étend  fur  une  ligne  droite  , l’autre  eft  toujours 
parallèle  à elle-même  ; pareequ’enfin  leur  équation  ne  renferme  que  deux 
inconnues  , 6c  que  des  cxprcfiïons  du  calcul  Algébrique. 

Toutes  ces  courbes  n'ont  pas  feulement  la  portion  AD  , AF,  AH , Sic. 
qui  font  décrites  Fig.  4.9.  jo.  jt.  5 1.  mais  elles  en  ont  encore  une  autre 
toute  fèmblable  de  l’autre  côté , comme  Ad  Fig.  5 1 . Ht  cette  féconde  por- 
tion fc  décrira  de  la  même  maniéré  que  la  première  , fi  l’on  renvcrlè  l’inf- 
trument , de  forte  que  la  réglé  Y Z demeurant  ferme  fur  la  ligne  AN , la 
réglé  Y B {bit  en  Yb , qu’au  point  b on  arrête  ferme  la  règle  BC , que  les 
réglés  fé  chaflént  les  unes  les  autres , tandis  que  l’on  ouvre  l’inftrument , 6c 
que  des  poinçons  s’appliquent  aux  points  D , F , H , 6cc.  , 


' ' ' * j 

SECTION  IV. 

De  la  divi/îon  des  lignes  courbes  en  certains  genres  , de  leur  [implicite , 

dj-  de  leur  defeription .. 

M.  D E S C A R T E S. 


T k pourrais  ici  mettre  plufieurs  autres  moyens  pour  tracer  & con- 
t»tr  I»  J cevoir  des  lignes  courbes  , qui  feraient  de  plus  en  plus  compolees 
par  degrez  à l’infini.  Mais  pour  comprendre  enfemble  toutes  celles, 
qui  font  en  la  nature , & les  diftinguer  par  ordre  en  certains  gen- 
res  3 je  ne  fçache  rien  de  meilleur  , que  de  dire , que  tous  les  points 
unmUu  de  celles  qu’on  peut  nommer  Géométriques , c’eft-à-dire  , qui  tom- 
qui»t  bent  fous  quelque  mefure  précile  & exaéte  , ont  neceflairement 
quelque  rapport  à tous  les  points  d’une  ligne  droite  , qui  peut 
être  exprimé  par  quelque  équation  , en  tous  par  une  même. 

Et  que  lorlque  cette  équationne  monte  que  julques  au  re&angle 
de  deux  quantitez  indéterminées , ou  bien  au  quarré  d’une  même, 
la  ligne  courbe  eft  du  premier  Ôc  plus  lïmple  genre  , dans  lequel  il 
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n’y  a que  le  cercle  , la  parabole  , l'hyperbole  & l’elüpfe , qui  foient 
comprifcs.  Mais  que  lorfque  l'équation  monte  jufqu  a la  'trois  ou 
quatrième  dimenfion  des  deux , ou  de  l’une  des  deux  quantitez 
indéterminées , car  il  en  faut  deux  , pour  expliquer  ici  le  rapport 
d’un  point  à un  autre  , elle  eft  du  fécond  : ôc  que  lorfque  1 équation 
monte  jufques  à la  cinq  ou  fixiéme  dimcnfion  , elle  eft  du  troifié- 
me  ; 8c  ainfi  des  autres  à l’infini. 

Comme  fi  je  veux  favoir  de  quel  genre  eft  la  ligne  EC  Fig.  j 3 . »• 
que  j’imagine  être  décrite  par  l'interfeétion  de  la  réglé  GL , 8c  du 
plan  reétiligne  CNKL  , dont  le  côté  K N eft  indéfiniment  prolon- 
gé vers  C , &c  qui  étant  mû  fur  le  plan  de  deflous  en  ligne  droite, 
c’eft-à-dire  en  telle  forte  que  fon  diamètre  KL  fe  trouve  toujours 
appliqué  fur  quelque  endroit  de  la  ligne  B A prolongée  de  part  8c 
d’autre,  fait  mouvoir  circulairement  cette  réglé  GL  autour  du 
point  G y à caufe  quelle  lui  elt  tellement  jointe  quelle  paffe  tou- 
jours par  le  point  L.  Je  choifis  une  ligne  droite  comme  A B , pour 
rapporter  à fes  divers  points  cous  ceux  de  cette  ligne  courbe  E C ; 

8c  en  cette  ligne  AB  je  choifis  un  point , comme  A , pour  com- 
mencer par  lui  le  calcul.  Je  dis  que  je  choifis  8c  l’un  8c  l’autre  , à 
caufe  qu’il  eft  libre  de  les  prendre  tels  qu’on  veut.  Car  encore  qu’il 
y ait  beaucoup  de  choix  , pour  rendre  l’équation  plus  courte  8c  plus 
ailée  ; coutesfois  en  quelle  façon  qu’on  les  prenne  , on  peut  tou- 
jours faire , que  la  ligne  paroifTe  de  même  genre  , ainfi  qu’il  cil 
aifé  à démontrer. 

Après  cela  prenant  un  point  à diferetion  dans  la  courbe,  comme 
C , fur  lequel  je  fuppofe,  que  l’inftrument,  qui  fertà  la  décrire,  eft 
appliqué , je  tire  de  ce  point  C h ligne  C B parallèle  à G/f , 8c  pour- 
ceque  CB  ôc  AB  font  deux  quantitez  indéterminées  8c  inconnues, 
je  les  nomme  l’une  y , l’autre  x.  Mais  afin  de  trouver  le  rapport  de 
l’une  à l’autre  , je  confidere  auffi  les  quantitez  connues,  qui  déter- 
minent la  defeription  de  cette  ligne  courbe  , comme  G A , que  je 
nomme  *,  KL  que  je  nomme  b , 8c  A JL  parallèle  à GA  que  je  , 
nomme  c.  Puis  je  dis  comme  NL  eft  3.  LK  , ou  c zb , ainfi  CB,  ou 
y 3 eft  à B K , qui  eft  par  confequent  : 8c  BL  eft  7 y — b,.àcAL. 
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cil  x -+-  7 y — b.  De  plus  comme  CB  ell  à LB  , oujy  à 7 y — b. 
ainfi  4 ou  G A ell  à L A ou  x ■+•  ry  — b.  De  fitçon  que  multipliant 
la  fécondé  par  la  troifiéme  , on  produit  *ry  — a b , qui  ell  égal*  à 
xy  ■+■  ryy  — by  qui  fe  produit  en  multipliant  la  première  par  la 
derniere  ; 8c  ainfi  lequation  qu’il  falloir  trouver  cl\yy  = cy  — 
yjy  ■+■  a y — ac.  De  laquelle  on  connoît , que  la  ligne  EC  ell  du 
premier  genre,  comme  en  effet  elle  11’eft  qu'une  Hyperbole. 

Que  li  en  l’inftrument  qui  lert  à la  décrire  on  fait  qu’au  lieu  de 
la  ligne  droite  CNK  , ce  foit  cette  Hyperbole  , ou  quelqu’autre 
ligne  courbe  du  premier  genre , qui  termine  le  plan  CNKLs  l’in- 
tcrfeélion  de  cette  ligne  8c  de  la  réglé  G L décrira  au  lieu  de  l’hyper- 
bole E C , une  autre  ligne  courbe , qui  fera  du  fécond  genre.  Com- 
me Ci  CNK  ell  un  cercle,  dont  L loit  le  centre  , on  décrira  la  pre- 
mière Conchoïde  des  Anciens  s 8c  fi  c’elï  une  Parabole  , dont  le 
tru, diamètre  foit  KB , on  décrira  la  ligne  courbe,  que  j’ai  * tantôt  dit 
Ts'u  1.  ^cre  ^ Prcmiere  , 8c  la  plus  lîmplc  pour  la  quellionde  Pappus  , lorf- 
qu’il  i»’y  a que  cinq  lignes  droites  données  par  polîtion.  Mais  H au 
lieu  d’une  de  ces  lignes  courbes  du  premier  genre  , c’en  ell  une  du 
fécond , qui  termine  le  plan  CNK  L , on  en  décrira  par  Ion  moyen 
une  du  troifiéme  , ou  fi  c’en  ell  une  du  troifiéme  , on  en  décrira 
une  du  quatrième , &:  ainfi  à l’infini , comme  il  ell  fort  aifé  à con- 
noître  par  le  calcul.  Et  en  quelqu’autre  façon  qu’on  imagine  la 
delcription d’une  ligne  epurbe  , pourveu  quelle  foit  du  nombre  de 
celles , que  je  nomme  Géométriques , on  pourra  toujours  trouver 
une  équation  pour  déterminer  tous  fes  points  en  cette  force. 

Au  relie  je  mets  les  lignes  courbes , qui  font  monter  cette  équa- 
tion jufqu’au  quarré  de  quarré  , au  même  genre  que  celles,  qui  ne 
la  font  monter  que  jufques  au  cube  ; & celles  donr  l’équation  mon- 
te au  quarré  de  cube , au  même  genre  que  celles  dont  elle  ne  monte 
qu’au  furfolide  8c  ainfi  des  autres.  Dont  la  raifon  efl,  qu’il  y a réglé 
generale  pour  réduire  au  cube  toutes  les  difiicultez]  , qui  vont  au 
quarré  de  quarré  , 8c  au  furfolide  toutes  celles  qui  vont  au  quarré 
de  cube  , de  façon  qu’on  ne  les  doit  point  ellimer  plus  compofées. 

Mais  il  ell  à remarquer  qu’entre  les  lignes  de  chaque  genre» 
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encore  cjue  la  plupart  foient  également  compofées , en  forte  quel- 
les  peuvent  fervir  à déterminer  les  mêmes  points  } & conftruire  les 
mêmes  Problèmes , il  y en  a toutesfois  auffi  quelques-unes  , qui 
font  plus  (impies , &c  qui  n’ont  pas  tant  d’étendue  en  leur  puiilànce. 
Comme  entre  celles  du  premier  genre , outre  l’Ellipfe , l’Hyperbole 
& la  Parabole  , qui  font  également  compofées , le  cercle  y eft  auflï 
compris  , qui  manifeftement  eft:  plus  (impie.  Et  entre  celles  du 
fécond  genre  , il  y a la  Conchoïde  vulgaire , qui  a fon  origine  du 
cercle, & il  y en  a encore  quelques  autres  , qui  bien  quelles  n’ayent 
pas  tant  d'étendue  que  la  plupart  de  celles  du  même  genre,  ne  peu- 
vent toutesfois  être  miles  dans  le  premier. 

Cette  Section  demande  que  l’on  traite  i . de’la  divifton  des  lignes  courbes 
en  certains  genres,  i.  De  la  l'implicite  plus  ou  moins  grande  des  courbes. 
3 . Des  differentes  maniérés  de  les  décrire. 

• 

Article  I. 

De  la  Divifton  des  lignes  courbes  en  certains  genres. 

i.  V Ous  trouvez  ici  deux  maniérés  de  diftingucr  les  differens  genres  des 
lignes  courbes. 

La  première  par  les  dimenfions  que  les  inconnues  ont  dans  l’équation  de 
la  courbe.  Lorlque  l’équation  d une  courbe  ne  monte  que  julque»  au  rec- 
tangle xy  des  deux  inconnues  , ou  julqu’au  quarre  x x , y y , de  l’une  de  ces 
inconnues  ou  de  toutes  les  deux  , ou  bien  lorlquc  l’équation  contient  ce 
reétangle  & ces  quarrez  ; la  courbe  eft  du  premier  & du  plus  fimple  genre, 
dans  lequel  il  n’y  a que  le  cercle , la  Parabole  , l’Ellipfe  & l’Hyperbole  qui 
fuient  comprifes.  Lorlque  l’équation  monte  à la  troilieme  , ou  quatrième 
dimenfion  des  deux  inconnues  jointes  cnfemble  xy  y , xxy  -,  x 'y  , xxy  y, 
xy  * ;^ou  feparées  x' , y 1 ; x* , y*  -,  quand  meme  il  ne  s’y  trouveroit  qu’u- 
ne feule  de  ces  exprclfions  : la  courbe  eft  du  fecond  genre.  Lorlque  l’équa- 
tion monte  à la  cinquième  ou  fixiéme  dimenfion  des  deux  inconnues  join- 
tes cnfemblexj'4  , xxy*  , x'yy,  x*y  ; xy * , xxy 4 , x'  y'  , x*yy , xs  y ; 
ou  feparées  x'  , y 1 j x‘ , y6  j quand  même  il  ne  s’y  trouveroit  qu’une 
feule  de  ces  exprelfions  , la  courbe  eft  du  troifiéme  genre. 

Et  ainfi  à l’infini  en  prenant  deux  dimenfions  , qui  fe  fuivent , pour 
chaque  genre. 

Deux  courbes  feront  de  differens  genres  , fi  les  inconnues  de  leur  équa- 
tion ne  montent  ni  à la  fecondc  dimenfion  , ni  A la  troifiéme  ou  quatriè- 
me , ni  à la  cinquième  ou  fixiéme , 6c c.  dans  chacune  des  deux  équations. 
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La  féconde  manière  de  diftinguer  les  différons  genres  des  courbes  , que 
QM.  Des  cartes  apporte  pour  raifon  de  la  première  manière  eft  tirée  de 
la  relolution  des  équations  de  ces  courbes.  Lorlqu’il  y a réglé  generale  pour 
réduire  à un  degré  toutes  les  dilficultez  des  équations  d’un  autre  degrc,  les 
courbes  , dont  les  équations  montent  à un  de  ces  degrez  , font  de  même 
genre.  M.  Descartes  dans  fon  troifiéme  Livre  donne  une  metho- 
Uv.}.  de  , * pour  réduire  les  équations  du  quatrième  degré  A une  équation  du 
troifiéme , * * les  équations  du  cinquième  à une  équation  du  fixiéme , *** 
-;;V.5'  & il  allure  que  l’on  n'a  qu’à  fuivre  la  même  voyc  pour  refoudre  tous  les 
**  t.  5.  Problèmes  à l'infini.  Les  courbes  dont  le*  équations  font  du  troifiéme  fie 
quatrième  degré  , font  donc  renfermées  dans  un  foui  degrc , qui  eft  le  pre- 
mier. Celles  dont  les  équations  font  du  cinquième  fie  du  fixiéme , dans  un 
foui , qui  eft  le  focond  ; fie  ainfi  de  fuite  en  comprenant  deux  dimenfions,  ou 
deux  degrez  d’équations  , pour  chaque  degré  de  courbes. 

Deux  courbes  foront  de  diffèrent  genre  , lorlqu’il  n’y  aura  pas  réglé 
generale , lorlque  leurs  équations  montant  chacune  à different  degré  , il 
n’y  aura  pas  une  méthode  pour  réduire  les  difficultez  d’un  degré  à l'autre. 

1.  L’on  peut  encore  divifer  les  lignes  par  rapport  aux  «degrez  fie  dimen. 
fions , où  les  inconnues  de  leur  équation  montent.;  Les  lignes  dans  l’équa- 
tion delquellcs  les  inconnues  n’ont  qu’une  dimenfion , fie  ne  fo  multiplient 
point , font  des  lignes  du  premier  degré  , dans  lequel  il  n’y  a que  la  lio-nc 
droite  , dont  l'équation  eft  y = ^ , ou  y = a.  Les  lignes  dans  l’équauon 
delquclles  les  inconnues , ou  l’une  des  inconnues  montent  à la  féconde 
dimenfion  , y y , xx,xy  , font  des  lignes  du  fécond  degré . qui  comprend 
la  parabole  , le  cercle,  l’ellipfo  , 8c  l’hyperbole.  Les  lignes  dans  l’équation 
delquclles  une  des  inconnues  , ou  toutes  les  deux  ont  trois  dimenfions  y 
y yx , y xx  , x 1 , font  des  lignes  du  troifiéme  degré.  Et  ainfi  de  fuite  à 
l’infini. 

3 . Il  faut  donc  mettre  bien  de  la  différence  entre  les  degrez  6c  les  genres 
des  lignes.  La  ligne  droite  eff  du  premier  degré  , ficn’cft  dans  aucun  gen- 
re : les  lignes  courbes  du  focond  degré  font  du  premier  genre  ; les  courbes 
du  troifiéme  5c  du  quatrième  degré  font  du  focond  genre  ; les  lignes  cour- 
bes du  cinquième  ôc  du  fixiéme  degré  font  du  troifiéme  genre  j fie  aiftfi  de 
fuite  en  mettant  deux  degrez  pour  chaque  genre. 

Article  II. 


Quelles  Lignes  font  les  glus  ftmples. 

1.  OUtrc  ce  que  M.  Descartes  a mis  fur  la  fin  de  cette  Section 
touchant  les  lignes  courbes  les  plus  fimples  , il  en  parle  encore  , Liv.  3. 
Part.  1 . Et  même  il  eft  à remarquer  , dit-il , que  par  les  plus  ftmples  lignes  on 
ne  doit  pas  feulement  entendre  celles , qui  peuvent  être  le  plus  aifement  décrites, 

ni 
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ni  celles  qui  rendent  la  conjlrutfion  on  la  de'monfiration  du  Prollème  plus  facile  ; 
mais  principalement  celles , qui  font  du  plus  fimple  genre  , qui  puijfe  fervir  à déter- 
miner la  quantité' , qui  ejl  cherche'e. 

i.  Il  feroit  naturel  de  croire  , qu’une  ligne  eft  plus  fimple  qu’une  autre  ; 
lorfqu’clle  le  décrit  d’une  maniéré  plus  fimple  qu’elle  : pareeque  la  plus 
fimple  des  lignes , qui  eft  la  droite  , le  décrit  auffi  de  la  façon  La  plus  (im- 
pie le  long  d'une  régla  ; fie  qu’après  la  ligne  droite  , la  circulaire  , qu’on 
décrit  fi  Amplement  avec  le  compas , pailè  pour  la  plus  fimple. 

M.  Descartes  veut  bien  qu’on  appelle  ligne  plus  fimple  , celle  qui 
fé  décrit  le  plus  aifément  ; il  veut  bien  auffi  qu’on  appelle  ligne  plus  fimple, 
celle  qui  fournit  une  conftruéHon  & une  démonftration  plus  facile  d’un  Pro- 
blème : mais  il  veut  qu’on  appelle  principalement  ligne  plus  fimple  , celle 
qui  eft  du  plus  fimple  genre.  Excepté  le  cercle , qui  à caufé  de  fa  deferip- 
tion  très  fimple  pafie  pour  la  plus  fimple  des  quatre  courbes  du  premier  gen- 
re : les  Géomètres  ne  croyent  pas  aujourdhui , qu’une  ligne  courbe  qui  fé 
décrit  plus  aifément , ou  qui  donne  une  conftrucÊion  fie  une  démonftration 
plus  facile  , doive  pour  ces  raifons  être  regardée  comme  plus  fimple  , le 
cercle  étant  toujours  excepté. 

3.  Où  l’on  compare  enlemble  des  courbes  de  difFcrcns  genres  , ou  l’on 
compare  des  courbes  du  même  genre.  S’il  s’agit  de  courtes  de  différons 
genres,  fôit  qu’on- les  confidere  fins  aucun  rapport  au  même  Problème 
qu’elles  peuvent  refoudre  , foit  qu’on  les  confidere  par  rapport  à ce  même 
Problème  ; la  ligne  la  plus  fimple  eft  celle , qui  eft  d’un  genre  plus  fimple  : 
ainfi  les  courbes  du  premier  genre  font  plus  Amples  que  celles  du  fécond, 
celles  du  fécond  plus  Amples  que  celles  du  troifîémc  , Sc  ainfi  de  fuite. 
Nicomcdes  a rcfolu  le  fameux  Problème , par  lequel  on  cherche  deux 
moyennes  proportioncllcs  entre  deux  lignes  données  , en  fé  forvant  de  la 
Conchoïde  , qui  eft  du  quatrième  degré  fie  du  fécond  genre , comme  on  a 
ditSech  2.  Art.3.  n.  1.  M.  Descartes  a donné  la  folution  du  même 
Problème  , L.  3.  Part.  4.  Secl.  2.  Art.  2.  en  fé  férvant  du  cercle  fie  de  la 
parabole , qui  font  du  premier  genre.  Par  rapport  à ce  Problème  la  parabole 
eft  plus  fimple  que  la  conchoïde  : fie  c’eft  dans  ce  féns  que  M.Dhscar. 
tes  veut  que  les  lignes  les  plus  Amples  foient  principalement  celles  , qui 
font  du  plus  fimple  genre , qui  puifîc  férvir  à déterminer  la  quantité  qui 
cjl:  cherchée  , fie  cette  quantité  eft  ici  les  deux  moyennes  proportioncllcs. 
C’eft  pourquoi  quand  meme  la  defeription  de  la  conchoïde  leroit  plus  ailée, 

3ue  celle  de  la  parabole  , Se  que  la  conftruclion  6c  la  démonftration  , que 
orme  la  conchoïde  , feroient  plus  faciles  , que  celles  qui  viennent  de  la 
paraboles  la  parabole  devroit  pourtant  palier  pour  une  ligne  plus  Ample 
que  la  conchoïde. 

4.  Parmi  les  courbes  du  même  genre  M.  Descartes  appelle  les 
plus  Amples  celles  , qui  n’ont  pas  tant  d’étendue  en  leur  puiflànce.  Dans 
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le  fécond  genre  il  y a des  courbes , dont  les  inconnues  ont  trois  dimen- 
sions ; d'autres  dont  les  inconnues  montent  à la  quatrième  dimenfion  5 les 
premières  font  les  plus  (impies , parceque  leurs  puiflànccs  ont  moins  d’éten- 
due. Il  fëmble  auni  qu’une  courbe,  dont  les  deux  inconnues  auroient  quatre 
dimenfions , (croit  moins  (impie  qu’une  autre  courbe  , dont  une  feule  des 
inconnues  (croit  du  quatrième  degré.  Suivant  ce  principe  M.Descar- 
t e s aurait  raifbn  de  dire , que  la  conchoïde  , dans  l’équation  de  laquelle 
une  (cule  inconnue  cft  du  quatrième  degré  , n’a  pas  tant  d’étenduë , que  la 
plupart  de  celles  du  meme  genre  , dans  l’équation  dcfquelles  les  deux 
inconnues  montent  à la  quatrième  puiflànce.  Mais  fuivant  le  même  princi- 
pe il  n’auroit  pas  rai(on  de  dire  au  meme  endroit , ni  que  l’ellipfé  , l’hy- 
perbole , la  parabole  font  également  compofécs , ni  que  le  cercle  eft  mani- 
feflcmcnt  plus  (impie  que  ces  trois  Sections puifque  dans  l’équation 
= px  , il  n’y  a qu’une  des  inconnues  , qui  (oit  du  (econd  degre  , & que 
dans  l'équation  au  cercle  les  deux  inconnues  font  élevées  à la  fécondé  puif- 
fàncc  , de  forte  que  cette  équation y y = tax  — xx  cft  évidemment  aufli 
compo(cc  , que  les  équations  de  l’ellipfé  & de  l’hyperbole  — 2 a x 
xx.  Enfin  * les  Geometres  font  convenus  entr’eux  , que  la  plusfomple  des 
I A tuh  Sellions  coniques  eft  le  cercle  ; apres  le  cercle , la  parabole  eft  la  plus  ftmple  ; l’hypçr- 
y»lc  du  bole  prife  par  rapport  d focs  ajÿmptotes  eft  la  moins  ftmple.  Ainfi  le  rectangle  xy 
scùnces  cft  jugé  moins  (impie  , non  feulement  qu’un  quarré  yy  ; mais  encore  que 
,70,■  les  deux  quarrez  y y , x x , & le  rectangle  2 ax  pris  enfèmble. 

Au  refte  il  ne  faut  pas  être  furpris , que  l’on  diftingue  avec  tant  de  foin 
les  lignes  les  plus  fimplesde  celles  qui  le  font  moins  : puifque  c’eft  un  prin- 
cipe reçu  ordinairement  de  tous  les  Geometres  , qu’il  faut  employer  pour  la 
con (traction  d’un  Problème,  les  lignes  les  plus  (impies  que  l’on  puiflè.  Voyez 
Liv.  3.  Part..i.  Sect.  2. 

Article  III. 

Differentes  maniérés  de  décrire  les  lignes  courbes. 

r,.n.lL  nous  faudra  d’abord  expliquer  ce  qui  regarde  l’hyperbole  de  la  Figure 
53.  faire  voir  enfuite  que  le  même  infiniment , avec  lequel  l’on  a décrit 
cette  hyperbole  , peut  fèrvirà  décrire  des  lignes  de  difïèrens  genres.  Par  là 
il  con(tera  de  ce  que  M.  Descartes  allure  dès  le  commencement  de 
cette  Section  , qu’il  pourrait  donner  pluficurs  moyens  pour  tracer  des  lignes 
courbes,  qui  (broient  de  plus  en  plus  compofécs  par  degrez  à l’infini.  Enfin 
l’on  apportera  quelques  autres  méthodes , pour  décrire  les  lignes  courbes 
f ur  un  plan  ; dont  la  première  fera  celle  , qui  cherche  pluficurs  points  , que 
l’on  joint  par  une  courbe  -,  l’on  a déjà  ébauché  cette  méthode,  Liv.  1. 
Parc.  3.  Sect.  j.  Ait.  2. 

L’inftrumpnt  confiltc  en  trois  choies  , Fig.  53.  la  première  cft  la  ligne 
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ou  réglé  indéfinie  A K arrêtée  ferme  fur  un  plan  ; la  féconde  cfb  la  rode 
indéfinie  GL  cjui  tourne  autour  du  point  ou  pôle  G donné  hors  de  la  ligne 
AK.  La troifieme cft  une  figure  rectiligne , ou  curviligne  B KC  , dont  le 
diamètre  K B glilfe  toujours  fur  la  réglé  AK,&c  qui  eft  mue  par  la  réglé  GL, 
laquelle  en  tournant  paflè  toujours  par  un  point  donné  L de  la  Figure 
B KC  , dont  le  côté  KC  cft  indéfini. 

On  peut  fuppofèr  que  l’ouverture  L cft  dans  le  plan  fèul  CK  L ; fie  dans 
ce  cas  on  doit  fuppoler  la  réglé  G L indefinie  du  côté  de  F , 6c  que  fon 
point  G ne  fort  pas  du  point  G du  plan.  On  peut  aufli  concevoir  que  l’ou- 
verture L eft  commune  au  plan  C K L 6c  à la  réglé  G L , 6c  la  Figure  fem- 
blc  l'indiquer  j 6c  dans  ce  cas  il  faut  fuppofèr  la  réglé  indéfinie  du  côté  de 
G , 6c  au  point  G un  anneau  , dans  lequel  la  rcglc  s’élève  6c  s’abaiflè  libre- 
ment , fuivant  que  le  plan  CK  L s’élève  ou  s’abaiflè  le  long  de  la  ligne  A B. 

$.  I. 

La  courbe  décrite  Figure  s S-  cft  une  Hyperbole. 

i . L Orfquc  la  Figure  BKC  cft  un  angle  rectiligne  , dont  le  côté  KC  eft 
indéfiniment  prolongé  vers  C , l’interfection  continuelle  de  la  ligne  KC 
avec  la  réglé  G L décrit  la  courbe  GCE  , dont  l’équation  cft  ~y  — a b = 
xj  ■+■  tJJ  — h > & multipliant  tout  par  c , 6c  divifant  tout  par  b , yy  = 
a y cy  — — ac.  équation  à l’hyperbole  , car  comme  on  l’enfeigne 

dans  les  lieux  Géométriques  , lorfqu’une  équation  contient  le  quarré  yj 
d’une  feule  des  inconnues , avec  le  plan  xy  des  deux  , le  lieu  eft  à l’hyper- 
bole ôc  par  rapport  à fes  diamètres , 6c  par  rapport  à fes  afymptotcs.  Nous  le 
conftruirons  ici  des  deux  maniérés. 

2.  Commençons  par  la  conftruction  qui  regarde  les  afymptotes.  L’on  Fis-  H* 
peut  ainfi  ordonner  les  termes  ay  -h  cy  — t*»  _ y y — *c  ; multiplier  tout 
par  b , 6c  divifer  par  c , pour  avoir  ^ y •+-  b y — Xy  — hryy  = a b.  Faites 

■*-  b — x — -cy=v,  la  réduite  fèra  vy  — ab. 

Quand  la  réglé  GL  fèra  venue  fur  GA,  Iepoint  L tombera  fur  le  point 
A , le  point  C fur  le  point  N , 6c  le  point  N fur  le  point  £ , donc  E A — 

HL,  c.  Prolongez  AG  en  D , 6c  que  G D foit  égale  à EA  , c.  Par  le 
point D menez  DF  parallèle  à KC,  jufques  à ce  qu’elle  coupe  A K pro- 
longée. La  toute  DA  = AG  -h  GD  , eft  a c. 

Les  triangles  DAF  N LK  font  équiangles  , donc  NL,c:  LK  , b:? 

DA,  a + et  AF  y if  + bs  £c  F K = AF  — AB  — BK  — b — 

* ~c~  ==  F K eft  1 ab/cifle  , dont  CB  , y ne  peut  être  l’appliquée 

correfpondante , foit  pareeque  CB  n’eft  pas  parallèle  à FD  qui  fera  afymp- 
tote  , foit  pareeque  CB  ne  touche  pas  l’abfcillc  F K , fuivant  Liv.  i . Sccl.4. 

Réglé  10.  L’appliquee  doit  donc  être  KC , qui  a ces  deux  conditions. 

C’eft  pourquoi  il  faut^lianger  l’équation  vy  — a b , 6c  à la  place  de  C By 

P ij 
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y , mettre  KC.  Or  puifque  le  triangle  NLK  eft  donné,  fôit  la  railon  du 
côté  LK  au  côté  KN  , comme  b kg.  Deflors ,b: g:  : BK  il:  KC,il=zx 
& polira  y,  vous  aurez  v a , fie  afin  que  l’égalité  fubfifte  dans  l’équation 
vy  — nb  , il  faut  multiplier  lfc  fécond  membre  nb  par  1 , par  laquelle  le 
premier  vy  a été  multiplié  , & la  derniere  réduite  eft  ta  = lAf. 

Regardez  les  lignes  FA , FD  , comme  les  deux  afymptotes  de  l'hyper- 
bole qu’il  faut  décrire  , fur  FD  prenez  FS  =.  ti. , Sc  menez  ST  = b paral- 
lèle à FA  ; 8c  décrivez  , comme  on  l’apprend  dans  les  ScéHons  coniques 
l'hyperbole  GTE , en  la  fàifânt  paflér  par  le  point  donné  T,  & dont  FAt 
FD  foient  les  afymptotes.  Elle  paflera  par  le  point  C Sc  fera  l’hyper- 
bole cherchée. 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  prifé  par  rapport  à fés  afymptotes, 
F K X KC  = FS  x ST , & en  termes  analytiques  vz  = tll.  Mettez  pour 
a fâ  valeur  -,  IL*  = tïl , vy  = nb  ; pourv  fa  valeur  ■+■  b — x — '-y  -, 
vous  aurez  ~y  ■+■  b y — xy  — h-yy  = nb  i multipliez  tout  par  c , diviféz 
par  b , vous  ferez  y y = ny  -+-  cy  — c-~y  — ac  , équation  à conftruire. 

3.  Vous  conftruirez  de  cette  forte  la  même  équation  à l’hyperbole  par 
iio.  h.  rapport  à fés  diamètres  Fig.  54.  Rangez  ainfi  les  termes , y y — ny  — cy 
-4-  c-çy  = — a c , ou  fàifânt  » -4-  c = zd  , yy  — zdy  - 4-  c-~y  = — ne. 
Prenez  y — d^-~z=v,  ou  — y -h  d — = v -4-  d — ^ = y. 

Mettez  cette  valeur  de  y à fâ  place  dans  les  termes  — zdy  -b-  !~y , &L  pour 
y y fa  valeur  vv  -4-  zdv  — ^-4-  dd  — ~ -1-  ~~  j vous  trouverez 


zdv  -itv+dd  — '-Ÿ 
la  réduite  vv  — dd  - 4-  — ~f  = 


C C XX  , 

+ 4S  ’ 
ac  *'  JbY 


cc  x x 


r dx 

i 


vv  — dd- 4-  ne  -,  multipliez  par  4b b , diviféz  parer  j ce  féra  xx  — 

4b  d x 4.  b t> -j  v — 4bb  d d + 4 » b bc  n„  .... ..  îbd _ „„  2 b d 


x = a , =fc  a -4- 


Vd 


Faites  encore  x — aL*  = z , ou  1-j- 
= x , & fubftituez  pour  x , &c  xx  leur  valeur , la 

11  ‘il  tt.  ..  .IL 


1 b b 


b b i-  •v  


4.*  b b 


fécondé  réduite  fé  trouve  aa  = t ■ 
où  le  demi-diametre  eft  V = zb  V*-. 

Faites  comme  n.  i.  AF  = — •!  b , en  mettant  n -4-  c pour  zd. 


FB  eft  FA  — AB  , 


l b d 


— x = z.  Soit  AD  , n -i-  c comme  n.  1.  du 


point  M milieu  de  AD  tirez  MF , AM  fera  jn  -4-  jr  = J.  par  R*  point  M 
menez  l’infinie  Al  H parallèle  à FA  -,  prolongez  B C en  H . MH 
— AB.  x s B H = AM  , \n  -4-  \c  = d.  Les  triangles  F AM , MH  R 
cquianglcs  donneront  cette  analogie  FA , ^ -4-  b : A M , ±n  -4-  ~e::MH , 
x : HR  , = jj  cn  divifant  le  numérateur  & le  dénominateur  par 

n -4-  c.  Vous  aurez  donc  CR  = B H — BC  — HR  , d — y — ‘-A  = v. 
Or  v eft  l’appliquée  de  la  réduite  — y = a a — iA—  , donc  la  ligne 
FR  en  eft  l’abfciflé  & FM  le  diamètre  , fur  lequel  l’abfciflé  z=FB  , n’eft 
pas.  11  faut  donc  tranfporter  FB  en  FR,  Liv.  1.  Scct.  4.  Règle  10* 

Les  trois  points  A , F , M étant  donnez  , les  trois  cotez  du  triangle 
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A FM  font  connus  , auflî  bien  que  la  raifon  du  côté  AF  au  côté  FM  5 que 
ce  loit  comme  b à.fi  les  triangles  FA  M , FBR  étant  femblablcs  , la  rai- 
fon du  côté  F B , au  côté  FR  fera  auflî  comme  b à/  Faites  donc  b .*  /.•  ; 
F B , z : FR  f-f=fs  ff=  e-ff-  i mettez  ff  pour  zx,  dans  l’équation  ±tizy 

— ts  — i"—  j Sc  afin  que  l égalité  demeure  , multipliez  auflî  les  autres 
termes  par  — 8c  la  derniere  réduite  fera  ±lvv= ff — ±±1.  Coupez  FI 

— a/V*  5 prolongez  IF , jufqu'à  ce  que  FQ  Toit  égal  à FI  » lQ_fe ra 

f le  diamètre  , I le  fommet.  Et  pareeque  marque  la  raifon  du  dia- 
mètre au  paramètre  : faites  comme  jff  eft  à cc  : de  même  le  diamètre 
4fV“rd\.  au  paramètre  j V *■  Ayant  le  diamètre  , le  paramétré  , le  fom- 
met , l’angle  IRC  des  appliquées , l’on  peut  décrire  l’hyperbole  GIE  ; elle 
palier  a par  le  point  C. 

Dém.  £R  = £F-t-FA,  zfV^-hfi  IR  — FR  — FI,  f—  */✓*-. 
Par  la  nature  de  l’hyperbole  prile  par  rapport  à fes  diamètres  , comme  le 
diamètre  cil  au  paramètre  , c’efl-à-dire  , */V  ~ : y V~  ::  Q_R  X IR  , ff 

— ±±l:C~Rl,  vv.  +fvv  VaT  = c-f  ffv'±  — 4*cfVp.  Divifez  par  Vf, 

l’équation  fera  -tfvv  — J If — 4*cf  Multipliez  par/,  8c  divifez  par  ce, 
elle  fera  ±ïw=  ff — la  derniere  réduite.  Pour  ff  fubftituez  là  va- 
leur , vous  aurez  Multipliez  encore  par  b b 8c 

& divifez  par  f,  vous  trouverez  y v = zz  — ^7-  , première  rédui- 

te. Mettez  enfin  pour  vv  , le  quarré  de  v =.  — y -*-  d — ^ , & pour  zz 
le  quarré  de  * = — * ■+■  pour  avoir  l’équation  ^12  — îltfj  ■+. 


,bUd 

CC 


1 b b 


5 otez  cc 


i*hxy  ±ï.jL*  .va*  = xx  — 

qui  s’efface  /multipliez  par  cc  , divifez  par  +bb  & à 2 A fubflituez  fa  valeur 
d -4-  c , vous  aurez  y y = tty  ■+•  c y — ff  — & c , équation  qu  il  falloit 

conftruir£ 

4.  M.  Des  ca  r. te  s ajoute  que  quoiqu’on  choififlè  une  autre  ligne 
que  A B , 8c  un  autre  point  que  A , l’on  peut  toujours  faire  , que  la  ligne  Fl0, 
paroifle  du  même  genre.  En  effet  Fig.  j 3.  prenons  la  ligne  GA  pour 
celle  aux  points  de  laquelle  l’on  rapporte  les  points  de  la  courbe  G C E , 8c 
dans  GA  prenons  le  point  G , pour  commencer  par  lui  le  calcul.  Menons 
CH  parallèle  à AB  , 8c CB  parallèle  à GA  , de  même  qu’à  NL;  CB  = 
HA  , CH  = AB.  Nommons  les  données  GA  , tu  KL  , b ; NL  , c i les 
inconnues  CH  — AB  , x : GH , y s 8c  H A = C B zzz  A G GH , n 

y.  Maintenant  à caufe  des  triangles  équiangles  GHC  , G AL  , comme 

auflî  des  triangles  C B K , N LK  s GH , y 1 HC  , x : : G A , & : A L , — » 
&.BLz=AL—BA,a-f-—x;  8c  BK  = BL  -t-  KL,  ‘ff  — x -+-  b. 
L’on  a cncorcNL  , c : LK  , b : • CB  , a — y : B K , ff  x -h  b s 

ex  -+-  bc  = <*b  — by.  Multiplions  tout  par  7 , nous  aurons  bey  — a b y 

acx cxy  by  y — 0.  Equation  à l’Hyperbole  , comme  la  preceden- 

p m 
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ïio.  ».  te.  Nous  la  conftruirons  feulement  par  rapport  à fes  afymptores  fous  cette 
forme  by  — *lï  ■+■  ax  — xy  -+-  tll  = o. 

Prenons  d’abord  a — y = v ,y  — a — v.  Mettons  v pour  a — y dans 
mx  — xy  , l’équation  fc  changera  en  b y — -** x v = °-  En  fuite 

pour  y , y y fubftituons  leur  valeur  * — v , a a — zav  •+■  vv  , l'équation 
fera  ab  — bv  — *-*±  + iis  + ^ + = 0 - 

bv-<rXV  — tiz + Lp'=o  , ab — bv  -4-  XV  — îlî!  Lp  __  g } y v 
-j-  A-~  — h-~-  — xv  = ab.  Faifons  enfin  b ~ — ~ — v — y ; la 
réduite  fera  vz=  a b. 

fi«. jj.  Pour  la  conftruire  Fig.  y y.  je  regarde  la  quantité  c comme  l’unité. 

Il  nous  faut  prolonger  A G en  D , Se  faire  GD  = AE  = NL  ,c,  par  la 
raifon  qui  eft  rapportée  n.  x.  Par  le  point  D menons  D F parallèle  a KC 
jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  AK  prolongée  en  F -,  CB  = HA  ; & AD  = 
j4G  -+-  GD  * # -4 ~ c* 

Comme  n.  x.  l’on  trouvera  AF-~-k-b  j u — a — y — AH  — CB. 
Dans  les  triangles  fêmblablcs  CB  K , NLK  , NL,  c : LK , b::  CB , v : 
B K Ainfi  FK  — FA  — A B — B K , ^ -+-  b — x — tl  = z. 

C’cft  pourquoi  comme  n.  x.  F K , z étant  l’abfciflè  ; CB  , v ne  peut  être 
l’appliquée  , mais  ce  doit  être  K C > dont  on  faura  la  valeur , en  fuppofànt 
la  raifon  de  LK  à JCN  , comme  b à g.  Car  LK  : KN  , ou  b:  g:  ; B K, 
KC  , il=zf  C’cfl  pourquoi  afin  que  l’égalité  vz  = ab  fubfifte , à 
Ja  place  de  v nous  mettrons /,  6c  nous  multiplierons  ab  pari , & la  der- 
nière réduite  fera  fz  = Coupons  donc  FS  = , & menons  ST — 

b parallèle  à AF,  nous  décrirons  l’hyperbole  GTCE  par  le  point  donné 
T , 8c  entre  les  afymptotcs  FA , FD  : elle  paflèra  par  le  point  C , ti  fera  la 
même  GTCE  Fig.  54. 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  prifè  par  rapport  à fès  asymptotes, 
FK  y.  KC  = FSx  ST , fz  = îtl  fubftituez  à /,  à * , à v leurs  valeurs, 
multipliez  par  C , divifez  par  y , vous  aurez  ~ — ex  -+-  bc=zab  — b y 
équation  à conftruire. 

Les  hyperboles  GTCE  Fig.  54.  y y.  font  les  mêmes  : pareeque  i°  dans 
les  deux  figures  par  la  conftruciion  AD  = AD  , l’angle  A = l’angle  A , 
l’angle  D eft  auffi  égal  à l'angle  D , puifque  DF  eft  parallèle  à CK  , 8c  que 
par  confëquent  l’angle  D eft  égal  à l’angle  KCB  ; donc  les  triangles  AFD 
font  égaux  , 8c  l’angle  F des  afymptotcs  eft  le  même.  Dans  les  deux 
Figures  FS  eft  îi , ST  eft  b. 
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§ II. 

Le  meme  infiniment  fiert  à décrire  des  courbes  de  dijficrens  genres . 

C Ommc  M.  Descartes  aflùre  dans  ccttc  Section  , que  quelque 
courbe  qui  Toit  appliquée  à l’inftrumcnt  de  la  Figure  j 3 . 6c  qui  termine  le 
plan  CNKL , l’on  décrira  une  ligne  courbe  d’un  genre  plus  compofcc  d’un 
degré  , que  n’eft  la  courbe  appliquée.  L’on  cherchera  n.  j.  une  formule 
generale  , par  le  moyen  de  laquelle  on  connoîtra  quelle  courbe  eft  produi- 
te par  une  Figure  quelconque  CNKL  appliquée  à l'inftrument  de  la  Figu- 
re 53.  pourveu  que  l’on  lâche  la  nature  ou  l’équation  de  la  Figure  appli- 
quée CNK  L.  L’on  fuppofera  n. z.  3.  que  CNKL  cftun  angle  ; n.  4.  que 
ccttc  Figure  cft  un  cercle  j n.  j.  que  c’eft  une  ellipfe  ; n .6.  que  c’eft  une 
parabole  ; n.  7.  que  c’eft  une  hyperbole. 

Enfuite  n.  8.  9. L’on  appliquera  des  courbes  du  fécond  genre, 

avec  lefquelles  on  décrira  des  courbes  du  troifiéme  , l’on  apportera  enfin 
n.  10.  1 1.  iz.  des  exemples  , où  les  Figures  appliquées  ne  donnent  pas 
des  courbes  d’un  genre  (liftèrent , ou  bien  elles  en  donnent  d’un  genre  plus 
élevé  , que  le  fuivant. 

I. 

On  peut  tellement  appliquer  la  Figure  rectiligne  ou  curviligne  CKc 
Fig.  54.  fur  la  ligne  A K , qu’une  partie  KC  foir  d’un  côté  de  la  ligne  Fn>.s4. 
AK  , l’autre  partie  Kc  de  l’autre  côté.  La  règle  GL  coupera  la  figure 
CKc  en  deux  points  C,  ç , & décrira  en  même  tems  deux  courbes  G CE, 
g ce.  Il  faut  trouver  une  formule  pour  chacune  de  ces  courbes. 

Par  les  points  C , c , quelconques  de  ces  courbes  menez  CB  , cb  parallè- 
les à GA  6c  appliquées  a AF  les  triangles  G AL,  CBL , qui  font  lembla- 
bles,  donneront  la  formule  de  la  courbe  G CE  , 6c  les  triangles  GAL,cbL 
la  formule"  de  la  courbe  g ce. 

Pour  la  courbe  GCE  nommez  les  données  GA,*  ; K L , b les  incon- 
nues AB , xs  CB  , y s K B , z,  ; on  aura  LB  — KB  — KL  , z b s 

AL  AB  -h  BL , x s-  z — b.  Maintenant  G A AL , *•'•+-  z — b:: 

CB  , y : BL  , z — b s az  — yz-=.xy  — by  -f-  *b  , qui  fera,  la  formule 
pour  la  courbe  GCE,  d’où  l’on  tire  z = 

Pour  la  courbette  nommez  Ab  , x ; Kb  , z s L b fera  KL  ■ — Kb, 
j>  — * 1 AL  — Ab  — bL,  x — b->rZi  pour  cb  , on  peut  la  nommer  — 
y , en  confidcrant  que  la  droite  AK  cft  l’axe  des  y , dont  les  -b  y vont  du 
côté  de  G , les  — y du  côté  de  g.  Ou  bien  on  peut  la  nommer  y en 
confidcrant  la  courbe  gee  indépendamment  de  la  première  courbe  GCE. 

Si  l’on  nomme  cb  y — y 5 GA , * : AL  ,x  — ^ + s ::  ci  , — y :bLt 
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T:c  h l — z.;  az  . — y z,  — xy  — by  -t-  ab  , même  formée  que  pour  la  courbe 
G CE  , d’où  l’on  tire  * = 

Si  l’on  nomme  cb  ,-+■  y ; l’on  aura  «c  -\-yz  = — xy  ->rby  -+-  a b , autre 
formule  pour  la  courbe  gcc  , d’où  l’on  tire  z = 

L’on  cherche  enfuite  une  autre  valeur  de  K B , ou  de  Kb  , z,  dans  l’é- 
quation , qui  exprime  la  nature  de  la  figure  CKc  appliquée  à Pinftrument  ; 
l’équation  , que  ces  deux  valeurs  de  z.  comparées  cnfomblc  donnent  , eft 
l’équation  de  La  courbe  , qui  a été  décrite  par  l’interfodion  de  la  règle  G L 
avec  la  ligne  droite  ou  courbe  KC,  ou  K c. 

Les  formules  font  generales,  parccqu’ellcs  font  tirées  des  triangles  G AL, 
CBL  , cbL , que  l’on  aura  toujours  , lorlque  le  diamètre  de  la  figure  C Ne 
gliflera  fur  la  ligne  A K , qui  s’appelle  la  dircdrice  , & que  la  réglé  GL, 
qui  tourne  autour  du  Pôle  G , palîcra  par  un  point  L du  diamètre  , & fera 
mouvoir  la  Figure  CKc , qui  s'appelle  la  Figure  génératrice.  Nous  fuppo. 
forons  donc  dans  la  fuite  , que  les  formules  font  déjà  trouvées. 

I I. 

L’angle  G AF  eft  droit , CKc  eft  un  angle  divifo  en  deux  également 
par  fon  axe  K A , les  points  C , c étant  les  interfodions  de  la  réglé  G L 

des  droites  K C , Kc  -,  les  ordonnées  CB  , cb , qui  doivent  être  parallè- 
les à G A , font  perpendiculaires  à leur  axe.  Par  le  point  donné  L menez 
NLn  parallèle  à ces  ordonnées.  Dans  les  triangles  NLK  , nLK  , LN  = 
L»  , lclquelles  font  connues  à caufe  du  point  donné  L s Nommons  les  c&c  à 
caufo  des  parallèles  CB  , NL  : N L ,c  : LK  , b „•  CB  ,y  : B K , z s z = 
_?  , lieu  à la  ligne  droite. 

Prenons  la  formule,  qui  fort  à la  courbe  G CE  , & la  valeur  de  z,  qui  en 
a été  tirée  , pour  la  comparer  avec  la  valeur  de  z que  l’on  vient  de  trouver; 
l’on  aura  z = XJ  ~ = il , multiplions  tout  par  c , & pr  * — y, 

divifons  par  b nous  trouverons  y y = *y  -+-cy  — — ac.  La  même  équa- 

tion que  l’on  a trouvé  dans  la  Geometrie  de  M.  Descar.' tes  pour 
l’Hyperbole  G CE. 

Les  triangles  nLK  , cbK  équiangles  donnent  , en  fuppolânt  cb  = 
— y , l’analogie  fuivantc  , «L  , c : LK  , b.-:  cb  , — y : bK  , z-,  z = 
* * T~~ h > d’où  l’on  tirera  pour  la  courbe  gcc  l’équation//  = ày — cy 

-+-  '-y-  -f-  a c.  Ainfi  la  courbe  gcc  eft  auflî  une  hyperbole. 

Mais  en  fuppolânt  cb  = -t-/  , l’on  aura  nL  , c : LK  , b::  cb  , +y  : 
bK  , Zj  c z = -*-  by  , z =.  tli2  = ~.x~  qui  eft  la  valeur  de  £ 

trouvée  n.  j.  lorlque  cb  = -*- y , multiplions  tout  par  c & par  /»-+-/; 
divifons  par  b ; &c  nous  trouverons  yy  — — ay-t-cy  — -h  ac  s équa- 
tion de  la  cour  be  gc  e , qui  eft  encore  un  lieu  à l’hyperbole. 

L’hyperbole 
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L’hyperbole  gee  a pour  afymptotes  la  Vigne  f AK  , & la  ligne  dfr  menée 
parallèle  à K c -y  leur  fommet  eft  le  point  f.  On  construira  l’équation  y y — 

— *y  -y-  c y — ac  , qui  fuppofo  cb  = -4-  y , en  fùivant  ce  qui  s’eft 

fliie  $.1.  n.  î. 

L’on  ordonne  ainfi  les  termes  *y  — cy  -t-  -4-  y y = ac  , l’on  divifo 

par  c , 5c  l'on  multiplie  par  b , 5c  l’on  fait  1 — b y -t-  xy  -y.  tll  — ab. 
Soit  *-y  — b -y-  x -y-^-y  = v , donc  vy  — a b. 

O11  coupe  Gd  — EA,  es  5c  Ad  = AG  — Gd , a — c ,5c  ayant  mené 
dfr  parallèle  à Kc  , & prolongé  FA  vers/ ; les  triangles  KLn  , dAf 
èquiangles  , à caufe  des  parallèles  Kn  5c  df , donnent  cette  Analo- 
gie , n L , c : LK  , b : • dA  , a — c : Af,  — — b . L’on  aura  donc  fK 
=fA  -t-  Ab  b K , — b + x -y-L?=v  y qid  doit  être  l’abfciflè , 5c 

Kc  l’appliquée. 

L’on  trouvera  aufïi  Kc  = 1?  = /,  en  fuppofant  la  raifon  du  côté  LK 
au  côté  K n , comme  b à g : 5c  l'équation  vy  — a b fc  réduira  à vs  - 
!i£.  Coupez //=  1£ , & tirez  stz±zb  -,  décrivez  l’hyperbole  g te  par  le 
point  donné  V , & entre  les  afymptotes  /A , fr  ; ellepaflèra  par  le  point  r 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  par  rapport  à les  afymptotes, /K  x Kc 
= fs  X st,  5c  en  termes  analytiques  vs  — tlt.  Subftituez  à/,  à v,  leurs 
valeurs  , multipliez  par  c , divifez  par  b , vous  aurez  y y — ay  -y.  c y 

— -+-  * t j équation  à conftruire. 

L’on  trouverait  auffi  que  l’équation  y y — ay  — cy  + ac  convient 
à l’hyperbole  gee  , en  fuppofant  cb  =.  — y.  Car  l’on  aura  fK  = fA  -y-  Ab 
-hjK  = ‘-  — b-y-x  — i_>=:v,  car  b K eft  — il.  Le  refte  n’cft  pas  fort 

different*  D’ou  il  fait  qu’il  eft  indiffèrent  de  nommer  ch  , -+- y y ou ~ 

puifque  ccs  deux  valeurs  donnent  la  même  courbe  g c e , 5c  qu’elles  ne  font 
chacune  differentes , que  par  le  changement  de  quelques  fi  eues  de  l’éoua 
tiondela  courbe  G CE.  1 

II  L 

Lorfquc  la  figure  NKn  eft  une  feule  ligne  NK  parallèle  à GA  Fig.  <6. 
l’on  décrit  deux  hyperboles  oppofëcs  égales  GCE  ,gce. 

Nommons  GA,  a;  BL  , b = bl  s Ab  , x s AB  , — x s CB  y s cb 
— y.  AL  = AB-y-BL,  — x -y- b y Al  =.  Ab — bl,x b. 

Pour  l’hyperbole  GCE , les  triangles  èquiangles  G AL  , CBL  donnent 
cette  Analogie  GA  a,  AL  , - * + b;  : CB  , y , EL  ,b  , _ x,  + b y 
==  *b  i a l’hvperbole  par  rapport  à fes  afymptotes.  L’on  aurait  pu  tirer  cette 

équation  de  la  formule  de  n.  1.  pour  la  courbe  GCE , az—yZ  — xy 

b y -y- a b.  Car  puifque  Fig.  5 6.  la  ligne  K B , z eft  nulle , le  point  B tom- 
bant fur  le  point  K : il  n’y  a qu’à  effacer  dans  la  formulç  les  termes  , où  z 

.0. 


Digitized  by  Google 


ni  Commentaires  sur  la  Geometrie 

fo  trouve  , fui  vaut  la  règle  1 1 . de  L.  i . Secl.  4.  il  rcfle  xy  — b y •+■  nb 

- = 0 -,  — xy  -h  by  = ab. 

Pour  l’hyperbole  gee  , en  fuppofant  c b , — y , comme  l’on  fait  dans  les 
lieux  Géométriques;  les  triangles  GAI , cbl  équianglcs  donnent  , GA, 
* : Al , x — b ::  cb  , — y : bl , b ; — xy  -+-  b y = *£ . Equation  qui  le 
tirerait  auffi  de  la  formule  de  n.  1.  pour  la  courbe  gee  , lorlque  cb  — — 
y,  a z —y\.  =xy  — by  -h  «b. 

Les  deux  hyperboles  G CE  , gee  , qui  ont  une  même  équation  font  éga- 
les , coupez  À F = b , par  le  point  F menez  FS  parallèle  a GA  ; les  lignes 
FS  , F B font  les  afymptotes  , 8c  leur  fommet  efl  F.  Car  ayant  tiré  FS  = 
a,  SG  = b , 8c  parallèle  à AB  , fi  vous  décrivez  l'hyperbole  GCE  par  le 
point  donné  G 8c  entre  les  afymptotes  FS , F B , elle  paffora  par  le  point  C ; 
8c  fi  vous  décrivez  fon  oppolce  égale  gee  , elle  pâlie ra  par  le  point  c.  L’on 
a FB  = FA  ■+■  AB  , b — x ; Fb  = Ab  — AF,  x — b. 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  prife  par  rapport  à fos  afymptotes, 
F B x BC  = FS  xS  G , b y — xy  = a b . Ft>xbc=FSy,SG,  — xy  h- 
by  — teb  s qui  eft  l’équation  des  hyperboles  GCE  , gee. 

Si  l’on  avoit  fuppolc  c b = ■+■  y , l’équation  aurait  été  xy  — b y — a b, 
qui  conviendrait  parfaitement  à l'hyperbole  gee  ••  mais  cette  équation  n’é- 
tant pas  la  meme  que  celle  de  l’hyperbole  GCE  , l’on  n’auroit  pas  pu 
connoître , que  les  deux  hyperboles  font  égales.  D’où  il  fuit , qu’il  vaut 
mieux  faire  c b — — y,  que  = ■+■  y , lorfqu’il  s’agit  de  conllruire  un  lieu 
géométrique  , dans  lequel  les  deux  courbes  doivent  donner  une  même 
équation. 

I V. 

ÏI8.4!-  Appliquez;!  l 'infiniment  Fig. 43.  le  cercle  Aa,  rmterfeelion  de  la  règle 
'3-  PA , qui  tourne  autour  du  Pôle  P , avec  la  circonférence  du  cercle  dont  le 
centre  eft  toujours  fur  la  directrice  PC,  8c  par  lequel  centre  la  règle  PA 
pafTe  toujours  ; cette  interfèélion  , dis-je  , de  la  règle  8c  delà  circonféren- 
ce décrira  la  Conchoïdc  fupericure  D AD  , 8c  l’inferieure  d a d. 

Le  point  P de  Fig.  43.  efl  le  même  que  le  point  G de  Fig.  33.  le  point 
B de  Fig.  43.  le  même  que  le  point  A de  Fig.  53.  le  point  C de  Fig.  43.  le 
même  que  le  point  L de  Fig:  53.  le  point  K efl  le  même  dans  les  deux 
Figures  ; la  ligne  P P de  Fig.  43.  efl  la  même  que  la  ligne  GA  de  Fig. 33. 
la  ligne  B K de  Fig.43.  efl  la  même  que  la  ligne  AK  de  Fig.  53. 

Or  fiait  que  l’on  décrive  les  deux  Conchoïdes  par  l’interfoclion  de  la  regfe 
P C 8c  de  la  circonférence  du  cercle  A a , comme  on  le  fait  ici  ; foit  qu’on 
les  fuppofo  décrites,  comme  Secl.  1.  Art.  3.  n.  1.  en  prenant  partout  CD, 
» ed  égales  à B A , P a ; il  efl  évident  que  les  équations  de  ces  deux  tourbes 

feront  les  mêmes  , que  l’on  a trouvé  Secl.  1.  Art.  3.  n.  1.  puifque  l’on 
forme  encore  ici  les  memes  triangles  , qui  ont  forvi  en  cet  endroit , où 
l’on  a fait  les  appliquées  DF , df , ; PB  , b s AB  , o.u  KC , a ; KF, 

ou  Kf , 
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Ccft  pourquoi  pour  former  l’équation  de  la  Conchoïde  inferieure  dad, 
en  le  fervant  de  la  formule  s = •ÜZ - , n.  i.  qui  eft  pour  la  courbe 

CEG  Fig.  54.  il  faut  la  fuppofer  * = xy~b“^*‘-  en  mettant  b pour  a , & 
a pour  b.  Enfuitc  l’on  cherchera  la  valeur  de  ~ dans  l’équation  au  cercle 
DKd  , dans  le  triangle  rectangle  dfC , dont  le  côté  df =y  ; C d , * ; c f 
• — Ef  KC , z — a ; cd  ——  dfl-+-  çfl , a a ■=.  yj  -t-  z z — 2 az  • 

aa  ; d’où  l’on  tire  * = * ■+■  V a a — y y — — y/JTZTZZ  — 

_ ' b — y — = £z_— • L.  on  quarrera 

. ce  qui  donnera  *a—yy  = s aabb  — 

2 aaby  + aayy  — bbyy  -f-  2by'  —y*  =xxyy,  y*  — 2by'  — aay y 
-+■  bbyy  .y  xyy  ■+-  2 a a b y — an  b b — 0.  Equation  cherchée  de  la  Con- 
choïde dad,  qui  eft  du  quatrième  degré  8c  du  fécond  genre  , telle  qu’on 
l’a  trouvée  , Sect.  z.  Art.  3.  n.  1.  1 

Venons  à la  Conchoïde  fupericurc  DAD , pour  laquelle  on  le  lêrvira'de 

la  formule  — n.  1 . en  fuppofânt  DF  = -\-y  j C F = KC 

K F > a — ~ j la  valeur  de  z tirée  du  cercle,  ou  du  triangle  rectangle  CFD 
iera  encore  a ==a  _ yy  — , ce  qui  donnera 

y/**—  yy  — rH  — yy  = bb+x*hry-„  & enfin  y*  + 2by>  _ 

a nyy  -+-  bbyy  -+-  x xyy  — 2 aaby  — aab  b = 0.  Equation  de  la  Con- 
choïde DAD  différente  en  quelques  lignes  de  l’équation  de  la  Con- 
choïde dad. 

Mais  les  équations  des  deux  Conchoïdes  feraient  entièrement  les  mêmes, 
fi  l’on  fuppofoit  DF  — — y.  D’où  il  luit  que  lorfquc  l’on  louhaitc  de  dif- 
tinguer  ces  deux  courbes  par  leurs  équations  ; il  faut  nomilïer  •+■  y les  ap- 
pliquées des  deux , qui  le  terminent  à l’axe  commun  B K. 

V. 

Au  lieu  du  cercle  Figure  43.  appliquez  uncEllipfe,  dont  un  diamètre  Fi« 
foit  toujours  fur  la  directrice  B K , 8c  par  le  centre  de  laquelle  la  rc»Ic  PC  ' 
plie  toujours  la  double  interlcction  de  la  réglé  PC  8c  de  la  circonférence  de 
î’Ellipfe  , décrira  une  double  Conchoïde  Elliptique  dont  l’équation  com- 
mune en  fuppolânt  DF,  df,  — y , fé  trouvera  de  cette  forte. 

Nommons  le  diamètre  del’Elliplè’a/*  =d  -,  les  abfciflès  KF,  K f,  z -, 
l’équation  à 1 Ellipfe  f yy  = 2 az  — zz  , d’où  l’on  conclurra  que  z—'a 

■+■  ^ **  — ~f>y  — ~y  - » & après  avoir  opéré  comme  n.  4.  pour  le 

cercle , multipliez  tout  par  /> , divilêz  par  d , mettez  pour  d fa  valeur  vous 

aurez  y*  — 2by  ’ — \*fyy  -+-  bbyy  -+■  r—xxyy  -+-  abpy  i. 

abbp  = 0, 

De  meme,  étant  D F,  +y,  l’on  trouvera  que  l’équation  de  la  Conchoïde 

Q-ÿ 
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Elliptique  fuperieure  DAD  c y*  -t-  2 b y 1 — ÿ apyy  ■+■  b byy  -+■  JL 
xxyy  — abpy  — j a b bp  — 0.  Toutes  ces  équations  marquent  que  les 
Conchoïdcs  Elliptiques  font  du  quatrième  degré  St  du  fécond  genre. 


^ * Lorfqu’on  appliquera  Fig.  57.  une  Parabole  CK  O , de  forte  que  le  dia- 
I8' î7'  metre  K B coule  fur  la  directrice  A K , & que  la  réglé  GL  pâlie  toujours 
par  le  point  L de  ce  diamètre  j la  double  interfocHon  de  la  règle  GL  & de 
la  ligne  parabolique  aux  points  C , O , décrira  deux  courbes  GCE , OIN. 

L’on  voit  que  , lorlque  la  parabole  cil  prifo  au  deflus  de  GA  , l’on  a 
pour  la  courbe  GCE  les  triangles  lémblablcs  G MC  , G AL  -,  St  pour  la 
courbe  OIN  les  triangles  G AL,  LbO : Se  lorlque  la  parabole  eft  prifo  au 
delfous  de  GA,  l’on  a les  triangles  Gmc  , GAI  pour  la  courbe  GCE  , Se 
les  triangles  GAI , bln  pour  la  courbe  O In.  Ainfi  l’on  peut  fo  fcrvir  des 
formules  de  n.  r. 

Nommons  KL  , b j les  coupées  if  B , i b , z ; le  paramétré  de  la  para- 
bole p ; nous  aurons  par  la  nature  de  la  parabole  p z — yy  pour  fon  équa- 
tion au  point  C > z z=  Il  = ïlALlt  ; ayy  — y i — pxy  — bpy  -+- 
a bp  : y * — ayy  — bpy  -h pxy  4-abp  — 0 . équation  de  la  Conchoïde  pa. 
rabolique  GCE , au  point  C.  L’on  trouvera  la  même  au  point  c. 

Ce  fora  encore  la  même  équation  pour  la  Conchoïde  parabolique  O In 
en  lùppolànt  bO  — — y ; mais  en  la  pofànt  -t-  y ; l’on  aura  z = yJL  — 
~ * y-± : y ' -4- ayy  — bpy  4- pxy — abp  — o.  pour  les  points  O , 
».  Ainfi  les  deux  Conchoïdcs  paraboliques  GCE  , O In  font  du  troifiéme 
degré  8t  du  fécond  genre." 

VIL 

\ 

Si  l’on  applique  une  hyperbole  , dont  le  diamètre  K B gliflé  fur  la  direc- 
trice A K , l’on  décrira  deux  Conchoïdcs  hyperboliques  , qui  feront  allez 
femblables  aux  paraboliques.  Menons  le  diamètre  déterminé  de  l’Hyper- 
bole 2 a , fon  équation  , comme  on  a vu  dans  les  lieux  Géométriques 
cft  fyy  = 2 a z -4-  zz,  lorlque  les  z commencent  au  fommet  K. 


D’où  l’on  tire  z = — a -t-  an  -+-  a-yy  = -y  /J?*"  n*  *•  pour  la 

courbe  GCE,-  Va*  ■+•  fyy  = “-j’+ïlph  + rt.  Quartons  les  deux 
membres , & après  avoir  ôté  les  termes  qui  s’effacent , l’on  a £ y*  — üif  y 
— 2 abyy  — bbyy  4-  2 axyy  ■+■  2 b xyy  — x x yy  4-  4 »a  by  4- 
2 abby  — 2aaxy  — 2abxy  — a/»* b — aabb  = o.  L’on  trouvera  la 
même  équation  pour  la  Conchoïde  Hyperbolique  O In , en  pofant  O b =. 
— y.  Ainfi  ces  deux  Conchoïdcs  font  du  quatrième  degré  Se  du  fécond 
genre. 


x y — b y + ab 
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L’équation  de  la  féconde  parabole  cubique  Fie.  j8.  eft  yi pzz , c’eft- 
à dire  que  le  cube  y * de  l’ordonnce  CB  , -b  y eftégal  au  folide  parallèle, 
pipede p z, g,  fur  le  paramètre  KP  , p , & le  quarré  de  l’abfciflê KB  , zs 
ou  K. b, — s „•  fes deux  portions  KC , Kc  font  du  même  côté  du  dia- 
mètre K B.  • 

Qu’une  de  ces  portions , comme  K C foit  appliquée  fur  la  directrice  AB 
comme  la  portion  KC  de  la  parabole  quarrée  CKO  Fig.  57.  y cft  appli- 
quée ; l’on  décrira  une  courbe  , qui  rcilèmblera  à GC  E. 

Au  point  C delà  parabole  cubique  KC  , l’on  aura  l’équation  y ' = pzz  ; 

► _ ,,/r  __  xy~by  + »t  ~ y r ■ 


0.5t. 


xxy^  — ibxy  y*-t-  z a b x y -t-  b b y y — 2 abby-t- 


n.  1 . Quarrcz  les  deux  membres , vous  térez  il 

t 1 1 1 • $ n 


%b  b 


n — z*y  -t-'yy , d ’où  l’on  tire  cette  équa - 

tion  de  la  courbe  GCE  , qui  fera  du  cinquième  dc*ré  & du  troifiéme  "Cn- 
rcy'—  2ay*  - 1-  aay'  — bbpyy  -+-  2 bpxyy  — px  xyy  + 2abbp^  — 
zabpxy  — aabbp  = 0, 

1 X’ 

La  ligne  KM  Fig.  jp.  étant  donnée  de  grandeur  , il  faut  décrire  une 
» courbe  C K telle  que  le  quarré  de  l’abfcifïè  KB  -h  le  quarré  de  KM  foicnr  F c 
au  quarré  de  l’abfciffc  K B : comme  la  donnée  KM  cft  à l’ ordonnée  cor-  57!' 
refpondantc  CB.  Nommons  K M , c-,  KB  , z:  BC  , y ; l’on  aura  la  pro- 
portion kb'  -bKM1  +a:  o‘,  KM  , c : CB  ,y,  cey 

-) - zzy=i  czz  5 czz  — zzy  — cey  j z — cc * j / SLL, 

Appliquons  cette  courbe,' de  forte  que  fon  diamètre  K B fait  fur  la 
directrice  K A Fig.  57.  & que  la  règle  G L paflè  par  le  point  L.  On  deman- 
de l’équation  de  la  courbe  , qui  le  décrira  par  l’intcrfeclion  continuelle  de 
la  règle  GL  , & de  la  courbe  KC. 

t « 1 . 


xy  — by  - 1-  a b 


11.  I. 


Comparons  les  deux  valeurs  de  z =.  a — 

Quarrons  les  deux  membres  . ccy  = xxyy  ~ *ixyy  *»bXy  + bbyy  _ 

2 ab  by  -t-  aabb  (~y,  aa~  z a y h-  y y 

. ; a»  cey  — 2accyy  -bccy  zzcxxyy — 2bexyy  -+-  2 abexy 

-+•  bbcyy  — 2 » b b cy  -b  aabb  c — x xy'  -b  2 bxy'  — 2abxyy  — bby* 

2 abbyy  aab  byy.  Equation  à la  nouvelle  courbe  décrite , qui  fera  du 
troifiéme  genre , puifqu’un  de  fes  termes  eft  xxy'-,  & la  courbe  Généra- 
trice K C etoit  du  fécond  à cauic  du  terme  * zy. 

X. 

La  première  Parabole  cubiqucKC  Fig.  60.  eft  tellç , que  le  cube  de  I’ap-  Fic. 
pliquee  CB  , y cft  égal  au  folide  fous  l’abfciflc  corrcfpondante  K B , s jS7* 
& fous  le  quarré  du  paramètre  KM,  J.  Ainfi  fon  équation  eft  y 1 = d d a. 


* = Et  cette  parabole  cft  du  fécond  genre. 


Q.  iij 
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Lorlque  ccttc  courbe  fera  appliquée  , de  forte  que  fon  diamètre  K B 
foit  fur  la  directrice  K A Fig.  57.  fie  que  la  règle  GL  pallè  toujours  par  le 
lis.  >7-  point  L.  On  aura  l’équation  de  la  courbe  décrite  en  prenant  z — LÎ.  = 
xy  jALT— _ jqui  donne  «7  ' — y 4 =zz  ddxy  — bddy  -y-  abdd.y 4 — « 7 ' 

-t-  <Lv  * — b d d y -h  a b dd  =z  0 . qui  fait  voir  que  la  courbe  nouvelle- 
ment décrite  eft  du  lècond  genre  , comme  la  parabole  cubique. 

La  courbe  nouvelle  ne  fera  pas  non  plu»  d'un  genre  plus  élevé  , que 
celui  de  là  génératrice  dans  la  parabole  du  cinquième  degré  , dont  l’équa- 
tion elt  y ' — d*  z j ni  dans  celle  du  feptiéme  , dont  l’équation  eft 

y 7 d Z j fiCC. 

X I. 

fn.ri.  Appliquons  le  diamètre  K A de  la  parabole  ordinaire  K C , Si  que  la  réglé 
GL  pallè  par  le  lbmme%/C.  La  courbe  GCE  , qui  lèra  décrite  par  I’inter- 
lèction  de  la  règle  G L fie  de  la  ligne  parabolique  C K , lcra  une  parabole  j 
du  même  genre  Si  du  même  degré  que  là  génératrice. 

Soit  le  paramétré  de  la  parabole  KC , p ; la  coupée  KB  , z » l’équation 
à ccttc  parabole  lcra  yy  = p z,  z = Lü.  De  la  formule  de  n.  1 . Âk 

. il  faut  retrancher  les  termes  où  b le  trouve,  parceque  la  ligne  KL  des  autres  # 
Figures , eft  ici  nulle  , la  valeur  de  z fera  donc  -iL  = yJ.  -,  pxy  — »yy 
— y'  ! y y — ay  — — Px‘  Equation  à la  parabole. 

X I I. 

Fie  ifi  Ea  courbe  KD  , Fig.  62.  eft  une  parabole  quarrée  , dont  le  paramétré 
eft  K P , p > K B une  ablciflè , z:  BD  , une  appliquée  , v ; Ion  équation 
fera  donc  w = pz  j v = Vpz.  L’on  forme  la  courbe  K CF  autour  du 
même  diamètre  KB  , en  prenant  pour  chacune  de  lès  appliquées  BC  ,y, 
moyenne  proportioncllc  entre  la  coupée  K B Si  l’ordonnée  correfpondante 
BD,  de  la  parabole  KD.  Ainfi  l’on  a cette  proportion  K B , z : B C ,y  : : 
BC  y y : BD  , v = Vpziyy  = z^  pz  ; y*  = pz* , parabole  du  quatriè- 
me degré  5 Si  z — 

Que  le  diamètre  K B de  la  parabole  KCF  foit  appliqué  fur  la  directrice 
K A Fig.  57.  8c  que  la  règle  GL  pallè  par  le  point  L du  diamètre  K B. 
L’intcrlècVion  de  la  règle  Si  de  la  courbe  KCF  décrira  une  nouvelle  cour- 
be , pour  laquelle  on  aura  z = y'L  = fr  ; cubez  lcsdeuxmem- 

bres.  Multipliez  enfuitc  par  p,  fie  par  /»’  — jtiay-y-  jayy  — y1.  L’é- 
quation lèra  *'y*  — a3»«y'  ■+■  J*y*  — y1  — Px'y'  — îbpxxy 3 -+- 
jabpxxyy-y-  jbbpxy'  — 6abbpxyy-y-  }a<ibbpxy  — b,py,-y-  jâb* 
pyy  — jaab'py  -y-  a'  b1  p.  La  courbe  K CF  eft  du  lèptiéme  degré  à caulè 
de  y7  Si  du  quatrième  genre , quoique  là  génératrice  KCF  foit  du  quatriè- 
me degré  fie  du  lècond  genre. 
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Le  même  arrivera  à une  parabole  du  fixiéinc  degré  y*  = pz, 5 , à 

ec  Rrr. 
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§ 3- 


Méthode  pour  décrire  une  Courbe  en  cherchant  plusieurs  de  fes  points. 


L Es  Règles,  que  l'on  donne  ici  , pour  trouver  autant  que  l’on  veut  de 
points , qui  étant  joints  enfèmble  compofènt  la  courbe  , dont  on  a l’équa- 
tion j ne  regardent  que  les  équations  , dont  au  moins  y ne  des  inconnues 
ne  monte  qu’au  fécond  degré  > 8c  lorfque  l’on  n’a  befoin  que  de  la  Géomé- 
trie ordinaire  , ou  de  la  refolution  des  Problèmes  plans  , qui  demandent 
tout  au  plus  l’extradion  de  la  racine  quarrée.  Mais  quand  une  des  incon- 
nus , ou  toutes  les  deux  font  élevées  jufqu’au  cube  , quarté  de  quarré  , 8c 
plus  haut  ; il  faut  refoudre?  des  Problèmes  folides  , dont  il  fera  parlé  dans 
le  troifiéme  Livre  de  cette  Geometrie.  L’on  donnera  les  réglés  pour  décrire 
ces  fortes  de  courbes  , L.  3.  Part.  4.  Secl.  2.  Art.  y. 

Ainfî  la  méthode  pour  décrire  les  lignes  courbes  en  cherchant  plufieurs 
de  leurs  points  cfb  generale.  Ici  nous  apporterons  quelques  «exemples  pour 
rendre  les  réglés  plus  intelligibles. 

Il  faut  obfèrvcr  que  cette  forte  de  defeription  n’cft  pas  Géométrique, 
car  les  courbes  géométriques  doivent  fè  décrire  par  des  mouvemens  con- 
tinus. Et  à proprement  parler , nous  n’avons  point  les  courbes  tracées  par 
plufieurs  points  trouvez  : mais  nous  les  fuppofons  décrites  exactement , 8c 
nous  confiderons  les  proprietez  , qui  conviennent  à de  telles  courbes  exac- 
tement décrites. 

J’ai  dit , qu’on  n’a  pas  les  courbes  , parccquc  les  points  , dont  on  con- 
çoit qu’une  courbe  eft  compofée , font  infinis  > il  ne  fi  donc  pas  poffible  de 
les  trouver  tous. 

. Réglé  I. 


I L faut  par  le  moyen  de  l’équation  à une  courbe , trouver  autant  que  l’on 
voudra  de  différera  points , qui  étant  joints  donnent  la  courbe , à qui  cette 
équation  convient.  L’équation  des  lignes  géométriques  contient  deux  in- 
connues , x &cy  i dont  x reprefente  les  abfciflés , qui  partent  toutes  d’un 
même  point  8c  s’étAdent  fur  une  feule  ligne  droite  -,  les  j font  les  ordon- 
nées , qui  font  parallèles  entr’clles. 

L’on  détermine  d’abord  l’angle  , que  l’on  veut , que  les  inconnues  fàflênt 
entr 'elles,  8c  l’on  tire  Fig.  6 3.  les  droites  AB,  AG  , qui  fè  coupent  au r‘c- 
point  A , de  forte  que  l’angle  G AB  foit  celui  des  inconnues. 

L’on  prend  enfuitc  le  point  A pour  l’origine  des  x , la  ligne  AB  pour 
celle , fur  laquelle  les  x feront  ; la  partie  A B pour  les  valeurs  pofitives  de 
x , de  forte  que  les  h-  x aillent  de  A vers  B * la  partie  A P par  confcquent 
pour  les  valeurs  négatives  de  x , qui  iront  de  A vers  F, 
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Quoique  les  ordonnées  y doivent  être  feparées , puifqu’elles  lont  paral- 
lèles , on  commence  pourtant  par  les  prendre  fur  la  ligne  A G , en  regardant 
le  point  A coirtmc  leur  origine  ; 5 i l’on  détermine  que  les  valeurs  vrayes 
y s’étendront  de  A vers  G , Si  les  faufles  — y de  A vers  L.  Ainfi  le  point 
A eft  l’origine  commune  des  x & des  y.  Mais  quand  on  connoîtra  Si  la 
grandeur  d'une  y , &c  le  point  de  la  ligne  AB , où  elle  doit  être  appliquée, 
on  la  mènera  égale  Si  parallèle  à la  ligne  » qui  exprime  fa  valeur  lur  la 
ligne  A G. 

Réglé  II. 

0 N cherche  une  des  inconnues  , Si  l’on  détermine  l’autre , c’cft-à-dirc, 
qu’on  lui  alfigne  une  grandeur  connue.  Lorlque  les  inconnues  x , y font 
élevées  A diffèrens  degrez  , comme  dans  J’équation y ‘ — 2 myy  — ma. y 
-+-  2 a*  = mxy  s l’on  cherche  .v  qui  eft  la  moins  élevée  , Si  l’on  déter- 
mine j qui  a une  plus  haute  dimenfion  ; & l’on  fait  cette  égalité  x = 

1 ’ - myy  — 2a'  , dans  laquelle  x que  l'on  cherche  eft:  foule  d’un  côté, 

Si  tous  les  autres  termes  font  de  l’autre.  Lorlque  les  inconnues  font  élevées 
au  même  degré  , comme  dans  y y = 2 ax  xx  ; l’on  peut  chercher  Si 

déterminer  celle  que  l’on  veut.  Ici  pourtant  il  vaut  mieux  chercher^  que 
x , parccquc  l’équation  en  fora  plus  limple  , car  fi  l’on  cherche  y , l’équa- 
tion , où  elle  fera  foule  d’un  coté  , eft  et  y = 7*x  -h  xü  , qui  fe  For- 

me de  la  propofee  y y = 20.x  ■+■  xx  , en  extrayant  la  racine  quarrée  des 
deux  membres  , or  y y a pour  racine  quarrée  non  feulement  -+-  y , mais 
encore  — y , au  lieu  que  , fi  c’cft  x que  l’on  cherche  , l’équation  fera  x 

— — a -h  V aa  -h~yy  > clu*  Fc  forme  de  la  propoféc  xx  -h  2 ax  —y y , ou 
de  .v*  -+■  2 ax  ■+•  a a = a a -4-  y y , dont  la  racine  pofitivc  eft  x ■+•  a = 

V œa  -*-y  y , x = — a -+-  V a a + y y 5 Si  la  négative  — x — a =. 

V a a -*-  y y , x =.  — a — V a a y y 

L’inconnue , que  l’on  détermine,  peut  être  égalée  à une  grandeur  connue 
quelconque.  Pour  l’équation  ,v  = ? ?.*yy  ~ If  l’on  peut  faire  y 

— h , Si  l’équation  fe  change  en  celle-ci , a'  = 'b  ' ~ 2.ab  b~ 

Mais  l’operation  devient  plus  facile  , fi  l’on  détermine  l’inconnue  à être 
une  partie  aliquote  , ou  un  multiple  de  la  grandeur  connue  de  l’équation, 
lorlque  l’équation  n’en  renferme  qu’une  de  connue  j «u  fi  elle  en  contient 
pluficurs  , à celle  que  l’on  voudra , plutôt  cependant  à celle , que  l’on  prend 
pour  l’unité  qu’à  une  autre.  Soit^  = y a , l'équation  x — y'..~..2.*yy  ~ M*y 

’ devient  celle-ci  .v  = ~ 1 **’■- - f * 1 — ja.  Soit  y = 

l’on  fera  x — 7 « ‘ — 7 « ' -7"'  + J \ *. 

L’inconnuë  que  l’on  cherche  demeure  inconnue  , l’inconnuë  que  l’on 

détermine 
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détermine  devient  connue.  Ainfi  le  Problème  qui  étoit  indéterminé, 
devient  déterminé  dans  chaque  operation  , où  l’on  a digne  une  nouvelle 
valeur  à une  des  inconnues.  Chaque  operation  à caufe  de  ces  dificrentcs 
valeurs  découvre  un  point  different  de  la  courbe. 

Réglé  III. 

O N divile  la  ligne , fur  laquelle  I’inconnuë  , qu’on  détermine , le  prend, 
en  plufieurs  parties  égales  les  unes  à l’unité  , les  autres  à les  parties,  & à lès 
multiples  , &c  cela  des  deux  cotez  du'point  qui  cil  le  commencement  des 
inconnues  j comme  Fig.  63.  Si  c’eft^  que  l’on  détermine , & qui  le  prenne 
fur  la  ligne  AG  , l’on  prendra  AE  = * qui  ell  l’unité  = EG  = GH  = 

AI  — IL  -,  AM  = = A * ; AD  = — Af , &c.  Plus  on  veut  trou- 

ver de  points  de  la  courbe  qu’il  faut  décrire , plus  grand  doit  être  le  nom- 
bre de  ces  divilions  , puilque  chacune  donne  un  point  de  la  courbe. 

L’on  veut  connoître  quel  point  de  la  courbe  l’on  trouve  en  lùppolànt y — 

7*  , pour  l’équation  x = y ’ ~ **y*  — **y-*- 1 “J , pour 7 je fubflituë  là  valeur 
7* , pour  y y là  valeur  , pour  y * fa  valeur  . ainli  l’équation  ell 

x = T«‘  — T*’  — 7*’\*  7/**  = ï*,\  7*"  = $*•  Je  coupe  donc  * t, 
AF , x = t par  le  point  F je  mené  F/C  parallèle  à AG  , 8c  par  M je  v 
mène  M K parallèle  à A F-,  le  point  K , où  F/C  , M K le  coupent,  cil  un  tiv'l/î. 
f point  à la  courbe  cherchée , 8c  KF=  A M ell  y appliquée  au  point 

K de  la  courbe  ; AF,  x = ell  l’abfcillè  du  diamètre  AB , qui  répond 
à l’appliquée  KF. 

On  peut  faire  en  meme  tems  — y = \a  , ou  7 = — car  les  termes 
de  ces  deux  équations  ont  la  même  valeur  , 8c  fubflitucr  pour  -f -y  fa  valeur 
— j/t,  pour  y y là  valeur  -1-  , pour  y1  là  valeur — •j**  , & l’équa- 
tion x z=” -,2M’y~a*y  T tMl  deviendra  x = — + 

\ — j-aa  = + -^(1^  — ~aa  = — . ou  — x = ^-a. 

Sur  A P , où  font  les  valeurs  négatives  de  x,  prenez  Ad,  — x = a,  8c 
fur  A J,  où  lont  les  valeurs  négatives  de  y , prenez  A a , — y — \&  5 8c 

{>ar  le  point  * menez  *b  parallèle  à.  Ad,  par  d menez  db  parallèle  à AI, 
e point  b où  a b , db  fe  coupent , ell  un  point  à la  courbe  cherchée  j 8c  d b 
= A a ell  — y =7*  appliquée  au  point  b de  la  courbe  j Ad , — x = 
cil  l’ablciflè  du  diamètre  A B , qui  répond  à l’appliquée  d b. 

On  fait^i  = A h 7 * , 8c  l’on  veut  connoître  quel  point  de  la  courbe  aura 
une  ordonnée  égale  à Ah  -,  par  la  lùbllitution  l’équation  de  la  courbe  fe 
change  cnx  = ‘ — f **  — .+.  2 a.  * \ 1 \ -La a = 

— ou  — x = -^a.  C’cfl  pourquoi  fur  A P , où  Ibnt  les  — x , il 
faut  prendre  Al,  — x = -,  8c  par  le  point  l tirer  Ig  parallèle  à A G, 
par  le  point  h tirer  h g parallèle  à A P -,  le  points  ,o\xlg,gh  fe  coupent, 
cil  à la  courbe  cherchée  > 8c  g l = Ah  cfly  = j*  appliquée  au  point  g 


Digitized  by  Google 


Tic.  () 


130  Commentaires  sur  la  Geometrie 
de  la  courbe  ; Al  cil  la  coupée  du  diamètre  AB  , qui  répond  à l’ap- 
pliquée gl. 

Soit  A Z , — y — {a , ou  y — — 4*  ; la  lubftitution  donnera  .v  = — 
— fa*  + -+■  t*  \ — = — V*  * \ — Ta/*  = TTa‘  Sur 

A B , où  les  -+-  x le  prennent , je  coupe  AY  = x =z  ±±a  -,  & par  le  point 
Y je  mené  Y N parallèle  à A I , & par  le  point  Z je  mene  Z N parallèle  à 
A B j le  point  N , où  Y N , Z N fc  coupent , cil  un  point  à la  courbe  cher- 
chée 3 & Y N = A Z , — ; = 7*  c(l  l’appliquée  au  point  N.  de  la  cour- 
be ; AY,  x = -j4 eft  la  coupée  du  diamètre  AB  , qui  répond  à l’ap. 
pliquee  Y N. 

On  cherchera  de  la  meme  manière  autant  de  points  , que  l’on  voudra 
de  la  courbe  , dont  on  a l’équation  ; & l'on  verra  que  1.  lorlqu’on  fubfti- 
tuë  une  valeur  arbitraire  de  -4-/  dans  l’équation  , 5c  que  la  valeur  de  .v  j 
qui  en  reluire  , eft  pofitivc  > le  point  cherché  fera  dans  l’angle  BAGy 
c’cft-à-dire  du  côté,  où  l’on  prend  les  -+-  x & les  -hy.  1.  Lorlqu’on  fùbftitue 
la  valeur  arbitraire  pofitivc  de/ , Se  que  la  valeur  de  x , qui  en  relùlte  , eft 
négative  ; le  point  cherché  fera  dans  l’angle  PAG  , c’cft-à-dire  du  côté, 
où  l'on  prend  les  — x èt  les  ■+■  y,  3.  Lorlqu’on  lùbftituc  la  valeur  négative 
arbitraire  de  y , & que  la  valeur  de  .v  , qui  cil  produite , eft  pofitivc  j le 
point  cherché  fera  dans  l’angle  BAI,  c’cft-à-dirc  du  côté,  où  l’on  prend 
les  -+-  x & les  — y.  4.  Lorlqu’on  lùbftituc  la  valeur  négative  arbitraire  de 
y , & que  la  valeur  de  x , qui  eft  produite  , eft  négative  ; le  point  cher- 
ché le  trouve  dans  l’angle  P Al , c’eft-à-dire  du  côté  , où  l’on  prend  les 
— x & les  — y.  Il  faut  pourtant  excepter  les  cas , dans  lelqucls  les  points 
cherchez  le  rencontrent  lur  la  ligne  G A.  Ce  fera  la  même  choie  lorlqu’on, 
fubftitucra  la  valeur  arbitraire  de  .v  , pour  trouver  la  valeur  de  y. 


Réglé  IV. 

O N n’ax  = o , qu’au  point  A Fig.  63.  qui  eft  le  commencement  des 
x ; c’eft  pourquoi  lorlquc  par  la  fubftitution  de  la  valeur  de/ , l’équation  le 
réduit  à x = a , c’eft  une  marque  que  la  courbe  rencontre  la  ligne  GA  des 
y en  celui  de  lès  points , où  l’appliquée/  a la  valeur  qu’on  lui  a fuppolce. 
Prenons  y — AE  , a s la  lubftitution  changera  l’équation  x =. 

— — ~-.=  0 étant  donc 


en  x 


— z * y y — a a y -h  2 a 
a y 

a , l’on  trouve  .v  = 0 


— 2 A*  — A 


y = a , ion  trouve  -v  = o 5 ce  qui  lignifie  que  lorlquc  l’appliquée  à la 
courbe  cherchée  eft  égale  à a , la  courbe  rencontre  la  ligne  AG  , comme 
en  effet  au  point  E de  la  courbe  l’on  aura  A E , y = a , x = 0. 

On  n’a  y = 0 , que  fur  la  ligne  B AP  , de  laquelle  tous  les  y lôrtent  ; 
c’eft  pourquoi  lorlque  par  la  fubftitution  de  la  valeur  de  x , l’équation  le 
réduit  à y = 0 , l’on  doit  conclurre  que  la  courbe  rencontre  la  ligne  AB 
des  .v  en  celui  de  les  points  , où  l’ablciilè  -v  a la  valeur , qu’on  lui  a fuppo- 
féc.  Voyez  Problème  1.  3.  4. 
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Il  n’y  a que  le  point  A commencement  des  x 6c  des  y,  où  l'on  ait  tout 
■cnlemblc  x = o , y = o.  C’eft  pourquoi  s’il  arrive  qu’en  fùppolànt  x = o, 
l'équation  le  reduilè  à y = o \ ou  qu’en  fùppolànt  / = o , l’équation  le 
reduilè  à x = o j la  courbe  rencontrera  les  lignes  AB  , A G au  point  A. 
Voyez  Problème  i.  3. 4. 

Lorlqu’il  arrive , qu’en  fùppolànt  une  des  inconnues  égale  à zero  , ou  à 
une  grandeur  quelconque  , l’autre  inconnue  devient  égale  à une  fraction 
telle  que  dont  le  dénominateur  cft  zéro  ; la  valeur  de  cette  inconnue 
eft  alors  regardée  comme  infinie  : parccquc  la  valeur  d’une  fraction  cfl: 
d’autant  plus  grande  , que  Ion  dénominateur  cil:  plus  petit,  comme  on  le 
voitici,^=a,-^=*,^  = .?  , ^-=16  , ^=3a,  ‘j= 


— \2S  , &c.  Donc  fi  l’on  divife  1 6 par  un  nombre  infiniment  petit , ou, 
ce  qui  cft  le  meme  , par  zero , , .la  valeur  de  cette  fraction  fera  infini- 

ment augmentée  , & par  confequent  infiniment  grande.  Bien  plus  la  ligne 
dont  la  valeur  eft  une  fraction  quelconque  , dont  zero  eft  le  dénomina- 
teur , fera  une  afymptote  de  la  courbe  cherchée  , puifque  l’extrémité  de 
cette  ligne  ne  doit  rencontrer  la  courbe  qu’à  une  diftance  infinie  , c’cft-à- 
dire  , qu’elle  ne  la  rencontrera  jamais.  Soit  y = o , l’équation  x = 

4'  devicnt  A.  __  ? - ° 


— , -v  = C’cft-A- 
dire  que  la  courbe  cherchée  eft  telle  , que  lorfquc  fon  appliquée/  cft  égale 
à zero  , ou  , ce  qui  eft  le  même , lorlque  la  courbe  rencontrera  la  ligne 
A B des  x } alors  la  valeur  de  a:  fera  infiniment  grande  ; d’où  il  fuit» 
que  la  courbe  rencontrera  la  ligne  AB  à une  diftance  infinie  du  point  Ai 
ou  qu’elle  ne  la  rencontrera  jamais , & AB  cft  Ion  afymptote. 


Réglé  V. 

O N commence  ordinairement  par  égaler  les  deux  inconnues  l'une  après 
l’autre  à zero,  afin  de  connoître d’abord  , les  points  , où  la  courbe  coupe 
les  lignes  AB  des  x , AG  des/,  & fouvent  d’autres  chofes  importantes 
pour  la  defeription  de  la  courbe  cherchée. 

Nous  venons  de  voir  qu’étant  y — o , l’on  a x = — , qui  fait  connoî- 
tre que  la  ligne  droite  AB  cft  afymptote  de  la  courbe  cherchée  , s’il  n’y  en 
a qu’une  , & des  courbes  cherchées , s’il  y en  a plufieurs. 

Faifens  à prefent  x = o . l’équation  x = 1 ' ~ 2 * y y~  * y il fe  chan- 
ge en  o = y'  ~ 2 2 *1 & multipliant  par  <*/,/’  — 2 a y y — 

xay  2 a'  = 0 x<*/=  0.  C’eft  pourquoi  l’équation  / 1 — 1 a y y — a a y 
2 » * = 0 doit  me  découvrir  toutes  les  valeurs  que/  a , lorlque  x = c, 
où  tous  les  points  dans  ltffquels  la  courbe  , ou  les  courbes  rencontrent  la 
ligne  GA  des  /.  Et  comme  une  inconnue  a autant  de  valeurs  dans  une 
équation , qu’elle  a de  dimenlions  dans  cette  équation  -,  y aura  trois  va- 

R ij 
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Jcurs , & rencontrera  la  ligne  A G en  trois  points  , 11  ces  trois  valeurs 
font  réelles. 

Suivant  la  méthode,  que  M.  Descartes  enfeigne  , L.  3.  Part.  3. 
Soft.  z.  pour  connoîtrc  les  racines  d’une  équation  , ou  les  valeurs  de  l’in- 
connue d’une  équation  , je  divilé^  1 — 2 a,  y y — a ay  2 a'  — 0 par^  — 
/»  = 0 , la  divilion  cil  jufte  , &c  le  quotient  eft  y y — ay  — 2*»=  0 ; que 
je  divilépar_y  -*-<*  = 0 , la  divilion  fe  fait  jufte  , 6c  le  quotient  eft  y — 
su  = 0. 

Ce  qui  donne  à connoître  , qu’étant  .v  = 0 , y a trois  valeurs  , qui  font 
les  trois  racines  de  l’équation  5 la  première , qui  eft  pofitive^  — a = 0 , ou 
y = a } la  fécondé  , qui  eft  négative  y-ha  = o,  ou  y = — a , ou  — y 
= .1  i la  troiliéme  , qui  eft  politivc  y — 2 a = 0 , ou  y = 2 /*„ 

La  première  y ==  » montre  que  la  courbe  cherchée  rencontre  la  ligne 
A G au  point  E , puilqu’à  ce  point  l’on  a .v  = 0 , 6c  l’appliquée  AE , y =a. 

La  féconde  — y = a , montre  que  la  courbe  rencontre  la  ligne  À G au 
point  J,  puilqu’à  ce  point  l’on  a x = 0 , 6c  l’appliquée  AI , — y — a. 

La  troiliéme  y — 2 a montre  que  la  courbe  rencontre  la  ligne  A G au 
point  G , puilqu’à  ce  point  on  a x=  0 , 6c  l’appliquée  AG  , y = 2 a. 

On  découvre  encore  ici  1 . que  , puilque  la  courbe  rencontre  la  ligne 
AG  aux  points  E , / , qui  font  fcparezpar  l’nfymptote  AB  , il  n’y  a pas 
une  Icule  courbe  , mais  pour  le  moins  deux , dont  l’une  eft  du  côté  de  E, 
6c  l’autre  du  côté  de  I.  2.  Que  puifque  la  courbe  rencontre  la  ligne  A G 
aux  deux  points  E , G , il  faut , excepté  que  ces  deux  points  ne  foient 
encore  feparez  par  une  afymptote  , que  l’on  n’a  pas  encore  découverte  , il 
faut , dis-je , que  la  courbe  , qui  eft  du  côté  de  E coupe  la  ligne  GA  aux 
points  E , G , 6c  qu’une  partie  de  cette  courbe  defeende  au  dellbus  de  GA, 
6:  que  l’autre  s'étende  au  delllis. 

On  découvre  aulli  des  afymptotes , quoiqu’on  n’égale  aucune  inconnue 
à zéro.  Nous  avons  trouvé,  Secft.  2.  Art.  3.  n.  2.  que  l’équation  de  la  Cift 
foïde  Figure  44.  eft  x'  = ayy  — xyy  ; laquelle  quand  il  s’agit  de  décrire 
44‘ cette  courbe,  lé  réduit  à y y = V Etant  les  AC  , x 5 les 

CD  , y i faifons  x = a = A B , l’équation  lé  change  .en  celle-ci , ±y  = 
V--;  — , qui  fait  voir  que  lorlque  AB  , x eft  égale  au  diamètre 

AB  , CD  , y qui  lé  confond  alors  avec  B G eft  infiniment  grande  , que  la 
Ciifoïdc  n’aura  cette  ligne  infiniment  grande  pour  appliquée  qu'à  une  dif- 
tance  infinie  du  pointé.  C’cft  à dire  que  la  ligne  B G ne  rencontrera  jamais 
la  CilToïdc  ADd  , ÔC  qu’elle  en  eft  l’ Afymptote. 

Après  avoir  égalé  x , & y à zéro , 6 i examiné  ce  qui  s’enfuit , l’on  con- 
tinue à donner  des  valeurs  différentes  à l’inconnue  , que  l’on  veut  déter- 
miner 5 l’on  peut  commencer  par  les  moindres  ' Sc  l’on  marque  les  points 
K,C,  E, g, G, E, S,  X.  Fig.  6 3 . que  chaque  operation  donne.  Tous  ces 
points , quand  on  croit  d'en  avoir  ailéz  trouvé  , lé  joignent  par  la  ligne 
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courbe  KC g SX,  qui  eft  la  courbe  cherchée.  L’on  joint  de  meme  les  points  Fl°-  si'< 
N , 1 , 0 , b , de  l’autre  courbe  , s’il  y en  a deux  ; &c.  Il  faut  chercher  un 
plus  grand  nombre  de  points  là  , où  la  courbure  eft  plus  fcnfible. 

Réglé  VI. 

5 I en  fubftituant  des  valeurs pofitives  & négatives  de  l’inconnue/,  qu’on 
détermine , on  trouve  des  valeurs  réelles  de  l’autre  inconnue  x -,  la  courbe 
s’étendra  des  deux  cotez  , où  l’on  prend  les  -h  y & les  — y : comme  Fig. 

64.  Problème  1.  fie  , s’il  y a plufieurs  courbes,  l’une  pourra  occuper  un  côté 
Sc  l’autre  l’autre , comme  Figure  63.  la  courbe  CE  G S eft  décrite  du  côté 
AG,  où  l’on  prend  les  valeurs  pofitives  de  y-,  & la  courbe  NIo  du  côté 
AI , où  l’on  prend  les  valeurs  négatives  de/. 

Que  fi  les  valeurs  réelles  de  l'inconnue  x , eju’on  cherche,  & oui  viennent 
de  la  fubftitution  de  l'inconnue  ±y  qu’on  détermine,  font  réelles  pofitives 

6 négatives  j la  courbe  , ou  les  courbes  s’étendront  aufli  des  deux- cotez, 
où  l’on  prend  les  valeurs  pofitives  6c  négatives  de  x , comme  Fig.  63.  les 
courbes  occupent  les  efpaccs  qui  font  du  côté  de  AB  , où  font  les  ■+■  x , &. 
du  côté  de  AP  , où  font  les  — x. 

Mais  fi  en  fubftituant  la  valeur  négative  de^  par  exemple , la  valeur  de 
x devient  imaginaire  & impoffible  ; c’cft  un  ligne  , que  la  courbe , que  l’on 
veut  décrire  , n’entre  pas  dans  l’efpace , vers  lequel  l’on  vouloit  prendre 
les  x & les  — y.  Il  en  eft  de  même  des  autres  fubftitutions  ; car  les  valeurs 
imaginaires  marquent  les  bornes , au  delà  dclquelles  les  courbes  ne  s’éten- 
dent pas.  Voyez  Problème  i.  3.4. 

Il  arrive  quelquefois , que  deux  courbes  font  foparées  par  un  clpace  con- 
fidcrable,  pour  lequel  fou!  il  y a des  valeurs  imaginaires,  comme  Fig.64. 

Les  valeurs  ne  peuvent  être  imaginaires  , que  lorlqu’il  y a une  extradion 
de  racine  quarréc  à foire  , / = V — , parccqu’on  11e  peut  extraire  la 

racine  quarrée  de  — « a , tout  quarré  ayant  le  ligne  ■+■  : pour  la  racine  cubi- 
que l’on  peut  aufli  bien  l’extraire  d’une  grandeur  négative  que  d’une  pofi- 
tive  ÿa  ’ , ÿ'  — « ’ , car  comme  -4-  a eft  la  racine  cubique  de  -t-  n ‘ , de  mê- 
me — a eft  la  racine  cubique  de  — a,  V 

Enfin  les  differentes  fubftitutions  feront  connoitrc  de  quels  cotez  une 
courbe  s’étend  , par  quel  efpace  clic  ne  paflè  pas  -,  quand  c’eft  qu’elle  fo 
forme  , ce  qui  arrive  lorlqu’elle  rencontre  deux  fois  la  même  ligne  droite 
au  meme  point } quand  c’eft  qu’elle  s’élargit  à l’infini  , ou  en  s’approchant 
ou  en  s’écartant  toujours  davantage  d’une  ligne  droite.  C’eft  ce  qui  s’ex- 
pliquera dans  le  Problème  fuivant. 
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PROBLEME  I. 

Décrire  la  Courbe  , dont  l’équation  e/l  y*  — 1 ay y — aay  •+* 

z a ' = a x y. 

O N cherchera  l’inconnue  * , & l’on  déterminera  l 'inconnue/ , & l’équa- 
tion fe  réduira  à * = ? ‘ ~ Soit  AE  = a,  &c.  V.Rcgl.j. 

L’on  fera  d’abord  x = 0 , ce  qui  donne  , comme  on  a dit  Règle  5.  y 
— 2 ayy  — aa/-*-  2 a1  = <f.  Dont  les  trois  racines/  =z*,y=  2 a , — > = 
a, montrent  quelacourbe,oules  courbes  rencontrent  la  droite  AG  aux  points 
E ,G,I  .y  = 0 , donne  x — -A-  comme  on  a fait  Réglé  4.  5.  ce  qui  dé- 
couvre que  la  droite  AB  eft  une  afymptote.  D’où  l’on  conclud , que  cette 
afymptote  feparant  le  point  I des  points  E , G , il  faut  qu’il  y ait  plus  que 
d’une  courbe. 

Soit  / = 7 a , l’équation  fera  x = 7/*.  AM  eft/  = 7* , coupez  AFy 
x ■=■  \a  Fig.  63.  Par  le  point  M menez  MK  parallèle  à AB  , par  le  point 
F,  F K parallèle  à AG-,  le  point  K,  où  les  lignes  MK  , FK  fe  coupent  eft 
à la  courbe  CE  G S. 

Soit  — / = 7 a , ou/=  — 7 a , l’équation  fera*  = — ou  — * == 

■îA/*.  A*  eft  — / = 7 a , prenez  Ad  = — * = Par  le  point  a.  tirez 
a b parallèle  k AP,  par  le  point  d la  ligne  d b parallèle  à AI  ; le  point  b , où 
les  lignes  ab , db  fe  coupent , eft  à la  ligne  NIo. 

Si  l’on  prend  des  valeurs  de  ± / moindres  que  ~a , l'on  trouvera  que 
♦es  courbes  s’approchent  toù jours  de  la  ligne  AB  , la  courbe  KC GE  du 
côté  de  F,  la  courbe  NIo  du  côté  de  d.  Car  foit  / = 7A  , l’équation  de- 
vient * = ~ a*,  qui  eft  plus  grande  que  x = 7 a MK  = AF , foit  — / = 
7 a ou/  = — 7 a , l’on  aura  x = — -^a  > ou  — * — '-/t*  qui  eft  plus 
grande  que  — x=  = *b  =zAd.  C’eft  pourquoi  ces  deux  courbes  s’ap- 
prochent de  plus  en  plus  de  la  droite  A B , qu’elles  ne  doivent  pourtant  ja- 
mais rencontrer  : la  ligne  AB  eft  donc  l’afvmprote  de  ces  deux  courbes. 

Soit  / = 7 a . l’équation  fe  change  en  x = a|a  . AD  eft/  ==  7A  , pre- 
nez AB  — Ai  a ; le  point  C où  les  lignes  DC  , B C fe  coupent  , eft  à la 
courbe  CEGS , qui  s’approche  de  la  droite  GA. 

Soit  — / = 7A  , ou/  = — 7 a , l'on  aura  * = ■ — 77 a , ou  — x = 
■îAa  . Af  eft  7 a , prenez  AP  , — x ==  ^Z-a  , le  point  0 , ou  les  lignes  fo, 
Po  fc  rencontrent , eft  à la  courbe  NIo  , qui  s’approche  de  la  droite  G A. 

Soit  / = a , l’on  trouve  * = 0 . La  courbe  CEGS  rencontre  la  droite 
AG  au  point  E , étant  A E , / = a. 

Soit  — y —a  , y — — a,  l’on  fait  x — 0 . la  courbe  NIo  rencontre  la 
droite  AG  au  point  I , étant  AI , — / = a. 

Soit/  ={a,  l’équation  fe  change  en  * — — 77  a.  ou  — * = 77  a* 
A h eft  / = 7 a . coupez  Al , — x = —a  ; menez  par  le  point  h la  ligne 
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hg  parallèle  à AP  , & par  le  point  l la  ligne  Ig  parallèle  à GA  ; le  point 
g du  concours  eft  à la  courbe  CEGS  , qui  apres  avoir  coupe  la  droite  GA 
au  point  E , dcfcend  au  delïôus  de  la  même  GA. 

Soit  — / = \a  ,/  = — , la  fubftitution  donne  * = . A Z e/l 

— y — ~a  , coupez  A Y,  x = ; le  point  N où  les  deux  lignes  Z N , 

Y N Te  coupent , clt  un  point  à la  courbe  NIo , qui  après  avoir  coupé  la 
droite  GA  au  point  I , monte  au  ddlùs  de  cette  meme  ligne. 

Soit  / = 2 a , la  fubftitution  donne  x = = 0 . 8c  la  courbe  CE  G S 

rencontre  la  ligne  GA  au  point  G , étant  AG  = 2 a.  Ainfi  l’clpace  EgG 
eft  fermé  par  la  droite  E G. 

Soit  — y=  2 a , y = — 2 a . l’on  trouve  x = 6 a . la  courbe  NIo  s’é- 
carte de  la  droite  A B du  côté  de  N.  Le  point , que  donne  x = 6 a eft  trop 
éloigné  du  point  A , pour  qu’on  le  marque  dans  la  Figure. 

Soit/  = {a , la  fubftitution  donne  x = fi<*.  AT  eft  , AB.  eft  x = 

Les  lignes  TS , RS  donnent  dans  leur  interlcclion  le  pointé  à la 
courbe  CE  GS , qui  après  avoir  coupé  la  droite  A G au  point  G mon. 
te  vers  X. 

Soit  — / = -*■*,/  = — l’on  aura  x = a.  La  courbe  NIo  s’é- 
carte toujours  davantage  des  droites  AI , AB. 

Soit  y = ja  , l’on  trouvera  x ss  AH  eft/  = ja  , AQr  x = 

* æ . le  point  X eft  à la  courbe  CEGS  , qui  monte  en  s’éloignant  des 
lignes  A G , A B. 

L’on  peut  chercher  plusieurs  autres  points  , fur  tout  dans  l’elpace  EgG, 
tous  les  points  trouvez  étant  joints  donneront  les  courbes  CEGS  , NIo. 

PROBLEME  II. 

Décrire  une  courbe , dont  l'équation  ejl  yy  — lax  + xx. 

V Ous  chercherez  / , & vous  déterminerez  x par  la  Règle  2.  & vous 
aurez  en  extrayant  les  racines  quarrées  ±y  = V 2 a x - f.  x~x  . Fig.  64.  Fia.Cf, 

Vous  tirerez  les  lignes  AB  , AD , qui  feront  l’angle  , que  les  inconnues 
doivent  faire.  Le  point  A fera  le  commencement  des  x & des/  ; les  valeurs 
pofitives  de  x le  prendront  du  côté  de  C , les  négatives  du  côté  de  B j les 
valeurs  pofitives  de  / , du  côté  de  E , les  négatives  du  côté  de  D.  Soit  A B 
= 2 a.  Divilcz  la  ligne  BP  en  parties  & en  multiples  de  a. 

Soit  x = 0 .l’équation  -±.y  — V Ta x -+-  ,v.v  devient  dt y = 0.  Donc  au. 
point  A , ou  x =z  0 t l’on  a aufli  / = 0 , &c  la  courbe  rencontre  la  ligne 
A B , d’où  fortent  toutes  les  / , au  point  A. 

Soit  y = 0 . L’équation  ± y = V 2 ax  + .vï  devient  V 2 ax  - 1-  x x 
= 0 , ou  en  quarrant  les  deux  membres  , 2 ax  xx  — o.  Divilcz  par 
-v=  0,  le  quotient  eft  2a  -t-  x = 0,  ou  x—  — 2a,  — x — 2a.  Il  va  donc: 
deux  racines  pour  x , lorlque/  = 0 j la  première  x = 0 , qui  marque» 
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ï:c.<4  comme  auparavant,  qu'au  pointé  , ou  * = o , l’onaauflï/  = o , 8cque 
la  courbe  rencontre  la  ligne  A B au  point  A.  La  fécondé  racine  eft  — x = 
zn  , qui  tait  connoître  , que  fi  l'on  prend  A B , — x=  2a  , l’on  aura 
encore  au  point  B,  y — o , & que  la  courbe  rencontrera  encore  la  ligne 

AB  au  point  B.  

Soit  x=±a.  L’équation  devient  -±:y=V  \aa  -+-  -r>aa  = \/T^aa  =*a- 
Soit  AC  , x = \a  ; 6c  pareeque  la  valeur  pofitivc  de_y  cil  égale  à là 
valeur  négative,  prenez  AE  , ■+■  y = AD  , — y=\*  > par  les  points 
E , D , menez  EG  , DF  parallèles  k AB , par  le  point  C la  ligne  GCF 
parallèle  k AD  ; les  points  G,  F où  ces  lignes  le  coupent , font  à la  courbe 

GAF:&tCG  = AE,  +y;CF  = AD,  —y.  ■ 

Soit  — x = i/i,oux  = — ±a.  L’cquation  cll=fcj'  = / — jaa  ■+■ 

— y' il  racine  imaginaire , qui  marque  qu’en  allant  de  A vers  B , qui 

eft  le  côté , vers  où  l’on  prend  les  valeurs  négatives  de  x , il  y a un  efpace, 
dans  lequel  la  courbe  , ou  les  courbes  cherchées  ne  paflènt  point.  D’ail- 
leurs comme  le  point  B appartient  à imc  courbe  , ôc  le  point  A à une 

autre , il  y aura  pour  le  moins  deux  courbes. 

Soit  x = a.  L’équation  fe  change  en  ±y  = V2aa-haa  = V 3 a*. 
Soit  A P = x = a s coupez  AL  , -+-y  — AK  , — y = yaa  j menez 

Ear  les  points  L , K les  lignes  LF,  K R parallèles  à A B , Sc  par  le  point  P 
1 ligne  VP  R parallèle  à AD;  les  interjections  V , R font  deux  points  à la 

courbe  G AF.  

Soit  — * = /*,  x = — a . l’équation  fera  dt  y = V — 2 a a -t-  a a = 
V — a a racine  imaginaire.  11  n’y  a donc  point  encorç  de  courbe  vers  le 

point  O , étant  A O , — x = a.  

Soit  x = 2 a.  La  fùbftitution  donne  ±yV  4a  a -4-  4 aa=V  S a a.  Il  eft 
aile  de  voir  , que  dans  l’équation  y = V 2 a x -t-  x x>  les  valeurs  pofitives 
de  .v  croillànt , les  valeurs  de  ±y  croîtront  aufiï , 6c  que  la  courbe  G AF, 
va  toujours  en  sclargiftant  vers  V,  fie  JL 

Soit  — x = 2a  , ou  x = — 2a.  La  fubftitution  donne  ±;  = 

V 4aa+  4 aa  = 0.  Ain  fi  comme  on  l’a  déjà  trouvé  en  fâilànt  y = 0, 

une  nouvelle  courbe , qu’il  faut  maintenant  décrire , pallè  au  point  B , étant 
AB  , — x-=.  2 a. 

Soit  — x = ^a , x = — \a.  La  fubftitution  produira  ±y  — 

y' £**  jjaa  = V~-^aa  = ^a,  même  valeur  de  ± y , lorfqu’on  a 

pofé  -1-  x = 7 a. 

Soit  donc  Ag,  — * = •§*,  AE  , -b  y — AD,  — y = \a  ; menez 
El,  DH  parallèles  à AB  , 6c  par  le  point  g la  ligne  Ig  H parallèle  kAD-, 
. les  points  I,  H où  elles  fe  coupent , font  à la  courbe  IB  H , ôc  gl  = AE , 

+ y,r=gH=AD,  — y = CG,-t-y  = CF,—y. . 

Soit  — x=  j a , x = — j a.  L’on  trouvera  dé  y = / — 6 a a -t-  9 a a 

= / } a a. 
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r=Vjaa.  même  valeur  de  rt  y , que  Iorfqu'on  a pris  x = a:  cette  operation 
•donnera  les  points  T,  S j & les  appliquées  IT , IS  font  égales  aux  appli- 
quées PV,  PR*  O It 

Soit  — x ==  4 a,  x = — 4*.  La  fubftitution  fait  ±y  = V — ta*  + ,6m 
-=  V S aa,  même  valeur  de  dzy  , que  lorfqu’on  a fùppofe  x =.  2 a. 

De  forte  que  l’on  trouvera  les  memes  équations  pour  les  valeurs  pofiti- 
ves  de  x en  commençant  depuis  a , & pour  les  négatives  en  commençant 
depuis  2»  ; ainfî  les  courbes  G AF,  IB  H , donnes  fommets  font  A , B, 
éloignez  de  toute  la  ligne  AB  , 2»  , auront  des  appliquées  égales  A une 
diftance  égale  de  A & de  B , & les  deux  courbes  feront  égales , & tournées 
vers  deux  cotez  oppofez.  En  effet  ce  font  deux  hyperboles  oppofées  équi- 
latercs , dont  le  diamètre  déterminé  eft  AB. 

Problème  III. 

Décrire  une  Courbe  , dont  l’Equation  ejl  y*  — pzz. 

C ’Eft  z qu’il  faut  chercher  , y qu’il  faut  déterminer  , Sc  l’équation  doit 

R y I , I *■ 

être  zz  = ïj  , =fc  z — V’T. 

Que  les  droites  KL  , K P , fàflènt  l’angle  P KL  des  inconnues  » que  les  Fis. 

* & les  y commencent  au  point  K -,  que  les  z s’étendent  vers  B , les * 

vers  b , les  ■+■  y vers  P , les  — y de  l’autre  côté.  Soit  K P = p qui  cft  l’u- 
nité } divifez  la  ligne  K P prolongée  à l’infini  de  part  & d’autre  en  parties 
& en  multiples  de  p. 

Soit£=  0 , l’équation  fo  réduit  à Vyj  — 0 f y — 0.' 

Soit  .7  = 0,  l’équation  eft  ± z=  0.  C’cft  pourquoi  étant  mutuellement 
z = 0 lorfqu’on  po fey  = 0 , &c  y = 0 lorfqu’on  pofo  z = 0 , il  fuit  que 
la  courbe  rencontre  la  ligne  P K au  point  K,  ou  z—o,y—o,  puifquc 
ce  point  eft  l’origine  des  z & des  y. 

Soit^  = p.  La  fubftitution  donne  rfc  z = -p-  Soit  K P — p , tk. 

qu’on  prenne  KB  , +z=Kb,  — z=p.  L’on  trouvera  à l’ordinaire  les 
points  C,  c à.  la  courbe  cherchée. 

Soit  — y — p , ou  y — — p.  La  fubftitution  produit  =fc  z — / ~t‘  — 

V — pp  racine  imaginaire.  Et  comme  il  eft  évident , que  quelque  valeur 
négative  , que  l’on  affigne  à y , l’on  trouvera  une  racine  imaginaire  ton 
doit  conclurrc  , que  la  courbe  ne  paflëra  pas  du  côté  , où  l’on  avoit  refolu 
de  prendre  les  — y. 

Mais  comme  on  trouvera  des  valeurs  de  ± z , qui  augmenteront  A me- 
forc  qu’on  augmentera  les  valeurs  pofitives  dc^  ; l’on  conclurra,  que  la  cour- 
be , qui  commence  au  point  K a deux  portions , qui  font  toutes  deux  du 
côté  de  P , vers  lequel  les  -+-  y fc  prennent , & dont  l’une  s’étend  vers  C,  du 

S. 
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côte  que  l'on  prend  les  -+■  z , l’autre  vers  c y du  côté  que  l’on  prend 
les  — z. 

Cette  courbe  CKc  efl  la  féconde  parabole  cubique.. 

PROBLEME  IV. 

Décrire  une  Courbe  , dont  l’équation  efl  y 5 = d d z. 

L’On  cherches,  l’on  détermine/  , l’équation  efl  z — C. 

On  trouve  Fig.  60.  en  faifânt  le  meme  que  Fig.  j 8.  Problème  3.  que 
la  courbe  rencontre  le  diamètre  K fi  au  point  K commencement  des 
inconnues  z , y. 

Ce  qu’il  y a de  particulier  pour  cette  équation  , c’efl  que  toutes  les  fois, 
que  l’on  prendra  une  valeur  pofitive  de  y , la  valeur  de  * lera  aufii  pofitive  : 
lûit  y = d > l’équation  féra  z,  — d ; & que  toutes  les  fois  , que  l’on  pren- 
dra une  valeur  négative  de  y , la  valeur  de  z fera  auiïï  négative  , Ibit  — y 
= d , y — — d ; l’on  aura  z = ~=-jL.  — — d , ou  — z = d. 

D’où  il  fuit , que  la  courbe  CKc  z une  portion  K C du  côté , où  lé  doi- 
vent prendre  les  -+•  z &c  les  -4 -y  i 8c  une  autre  Kc  du  côté  , où  l’on  doit 
prendre  les  — z fie  les  — y : St  que  cette  même  courbe  ne  pallé  point 
ailleurs. 

$.  IV. 

Autres  Méthodes  pour  décrire  les  Courbes. 

I L y a une  infinité  de  Méthodes  pour  décrire  les  courbes  Géométriques. 
J’en  rapporterai  ici  quelques-unes.  Dans  toutes  il  faut  tirer  de  l’opera- 
tion meme  l’équation  propre  de  la  courbe. 

Méthode  I. 

L A première  Méthode  confifte  à fc  lérvir  d’un  inftrument  compofé  de 
plulïeurs  Règles , dont  les  unes  font  fixes  , St  les  autres  mobiles  ; dans  une 
des  Règles  mobiles  il  y a un  point  déterminé , qui  par  Ion  mouvement 
décrit  la  courbe.  L’inftrument  dont  il  a été  parlé  §.  1.  1.  efl  de  cette  forte, 
il  fùffira  d’apporter  encore  un  exemple. 

A R,  CD  Fig.  6 j.  font  deux  Réglés  fixes  d’uVic  grandeur  déterminée  &c 
inégales , qui  lé  coupent  dans  leur  milieu  I à angles  droits.  G £ cil  une 
troifiéme  Réglé  mobile  , égale  z AI  moitié  de  la  plus  grande  AB  des 
deux  premières  Réglés  , St  dont  la  partie  £ F efl  égale  à CI  moitié  de  la 
plus  petite  CD.  L’on  fait  mouvoir  de  telle  forte  la  Réglé  GE  , que  parle 
moyen  d’une  cheville  mifé  au  point  G , ce  point  foit  toujours  fur  la  petite 
Règle  CD  , tandis  qu’une  autre  cheville  mifé  au  point  F tient  toujours  ce 
point  fur  la  grande  Règle  A fi.  Je  dis  que  le  point  £ par  fon  mouvement 
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•décrira  la  demi-circonference  AC  B d’une  ellipfe  , tandis  que  le  point  G 
demeurera  fur  ID  ,&  l’autre  demi-circonference  A D B de  la  meme  ellipfe, 
tandis  que  le  point  G fera  fur  IC.  La  ligne  AB  eft  le  grand  axe  , la 

ligne  C D le  petit  axe  , le  point  I le  centre  de  l’ellipfc. 

" Dém.  Prenons  un  point  quelconque  E , d’où  l’on  mènera  E H parallèle 
à AB  , & EK  parallèle  3.  CD  -,  EH  =.  Kl  , EK  — HI.  Nommons  les 
■données  AB,  2 a-,  AI , a ■=  GE  -,  CD  , 2 b ; CI , b = FE  j G F=  GE 
. — EF  , a — b.  Les  inconnues  IH,  x=EK  5 EH,  y = KIs  GH,v, 
GI  = GH  — IH , v — x. 

On  aura  donc  GH,  v : GI , v — x : : GE , a : GF  , a — b.  v 

— GH  s donc  GI  = v — x — x =z  * x ~ h-x-,  GH  , 5*  ; GI, 

mx  HE,  y : FI,  *JLZ±1 , donc  KF  = Kl  — FI  ,y  — 

z=z  tl.  * 

4*  9 

Maintenant  dans  le  triangle  EKF , e F1  = E K1  -+-  K F1 , bb  — xx  .+. 
lhyy  , iïlL  =zbb  — xx , équation  à l’ellipfc  , dont  l’axe  eft  2 b = CD  , 
& pareeque  la  proportion  de  ce  diamètre  à ion  paramétré  eft  comme  b b à 
aa  , fi  l’on  fait  bb  : aa  ::  2b  : , ce  quatrième  terme  fera  le  paramètre 

du  petit  axe  C D. 

Méthode  II. 

O N ne  doit  pas  rejet  ter  de  la Geometrie  , dit  M.Descartes,  Part.  1. 
Secl.  3.  Art.  6.  les  lignes , où  l'on  fefeert  d'un  fil , ou  d’une  corde  repliée , pour 
déterminer  l’égalité , ou  Ia  différence  de  deux  ou  pluficurs  lignes  droites  , qui  peu- 
vent être  tirées  de  chaque  point  de  Ia  courbe  qu’on  cherche  a certains  autres  points, 
ou  fur  certaines  autres  lignes  a certains  angles  , ainfi  que  nous  avons  fait  en  la 
Dioptrique  pour  expliquer  l’Ellipfe  & l’Hyperbole.  Car  encore  qu’on  n’y  puffe  rece- 
voir aucunes  lignes , qui femblent  à des  cordes  , c’ eft -à-dire  qui  deviennent  tantôt 
droites  & tantôt  courbes , à caufe  que  la  proportion  , qui  eft  entre  les  droites  (jr  les 
courbes  n’étant  pas  connue  , & même  je  croi  ne  le  pouvant  être  par  les  hommes , on 
ne  pourroit  rien  conclurre  de  là  , qui  fût  exaél  & affuré.  Toutefois  à caufe  qu’on  ne 
fe  fert  de  cordes  en  ces  conftructions  , que  pour  déterminer  des  lignes  droites  , dont 
on  connoit  parfaitement  la  longueur  , cela  ne  doit  point  faire  , qu’on  les  rejette. 

Les  deux  Exemples  , que  l’on  donnera,  font  la  defeription  de  1 Ellipfe 
Sc  de  l’Hyperbole , tirée  de  là  Dioptrique  difeours  8*. 

Exemple  1 . Les  Jardiniers  plantent  en  terre  deux  piquets , comme  par  exemple 
l’un  au  point  M , C autre  au  point  N , & ayant  noué  enfemble  les  deux  bouts  d'une 
corde  ils  la paffent  autour  d’eux , en  la  façon  que  vous  voyez,  ici  M E N.  Puis  met- 
tant le  bout  du  doigt  en  cette  corde , ils  le  conduiftcnt  tout  autour  de  us  deux  piquets, 
en  la  tirant  toujours  à eux  d’égale  force  , afin  de  la  tenir  tendue  également , & 
ainfi  décrivent  fur  la  terre  la  ligne  courbe  AC  B , qui  eft  une  Ellipfe. 

Dém.  Lorfque  le  piquet  E , qui  détruit  la  courbe  A CB , eft  au  point  A, 
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la  corde  cft  fur  la  ligne  AB  , 8e  elle  cft: égale  à NM  -y-  2 AM,  parcequ’ellc 
cft  repliée  depuis  A jufqu'à  M.  Lorlque  le  meme  piquet  E eft  au  point  B, 
la  corde  eft  fur  la  ligne  A B , Se  elle  eft  égale  à MN  ■+■  2 NB  , parcequ’cllc 
eft  encore  double  depuis  B julqu’à  N.  Donc  la  corde  = MN-y-2AM=z 
MN  2NB  ; 2 AM  = 2 N B , AM—  NB  y Se  de  plus  la  corde  AIN 
A M ■+■  NB  = AB.  Et  file  point  I eft  le  milieu  de  MN , l'on  aura  IM  = 
IN , I A = IB.  Du  point  E abbaiflcz  la  perpendiculaire  E K fur  A B. 

Nommons  la  corde  2/1  —AB  5 MN  — 2b  s IM , b — IN  : EK, 
y ; IK,  Xi  MK  = IM  — IK,  b -^x  ; KN  = IN  -+■  IK,  b -+-  * v EM, 
z : EN  = 2 a — z. 

Dans  les  triangles  EKM  , EKN  rectangles  en  K , Ë~k * = EM1 — • 
A/ K1  = ~£~Nl  — NK*  > yy  = zz  — bb  -+-  2bx  — xx  = 4aa  — 4a  z 
-y-  z z — b b — 2b  x — xx  i z — Et  mettant  cette  valeur  de  z 

dans  yy  — zz  — bb  -y-  2 b x — xx , elle  le  change  en  yy  — h x- 

“E  *■*  — * — bb  - 4-  zbx  — xx  ; multipliant  par  aa  8c  divifimt  par  an  — 
_ bb  , on  trouve  — xx  , équation  à l’ellipfc  , dont  l’axe  AB 

— 2 a,  ; Se  fi  l’on  fait  an:  an  — bb  : ; 20;  — - ~ lbb-  , ce  quatrième  ter- 
me eft  le  paramétré  de  l’axe  A B.  Les  points  AI  , N font  les  Foïcrs  de 
l’Elliplc. 

fi  0.  a Exemple  i.  Un  Jardinier  plante  derechef fis  deux  piquets  aux  points  H , I; 

& ayant  attache  au  bout  d'une  longue  réglé  le  bout  d'une  corde  un  peu  plus  courte, 
il fait  un  trou  rond  à l'autre  bout  de  cette  réglé , dans  lequel  il fait  entrer  le  piquet 
1 , (jr  une  boucle  à l'autre  bout  de  cette  corde , qu’il  paffe  dans  le  piquet  H.  Puis  met- 
tant le  doigt  au  point  X , où  elles  font  attachées  l'une  à l’autre  , il  le  coule  de  là  en 
bas  jufques  à D , tenant  toujours  cependant  la  corde  toute  jointe  cr  comme  coleêcon- 
* Le  tre  la  réglé  depuis  le  point  X * jufques  à l'endroit , où  il  la  touche  , çjr  avec  cela 
F toute  tendue:  au  moyen  dequoi  contraignant  cette  réglé  détourner  autour  du piquet 
‘feu ir  x|  1 * mefure  qu’il  abaiffe  fon  doigt , il  décrit  fur  la  terre  la  ligne  courbe  X B D , qui 
lorfoton  ejl  une  partie  d’une  hyperbole.  Et  apres  cela  tournant  fa  réglé  de  l’autre  côte’  vers 
Y , il  en  décrit  en  même  façon  une  autre  partie  Y D .■  Et  de  plus  s’il  paffe  la  bou- 
rrin clc  de  fa  corde  dans  le  piquet  I , (jr  le  bout  de  fa  réglé  dans  le  piquet  H , il  dccri- 
r*  une  Au!re  Hyperbole  SKT  toute  fmblable  <jr  oppofec  à la  precedente. 

Dém.  Dans  tous  les  points  B de  la  courbe  D BX , la  différence  de  la 
ligne  IB  8e  de  la  ligne  B H , c’cft  la  différence  de  la  longueur  de  la  réglé 
IF , 8e  de  la  longueur  de  la  corde  F B H.  Car  la  longueur  de  la  règle  eft 
F B ■+•  BI , 8e  la  longueur  de  la  corde  eftFB+BH:  or  la  différence  de 
F B -+-  B I 8e  de  F B ■+■  B H cft  la  même  que  celle  B I 8e  de  B H.  Il  faut 
auflî  remarquer  que  cette  différence  cft  par  tout  la  même  , puifijue  la  réglé 
8e  la  corde  font  partout  les  mêmes.  Soit  IA  = IFz=HE. 

Lorfipc  le  bout  de  la  règle  cft  en  I , la  boucle  de  la  corde  en  H,  8e  le 
poinçon  B en  D y la  règle  8e  la  corde  s’étendent  fur  la  ligne  Alt  Se  la  dif- 
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fércnce  de  la  réglé  IF  ou  de  la  ligne  IA  & de  la  corde  FBH , c'eft  ID  — 
DH , parccque  la  corde  eft  repliée  depuis  D jufqu’en  H.  Lorfquc  le  bout 
de  la  réglé  eft  tranfporté  en  H , la  boucle  de  la  corde  en  I,  de  que  le  poin- 
çon B eft  en  K ; la  règle  la  corde  s’étendent  fur  la  ligne  HE  ; & la  dif- 
férence de  la  réglé  HE  & de  la  corde,  c’eft  H K — Kl.  Mais  ces  deux  diffé- 
rences font  égales , ID  — D H — HK  — Kl.  Pour  I D fubftituez  fà  valeur 
IK-h  KD  r SC  pour  HK  fa  valeur  HD+DK  i vous  ferez  IK  ■+■  KD  — 
DH  = HD  -+-DK  — IK  ; donc  2IK  = 2 HD , IK  = HD.  De  forte  que 
fi  l’on  divifo  DK  en  deux  parties  égales  au  point  G , l’on  aura  GI—  GH. 
De  plus  comme  la  différence  de  la  ligne  IB  Se  de  la  ligne  B H eft  par  tout  la 
même  , ce  fora  partout  ID  — DH , où  mettant  IK  pour  DH  qui  lui  eft 
égale , cette  différence  fora  ID  — IK  = KD.  Ainfi  la  ligne  KD  eft  conf- 
tamment  dans  tous  les  points  des  courbes  YDX , SK  F , la  différence  des' 
lignes  IB , B H.  Ainfi  par  tout  BH=  IB — KD. 

Nommons  les  connues  KD,  2*  différence  de  la  réglé  & de  la  corde  con- 
nues 5 /H,  2b  s GH  = GI , b -,GC  ,x s BC , y -,  BI , z>  l'on  aura  /C  = 
GC  + GI,  x + b -,  CH=GC—  GH.x— b-,  BH  = BI  — KD, 
z ■ — 2 a. 

Dans  les  triangles  IBC , HB  C , B C*  = IB1  — IC1  — lî~kx  — C~Ht, 
y y —zz  — xx  — 2 bx  — b b = z z — jaz  40.0.  — xx-i-  2 bx — b b, 
d’où  l’on  forme  ^ -,  & mettant  cette  valeur  de  * i fà  place  dans 
yy=zz  — xx  — 2 xb  — b b , elle  fo  change  en  y y = *****  ï-±Lu£ 

— .v.v  — 2 bx  — bb  -,  multipliez  par  a a , divifoz  par  bb  — a,  a,  vous  aurez 
tî  — 1»  — xx — 1 équation  à l’Hyperbole  , dont  l’axe  déterminé  eft 

KD,  2a  , ëc  fi  l’on  fait  an  : bb  — a*  ::  2 a:  — , ce  quatrième  ter- 

me eft  le  paramétré  du  diamètre  KD.  Les  points  I , H font  les  foïers  des 
deux  Hyperboles  oppofocs  YD X , SKT. 

L’on  peut  décrire  des  courbes  avec  une  corde  attachée  à trois , quatre.' 
points  , &c.  Voyez  Part.  4.  Sc<ft.  3.  Art.  1.  2. 3.4.  n.  G. 

Méthode  III;. 

L ’On  peut  fo  forvir  d’une  courbe  , dont  on  fçait  l’équation  , pour  former  - 
une  nouvelle  courbe.  Voici  quelques  - unes  des  manières  dont  on  le 
peut  faire. 

1 . L’on  donnera  une  pofîtion  nouvelle  aux  cordes , aux  appliquées , aux 
coupées  , aux  tangentes  de  la  courbe  connue  , ce  qui  fo  peut  en  une  infinité 
de  maniérés. 

Exemple  1.  La  courbe  connue  eft  AEB  , Fig.  6-j.  Prenez  chaque  cor- 
de  A E & appliquez  la  perpendiculairement  à l’axe  AB,  c n la  fâifànt  palier 
par  le  point  E , c’cft  CD  — A E.  Joignez  toutes  les  extrêmitez  D , d des 
nouvelles  appliquées  ; vous  aurez  décrit  une  nouvelle  courbe  AD  d , dont; 
vous connoitrez aifément  l’équation.  Soit  AC  , x , CE  ,y  -,  AE  , z — CD.. 
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lu.  «7.  Le  triangle  A CE  fournit  cette  équation  ZTË 1 = ZTc1  ■+■  ~ÊCt , — 

xx  -Jr  yy  y formule  generale. 

Soit  la  courbe  connue  ^£Bun  cercle  , dont  le  diamètre  AB  = 2 a,  (on 
équation  eft  y y — 2 ax  — xx.  Mettez  cette  valeur  d eyy  à fa  place  dans  la 
formule  j vous  ferez  zz  = 2 ax  , équation  à la  parabole.  La  nouvelle 
courbe  ADd  efl:  donc  une  parabole , dont  AB  , 2 a cft  le  paramétré , CD 
= A E,  z une  ordonnée  5 AC , x une  coupée. 

Soit  la  courbe  connue  AEB  une  Parabole  dont  le  paramétré  efl  AB, 
j a.  Son  équation  eft  37  = aux  j & la  formule  devient  = + 

2 ax , équation  à l’hyperbole  équilatere , dont  l’axe  déterminé  cft  2 a.  Ainft 
de  la  parabole  on  formera  une  hyperbole. 

Soit  la  courbe  connue  AEB  une  Elliplc , dont  l’axe  cft^B,  2 a.  Son 
équation  cft /y  = •*?-- fubftituez  cette  valeur  de  y y dans  la  formu» 
le , elle  fe  changera  en  z z = LUI — f.  xx. A dx.x  t équation  à l'hyperbole, 
lorlque  le  diamètre  eft  plus  grand  , que  fon  paramétré  ; à l’ellipfe  lorlqu’il 
cft  plus  petit. 

Soit  la  courbe  connue  AEB  une  hyperbole  , dont  l’axe  déterminé  eft 
A B , 2 a j l’équation  y y = -2  npx  T F ’ *.  La  formule  devient  zz  = 
2 1 équation  a I hyperbole. 

Exemple  z.  La  courbe  connue  eft  AdD  Fig.  67.  dont  AB  cft  l’axe. 
Prenez  chaque  ordonnée  CD  , &.  tranlportez  la  du  fominet  A de  l’axe  , juf- 
qu’à  ce  qu’elle  touche  la  même  appliquée  CD  en  E , de  forte  que  l’on  ait 
toujours  la  corde  AE—tl  l’appliquée  CD.  Joignez  tous  les  points  E , e -, 
vous  aurez  une  nouvelle  courbe  AeE,  dont  l’equation  fora  connue.  Soit 
AC , x;  CD , y = AE  j CE  , z. 

Or  CE 1 = sTÊ 1 — ZTc*  zz  —yy  — xx  , formule  generale. 

Soit  la  courbe  connue  AdD  une  parabole , dont  le  paramétré  cft  A B, 
sa  s l’équation  y y = 2 ax.  Mettez  cette  valeur  de  y y à fa  place  dans  la 
formule , vous  trouverez  zz=  2 ax  — xx,  équation  au  cercle  , la  nou- 
velle courbe  Ae  E eft  un  cercle  , dont  le  diamètre  cft  A B , 2 a. 

Soit  la  courbe  connue  Ad  D un  cercle  , dont  le  diamètre  eft  AB  , 2a  s 


l’équation  yy  = 2 ax  — xx.  La  fubftitution  changera  la  formule  en  j^za 
ax  — xx  , équation  à l’ellipfo  , dont  l’axe  cft  a , & le  paramètre  2 a. 
Soit  la  courbe  connue  AdD  une  elfiplc  , dont  l’cquation  elt  yy  =■ 
?*px-~  pxx  5 la  formule  devient  zz  — ■■xp.x  ~~.px x ~ ixx , à l’ellipfe. 

Soit  la  courbe  connue  AdD  une  hyperbole  , dont  l’équation  cft  yy  = 

ï«pX  + pX  X ,,  J«fX- t-pxx  — rfxx  <1,1  11  I r 

j j 1 on  aura  zz  = -d , a 1 hyperbole  , lorlque  f 


plus  grand  que  d -,  à l’ellipfe  , lorlque  f plus  petit  que  d. 
Exemple  3.  La  courbe  connue'  cdAdD  , dont  l’axe  „ 


AB  eft  prolongé 

1 O _ ' I 


vers  Fi  aux  diftèrens  points  d , l’on  tire  les  tangentes  d F-,  & a chaque 
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point  F l’on  applique  FG=  Fd  , Sc  perpendiculaire  à l’axe.  Si  l’on  joint 
tous  les  points  tels  que  G , l’on  aura  une  nouvelle  courbe  AG  , dont  on 
connoîtra  l’équation  de  cette  forte. 

Nommons  Ac  , x s cd  , y;  Fd  = FG  , z f FA  = v , Fc  = x -+-  v. 

Il  faut  avoir  conclu  de  l’équation  de  la  courbe  connue  la  valeur  de  cha- 
que v — FA  , qui  dans  la  parabole  eft  * , dans  le  cercle  8c  l’ellipfe  ~-x,. 
dans  l’hyperbole  , étant  le  diamètre  de  ces  trois  courbes  2 x 

Dans  letriangle  reétingle  Fcd,  Jd*  = Fel  ■+■  cd * , zz  =xx  -h  2vx 
■+•  vv  -4- y y formule  generale. 

Sait  la  courbe  connue  AdD  un  cercle  , dont  l’équation  foit  y y — 2xx 
— xx  y en  foppofanc  le  diamètre  2 a.  Dans  la  foi-mule  fubftituons  pour 
y y fâ  valeur  2»  x — x x , nous  aurons  zz  = 2 a x 2v x + vv  j pour 
x mettons  là  valeur  7—  , puifquc  v = l’équation  fera  zz  = 2 xv 
->r  vv , équation  à l’hyperbole.  Ainfi  la  nouvelle  courbe  A G eft  mie  hy- 
perbole équilatere , dans  l’axe  déterminé  eft  2 x. 

Soit  la  courbe  connue  AdD  une  parabole , dans  laquelle  v=  x fie  l’é- 
quation^ =p  x j fubftituons  dans  la  foi-mule  px  pour^y  , elle  deviendra 
zz  — xx  -t-  2 V x -+-  vv  •+■  px  i fubftituons  encore  v pour  x , fie  nous  au. 
rons  ^ zz  = vv-t-^pv , à l’hyperbole. 

Soit  la  courbe  connue  AdD  une  hyperbole  équilatere  , dont  l’équation 
cftyy  — 2 ax  -i-  x x fie  pour  laquelle  v =±  ~ri  , fie  x = Dans  la 

formule  mettons  pour  y y fâ  valeur  , ce  fera  zz  = .v.v  -t-  2vx  -4-  vv-\-  2 a x 
■+■  xx  = 2 x x ■+■  2 vx  -h  2 xx  -+-  vv.  Mettons  encore  pour  x fâ  valeur  8c 
nous  trouverons  zz  = — - -t-  1 -+-  vv  i v*  — 

■fxv'-Jr-  yxxvv  — zzvv  ■+■  2 x1  v -¥■  zxzzv  — xx  zz  z=  o , du  qua- 
trième degré. 

Soit  la  courbe  connue  AdD  une  ellipfe  dont  l’équation  eft  yy  — — ^ 
r r.xx  , Se  pour  laquelle  v = » Se  x = Subftituons  dans  la  for- 


mule pour  yy  fâ  valeur  j la  formule  fe  changera  en  zz  = xx  -+-  2vx  -4- 
vv  1 px—  } mettons  pour  x fâ  valeur.  ~~  , nous  aurons  zz  — 


**  W 2 MW  . lAAp'V  — 4 4 f>  -J  V 1 i V I»-.-, 

«+i»v  + nt  + m y v v ad-hdv  ««  d + i « à v 4-  dvv  ’ “ OU  011 

formera  cette  équation  du  quatrième  degré  dv*  -i-  y-xdv1  -h  4xxdvv 
-4-  xxpvv  — d zzvv  -t-  2 x'  pvv  — 2 xdzzv  — xxdzz  = o. 


z.  L’on  aflîgnera  le  rapport  que  doivent  avoir  les  abfeiffes , lcs.ordon- 
nées  , les  cordes  , les  tangentes  avec  la  ligne  , qui  doit  être  l’appliquée 
d'une  nouvelle  courbe  } ou  avec  une  ligne  connue  , 8c  celle  qui  doit  être 
l’appliquée  de  la  nouvelle  courbe. 

Exemple  j.  La  courbe  connue  eft  KDE  Fig.  6 t.  dont  le  diamètre  eft  Fio.  *%i 
K B , une  abfeiffe  K B , x i une  ordonnée  DB , y s il  faut  appliquer  au 
même  point  B du  diamètre  une  ligne  CB  , z , moyenne  proportionelle 
entre  l’abl  cille  KB , Subordonnée  BD.  De  forte  qu’en  joignant.  tou$  les 
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ïi«.  6i.  points  tels  que  C , l’on  décrive  une  nouvelle  courbe  KCF.  Puifque  KB: 
BC  : : BC  : BD  » l’on  aura  BC*  — KB  y.  BD  , zz  = xy  formule 
generale. 

Soit  la  courbe  connue  KDE  une  parabole  quarrée  , dont  l’équation  eft 
yy  — px  j donc  y — V p x.  Subftituons  cette  valeur  de^  dans  la  formule 
zz  — xy  ; elle  fe  changera  en  zz  = xV j> x -,  quarronsles  deux  membres, 
z*  = px1  , parabole  du  quatrième  degré  KCF. 

Si  la  courbe  connue  KDE  cft  un  cercle  ; dont  l’équation  cftyy  = 2 ax 
— xx  -,  par  la  fubftitution  de  la  valeur  de  y , on  aura  z*  = 2 a x1  — *♦, 
la  figure  KCF  fora  cercliformc  , ou  cercle  du  quatrième  degré.  * 

Soit  la  courbe  connue  KDE  une  ellipfo  , dont  l’équation  cft  y y — 
2Mpx~-pxx  . jonc  j — 2_»px~pxx  . ^ J'équatïon  de  la  nouvelle  courbe 


elliptiforme  ~z*  — 2 ax'  — x*  , du  quatrième  degré. 

Soit  la  courbe  corn 
x x ; la  nouvelle  cou 


_ ---  " ’ 1 

Soit  la  courbe  connue  une  hyperbole  , dont  l’équation  jyy  = 2 
rbe  hyperboliforme  fera  — 2 ax'  -y-  x*. 


ax 


*te  a Exemple  2.  La  courbe  connue  cft  KDE,  dont  K B cft  le  diamètre, 
K B , x une  abfoiftc , D B , y une  ordonnée.  II  faut  appliquer  au  point  B 
une  ligne  C B , z , qui  foit  moyenne  proportionclle  entre  une  donnée  a 
& l’ordonnée  D B , y.  On  aura  a : z:  : z: p . z z =z  ay  , formule  gene- 
rale des  nouvelles  courbes  K CF , qui  le  décriront  en  joignant  les  points 
trouvez  , comme  le  point  C. 

Soit  la  courbe  connue  KDE  une  parabole  ordinaire  , dont  l’équation 
cdyy  = px  , y = Vpx,  la  formule  zz  = ayfc  changera  en  zz  — 4 y 'px-, 
z*  = aapx , Scia  courbe  KCF  fera  une  autre  parabole  quarrée. 

Si  la  courbe  connue  KDE  ch  un  cercle , dont  l’équation  y y = 2 ax  — 
x x l’équation  à la  nouvelle  courbe  A CF  fera  z*  = 2 a * x — aaxx , Sec. 

3.  Soit  la  courbe  connue  AD  , Ion  fommet  A , autour  duquel  on  fait 
(l  rouler  la  ligne  D G d’une  grandeur  déterminée , de  telle  forte  qu'une  de  fos 
extremitez  D parcourant  la  courbe  AD  , fon  autre  extrémité  G décrit  la 
nouvelle  courbe  AG. 

Suppofons  la  ligne  donnée  dans  la  pofition  DAG.  Des  points  D , G , ti- 
rons fur  l’axe  AC  prolongé  , les  perpendiculaires  DC  , F G -,  l’on  aura 
toujours  deux  triangles  équianglcs  Sc  rectangles  ACD , AFG. 

Nommons  la  donnée  D G , a ; les  inconnues  A Ç , x ; CD,y;AF,zi 
F G ,v } AG  , f-,  AD  fora  DG  — AG  , » — f. 

A caufe  des  triangles  équianglcs  AC , x : CD  , y : : AF , z : F G , v ; y 
Et  AC,  x :AD,  a—f::AF,  z:  AG  , f;  x = ^ÿ^. 

Soit  la  courbe  connue  AD  une  Parabole , dont  l’équation  cd  y y — px  t 

J — Vf* T • x v v f * J px.  -h  w 

La  formule  generale  cft  ici  AG*  = A F1  •+•  F G*  , (f  = zz  -y-  vv. 
Subftitucz  pour  /Ta  valeur  Sc  vous  aurez  l’équation  à la  nouvelle  courbe  v*. 

+ 2pzv*  -h  zzv*  -y- ppzzvv -y- 2 pz’vv -y- ppz*  = c. 
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PARTIE  SECONDE. 

Suite  de  la  JQueJlion  de  Pappus. 

- . , . « » . 1 0 

M.'  Dfscartes  parle  en  cet  endroit  premièrement  de  la  folution 
generale  du  Problème  de  Pappus  en  quelque  nombre  de  lignes , que 
la  queftion  fuit  propolee  ; lêcondement  de  la  lolution  particulière  du  même 
Problème  , lorlqu’il  n'eft  propofè  qu’en  trois  ou  quatre  lignes  ; à la  fin  il  eft 
parlé  des  lieux  géométriques  > troiiiémcmcnt  de  la  lolution  particulière  de 
ce  Problème  , îorlqu’il  eft  propofè  en  cinq  lignes  , l’on  trouvera  encore  ici 
quelque  choie  touchant  la  delcription  des  lignes  courbes. 


SECTION  I. 

Solution  generale  du  Problème  de  Pappus. 


M.  Descartes. 


OR  après  avoir  réduit  toutes  les  lignes  courbes  à certains  genres,  * 
il  m’eft  aifé  de  jpourfuivre  en  la  démonftration  de  la  réponfe,  cMtimJt 
que  j’ai  tantôt  faite  a la  queftion  de  Pappus.  Car  premièrement  aj"'!' 
ayant  fait  voir-ci  delfus  , * que  lorlqu’il  n’y  a que  trois  ou  quatre  P^u‘im 
lignes  droites  données , l'équation  qui  fert  à déterminer  les  points  Uvn 
cherchez  , ne  monte  que  julques  au  quarré  ; il  eft  évident , que  la 
ligne  courbe  , où  fe  trouvent  ces  points , eft  neceflàirement  quel- 
qu’une  de  celles  du  premier  genre  : à caufc  que  cette  même  équa- s,a'  4‘ 
tion  explique  le  rapport , qu’ont  tous  les  points  des  lignes  du  pre- 
mier genre  à ceux  d’une  ligne  droite.  Et  que  lorfqu’il  n’y  a point 
plus  de  huit  lignes  droites  données  , cette  équation  ne  monte  que 
jufqu’au  tjuarré  de  quarré  tout  au  plus  , & que  par  confêquent  la 
ligne  cherchée  n’eft  que  du  lècond  genre , ou  au  deflous.  Et  que 
lorfqu’il  n’y  a point  plus  de  douze  lignes  données  , l’équation  ne 
monte  que  jufques  au  quarré  de  cube  , & que  par  confequent  la 
ligne  cherchée  n’eft  que  du  troifiéme  genre,  ou  au  deflous , & ainfi 
des  autres.  Et  même  à caufe  que  la  pofitiondes  lignes  droites  don- 


T 
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nées  peut  varier  en  toutes  fortes  , & par  conlequent  faire  changer 
tant  les  quantitez  connues , que  les  fignes  -i-  & — de  1 équation 
en  toutes  les  façons  imaginables  -,  il  eft  évident , qu’il  n’y  a aucune 
ligne  courbe  du  premier  genre  > qui  ne  foit  utile  à cette  queftion, 
quand  elle  eft  propoféc  en  quatre  lignes  droites  -,  ni  aucune  du  fé- 
cond , qui  n’y  foit  utile,  quand  elle  eft  propofée  en  huit;  nidu  troi- 
fiéme,  quand  elle  eft  propofée  en  douze  , & ainfi  des  autres.  En 
forte  qu’il  n’y  a pas  une  ligne  courbe  , qui  tombe  fous  le  calcul , &c 
puiife  être  reçue  en  Geometrie  , qui  n’y  foit  utile  pour  quelque 
nombre  de  lignes. 

Tout  cet  endroit  fë  comprendra  allez  pour  les  choies  , que  l’on  a dites, 
L.  i.  Part.  3.  Sed.  5.  Art.  1. 


SECTION  II. 

Solution  particulière  du  Problème  dePappus,  lorfquil  riejl  propofé  que» 

trois  ou  quatre  lignes. 

POur  expliquer  cette  Scdion , qui  paroit  cmbarraflee  en  quelques  en- 
droits à ceux , qui  lifent  la  Geometrie  de  M.  Des  cartes  pour  la 
première  fois , il  nous  faut  traiter  i°  du  refte  de  la  relolution  du  Problème 
commencée,  L.  1.  Part. 3.  Sed.3.  1°  Du  commencement  de  la refolution, 
qui  peut-être  commun  à toutes  les  lignes  , qui  fatisfont  à ce  Problème. 
30  De  la  conftrudion  particulière  à la  ligne  droite.  40  De  la  conftrudion 
commune  aux  trois  Scdions  coniques , & au  cercle.  50  De  la  conftrudion 

Farticulicre  à la  parabole.  6°  De  la  conftrudion  particulière  au  cercle  &.  à 
cllipfe.  70  De  la  conftrudion  particulière  à l’hyperbole  par  rapport  à lès 
diamètres.  8*  De  la  conftrudion  particulière  à l’hyperbole  par  rapport  à les 
afymptotes.  90  De  la  dcmonftration  que  M.  Descartes  apporte  de 
la  fblution  du  Problème  appliqué  au  cercle.  10”  Des  lieux  plans  & (olides, 
& de  la  façon  de  les  trouver.  L’on  divifera  auffi  le  texte  de  M.  De s- 
cartes  félon  le  befoin. 

. * * . I 
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Article  I. 

Suite  de  la  refolution  du  Problème  commencée  au  Livre  I. 

M.  Descartes. 

MAis  il  faut  ici  plus  particulièrement , que  je  détermine  & donne 
la  façon  de  trouver  la  ligne  cherchée  , qui  fert  en  chaque  cas,  lorf-d^Z 
qu'il  n’y  a que  trois  ou  quatre  lignes  droites  données  ; & on  verra  ÎZl-./i 
par  même  moyen  que  le  premier  genre  des  lignes  courbes  n’en  con-  frT[,t 
tient  aucune  autre  que  les  trois  Serions  coniques  & le  cercle.  trtii.  m 
Reprenons  Fig.  38.  les  quatre  lignes  AB,  AD,  EF,  & ghc; 
données  * ci-deffus , 6c  qu’il  faille  trouver  une  autre  ligne,  en 
laquelle  il  fe  rencontre  une  infinité  de  points  tels  que  C , duquel  rsT J' 
ayant  tiré  les  quatre  lignes  C B , CD , CF , & C H à angles  donnez,  ** 
fur  les  données  -,  CB  multipliée  par  C F produit  une  fomme  égale 
à.  CD  multipliée  par  CH  . c’eft  a dire  ayant  fait  CB  = y s CD  — 

, CF  = + , & CH  = 02  + M -fs*  m 

— dckzz  y — dezzx  y 

rj  — cfszx  £ y 

h cfglz  > ->rbcgzx  > — bcfgxx 


y y 


-—  l’équation  eft 
bcfglx 


ez' 


— cgzz 


Au  moins  en  fuppofant  ez  plus  grand  que  cg  : car  s’il  étoic 

moindre , il  faudrait  changer  tous  les  fignes  & Et  fi  la 

quantité  y fe  trouvoit  nulle  , ou  moindre  que  rien  en  cette  équa- 
tion , lorsqu'on  a fuppofé  le  point  C en  l'angle  DA  G,  il  faudrait  le 
fuppofer  aulfi  en  l’angle  DAE,  ou  EAR,  ou  RAG  , en  chan- 
geant les  fignes  -+-  & — félon  qu’il  ferait  requis  à cet  effet.  Et  fi  en, 
toutes  ces  quatre  pofitions  la  valeur  dey  fe  trouvoit  nulle,  la  quef- 
tion  ferait  impoffible  au  cas  propofé.  Mais  fiippofôns  la  ici  être 


dont  la  racine  eft  y — m 

cglï 


- V mm  — 

Et  derechef  pour  abréger , au  lieu  de  =~— 


- '£*■  * 
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}«•  écrivons  0 , & au  lieu  de  zî  — - écrivons , F-  , car  ces  quan- 

tirez  étant  données  , nous  les  pouvons  nommer  comme  il  nous 
plaît  ; fit  ainfi  nous  avons  j y = rn  — \x  + V mm  +■  ox  — qui 
doit  être  la  longueur  de  la  ligne  BC  , en  laiflant  AB  , ou  x indé- 
terminée. Et  il  cil  évident  que  la  queftion  n’étant  propofée  qu‘er> 
trois  ou  quatre  lignes,  on  peut  toujours  avoir  de  tels  termes;  excep- 
té que  quelques  - uns  d’eux  peuvent  être  nuis  , fit  que  les  lignes  .+. 
fie  — peuvent  diverfement  être  changez. 

*.  * 1 

1.  CB  x CF  produit  , & CD  X CH  produit 

«x  ».  « r r t tlltlL*  ‘ ~V'«  * * y ~ * '-f*x  ■«.  Rcduifcz  à la  mê- 

me dénomination  ces  deux  produits  , qui  par  la  iuppofition  font  égaux  j 
laillcz  les  dénominateurs  communs  , & vous  aurez  cz'yy  -*-  dckzzy 
dczz.xy-tgz.zyy  -+- bcgzxy  -t-  cfglzy  + bcfgl  X — cfgzx y— bcfgxx  ; 
ordonnez  ainfi  les  termes  cz'yy  — cgzzyy  = — dckzzy  cfglzy  — 
cfgzxy  — dezzxy  -t-  bcgzxy  -t-  bcfglx  — bcfgxx  : divifez  tout  par 

— deizzï  — dezzx)  ■+■ bcfglx 
ezl  — cg  zzy  vous  trouverez  y y ==  . >-  y — cfg çj 

-H  cfglz  N •+■  btgzx  \ — bcfgxx 


Afin  d’abreger  les  termes  , pour — i— -f  écrivez  2 m 

Jezt  + 'fsi-ï'gi  ou  po£ 


pour 


L'équation  precedente  le  changera  en  celle-ci  y y — 2 my  — y 

ff5.  En  fubftituant  2 m &.  2n  plutôt  que  m ôt  n , l’on  évite  les 
nouvelles'  fractions  que  donnerait  l’extraction  de  la  racine  quarrée  , que 
l'on  doit  bientôt  faire.  L’on  ne  fubftituc  point  encore  de  valeur  abrogée 
aux  deux  derniers  termes , parccquc  dans  l’extraction  de  la  racine  quarrée 
l’on  en  trouvera  deux  autres , dont  l’un  aura  x , l'autre  xx  5 & alors  l’on 
fubftituera  une  valeur  abrégée  aux  deux  termes  , qui  auront  .v  , & une 
autre  aux  deux  termes  , qui  auront  xx. 

. _ , , . 1HX  bc f gl  x — bcfgxx  T 

Je  range  ainfi  requation  y y — imy  -+-  —y  — 7^77 — • Je 

mets  de  chaque  côté  mm  — -i-  n-ffr , afin  que  le  premier  membre 

de  l’équation  (oit  exprimé  par  une  formule  de  quarté  ; & je  fois  y y — 2 my 

m « vv  bcfglx . — bcfgxx 


écrivez  ^ , 


ex.  — cgx.x. 


écrivez  — 

2 n x , 


-y-ir-mm  ■ 


n n x x . 

2.X. 


e X.’  — cgx.x.  • 

Enfuitc  j’extrais  la  racine  quarrée  de  chaque  côté , & je  trouve  y — m -+• 

lôxix  - btfgxx __  maintcnant  que 


-x  = / mm  — - 


.1  


C&2.X. 
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bcfsl  _L 
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— b cfg_ 
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fa ilànt  — ■+*  = « > ou  plutôt  = « , afin  que  o , qui  peut 

lignifier  zéro,  ne  falTe  point  d équivoque;  & « 3^£__  = — | , je 
diminuerai  le  nombre  des  termes , & je  réduirai  l’équation  à ^ — w -+-  £-x 
— /ww  -f-  oùX  — , yz=m  — |x  -+-  / mm  -+•  ux  — ' £xx  valeur 

de  la  ligne  CB.  ...  _ f!1! 


L’on  a lubftitué  les  quantitez 


-4-  2>»y  ~r-c*-at. 


_ fc 


, pareequon 


fuppolê  , qu’après  avoir  examiné  la  valeur  des  termes  , à la  place  dciqucls 
on  les  a miles  , l’on  a trouve  que  les  unes  croient  polîtives , les  autres  néga- 
tives. En  effet  l’on  verra  Art.  6.  Exemp.  13.  n.  1.  3.4.  que  b = r . c = 
| , d =?  7 , <"  = . f=  ï ig  = 7 > * =.  >-/•==  S , m = r , » = 7 ; 


i , ou  = ^ pareeque  w = / , 6c  que^  — / — jx-i-//  -+-  — Axx. 

4 M.  D E s c A R t E s dit  d;ms  une  * de  fes  Lettres , que  touchant  cette  * z»**  t- 
queftion  de  Pappus , il  n’a  mis  que  la  conflrudion  , &.  la  démonltration, u"'  4,‘ 
fims  en  rapporter  toute  l’Analyfè.  J’ai  mis  ici  cette  partie  de  la  refolution, 
qui  avoir  été  omife. 


t. 

2 m n x 


L’équation  y y — 2my  - 

vv  bcfglx  — befs 


znxy 


Y>f  «M  ^ ^ X 1 y*  SS  X X MM  - - - 

m m — — ^ — H -- — =:  m m 


n n xx  , 
z.  z. 


n n x^x 
u 


fglx — bcfgxx'  , ,.  ii.  c-  . 

, a deux  racines  quarrees  5 l une  pofinve. 


que 


C l — Ci (Il 

l'on  a extraite  ; l’autre  négative  , qui  elt  — 3 + m 


V mm  — 


nn  x x hTJ&lx  —hc.fgx* 

*+■  *.*.  ■+ 


, Ouq=w— ^ — V mm  -h  «x 


e* — cgti 

L x x.  M.  Descartes  s’eft  contenté  d’extraire  la  racine  pofitivc 

pareeque,  comme  on  l’a  dit , Liv.  1.  Part.  r.  Sed.  4.  Règle  10.  C’eft  la 
racine  pofitivc  qui  donne  la  fôlution  de  la  queftion  pour  la  partie  du  lieu, 
pour  laquelle  on  la  cherche.  La  négative  comme  , on  l’enfeigne  dans  les 
fieux  géométriques , relbut  aulîi  la  queftion  dans  une  autre  partie  du  lieu. 

* 3.  ez  elt  plus  grand  que  cg , car y *z  as  2 , cg=.  1.  Ainfi  <•« — cg 

= 7 . & multipliant  par  zz  — / . l’on  ayez1  — cgzz  = 1 . Mr  Des- 
cartes veut  que  l’on  range  ainfi  les  termes  ez'yy  — cgzzyy  = — 
dekzzy  -b-  cfglzy  — cfgzxy  — dezzxy  h-  bcgzxy  -h  bcfglx 
— bcfgxx  , ce  qui  , en  divifânt  tout  par  ci1  ' •*—  cgzz  \ donne 
— de k zzy  — cfgzxy.  -t - bcfglx 

— dezzxy  ' ' 

■+•  bcgzxy  — bcfglx-  ' 1 - ■-r 

; 1 ’*■“*’  * ’ » .’  7 O |-l 

C Z,  * cg  z,z. 


y y = 


cfglzy 


«•>’> 


II  veut , dis-je , que  l’on  range  ainfi  les  termes , afin  que  le  quarré 
gz'  y y — tgz'zyy  foi*  pofitif , ce  que  l’on  a coutume  d’obfèrvcr. 

T ii) 
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Mais  quoiqu’on  eût  autrement  ordonné  les  termes , l’on  auroit  toûjour* 
trouvé  la  même  racine. 

Soit  donc  cgzzyy  — ez'yy  = dekzzy  — efg^y  -t-dezzxy 
cfg zxy  — bcgzxy  — bcfg Ix  -4-  b cfg x x ; divilons  tout  par  cg z z — 
-4*  dekzzy  ■+■  dtzzxy  — bcfglx 
ez * , l’on  fera  y y = -+■  cfgzxy  où  les  fi- 

' , > ; 7 - ~cfglz'y  — bcgzxy  -f-  b cfg  x x 

’ '•  ‘ ' CSZ,Z'  — e *' 

gnes  font  tous  changez  dans  le  fécond  membre. 

Afin  d’abreger  pour  il  fout  mettre  •+■  2 m , comme  on 

l a mis  n.  1 . pour  — > parccque  fi  le  numérateur  8c  le  déno- 
minateur de  cette  dernière  fraction  font  pofitifs  , 8c  par  leur  divifion  don- 
ne le  figne  -+-  5 le  numérateur  8c  le  dénominateur  de  la  première  fraction 
feront  tous  deux  négatifs  , 8c  donneront  aufli  par  leur  divifion  le  ligne  -4-. 
En  effet , comme  on  le  conduira  de  ce  qui  le  dira  Art.  9.  ~ ' **  ‘*s  1 * 

cft  4 — 2 > 


+ — cfgix. 


De  même 


_ > cff  =rr  — 2 

g — ïriz‘—  cfgi  + bcgx. 


• x.  — tgzx. 


ex.’  — cgz.  x. 


eft +7 


cfgx  — kegt 


t _ cg  it  — it1 

cff  =-7  = — / , ainfi  il  fout  toujours  écrire  — — pour  la  foconde  frac- 
tion au  fiî  bien  que  pour  la  première. 

L'on  formera  donc  comme  n.  1.  y y — 2tny  in  *y  — ~k'fsix  -*• 


Cgit.  — 


tefsx.x  ic  premier  membre  eft  le  même  que  n.  1.  8c  en  fu  ire /y  — zmy 
+ ilil-f.  m m — -+-=^p  =mm  — LOLZl  h_ 

, dont  la  racine  fora  , y — m ■+■  ~ ^ mm  — î-!!L!L£ 

Dans  laquelle  pour  1 


tÂ± 

nn  xx 


VTf  glx  -t-hc? gxx 


tcfgl  


cgxt  — tf 

— / -4-  s = 4, 

un,  k cf  2 
cgxx 


_i  ~ 1 

I ~ I 


il  faut  encore  mettre  -+-  œ = 4 , & l’on  aura  -+-  œ x ; pour 
- — 7 r=  T—’.  = 7 — / = — 7 il  fout  encore  écrire  — t> , ou 

- fl  * 1 1 4 4 ‘ 

“f*  * ^ 

— , 8c  l’on  aura  — L xx.  De  forte  que  la  racine  fora  comme  auparavant 

y — m — 7 + fw»  + »*  — txx,y=  1 — //  +4^  — ±xx. 


4-  M.  Descartes  veut , que  fi  la  quantité  y fo  trouvoit  nulle , ou 
moindre  que  rien  , c’eft-à-dire  négative  , Iorfqu’on  a fuppofo  le  point  C 
dans  l’angle  DAG  , il  foudroit  le  fuppofor  aulli  dans  l’angle  DAE  , 8c 
enfuite  , s’il  étoit  encore  necefliire  dans  l’angle  EAR,t c enfin  dans  l’an- 

Êlc  R A G : 8c  fi  dans  ces  quatre  pofitions  la  valeur  dey  fo  trouvoit  nulle, 

. queftion  feroit  impoflible  au  cas  pro^ofo. 

La  ligne  CB  — y doit  fo  terminer  à la  ligne  donnée  EAG  par  l’hypo- 
thefo  : donc  tout  l’cfpacc  , dans  lequel  elle  peut  être  , eft  compris  par  les 
quatre  angles , qui  font  autour  du  point  A , 8C  ces  angles  font  DAG , 
DAE  , EAR  , RAG.  Ainfi  on  peut  la  chercher  dans  ces  quatre  angles* 
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Tandis  qu’on  trouve  la  valeur  de  CB , y négative  , l’on  continue  à la 
chercher  ailleurs  , parccquc  c’eft  là  valeur  pofitive  , que  l’on  veut  trouver. 

Ce  n’eftpas  , qu’une  valeur  négative  trouvée  ne  ferve  de  quelque  choie» 
puifque,  comme  on  l’a  expliqué,  L.  i.  Part.  i.  Sect.  4.  Rcgl.  10.  elle 
lignifie  , que  la  valeur  pofitive  efl  du  côte  oppofë  à celui , vers  lequel  on  l'a 
luppolë.  Si  CB  ayant  été  pofé  du  côté  de  D par  rapport  à la  droite  A B, 
on  trouvoit  par  le  calcul  là  valeur  négative  j ce  fèroit  une  marque  certai- 
ne , que  la  pofitive  ferait  de  l’autre  coté  de  AB  , c’efl-à-dirc , du  côté  de 
S.  Parceque , comme  on  le  pratique  dans  les  lieux  géométriques  , les  CB, 
fortant  toutes  de  la  ligne  AB  , fi  les  — y vont  du  côté  de  D , les  ■+-  y 
étendront  du  côté  de  S. 

* L’on  oppofe  contre  cet  endroit , que  le  point  C eft  par  tous  les  quatre  *n m.%. 
angles , que  M.Descartbs  ne  nomme  point  celui , où  il  ne  peut  pas  u"'  7<‘ 
être  &c  que  jamais  la  queftion  n’eft  impofliblc.  A quoi  M.  Descartes 
répond  ainfi.  * *.  Il  efl  évident  qu’il  fi  trompe  en  ee  qu’il  dit , que  je  n’ai  pus  **  utt‘ 
nommé  l’angle  , où  le  point  C ne  peut  être  1 car  ayant  nommé  tous  les  quatre 
angles  , qui  fi  font  par  l’interfiettion  des  deux  lignes  DRcf  E G , j’ai  nommé 
toute  la  fuperfiâc  indéfiniment  étendue  de  tous  côte\,  & pur  confiquent  tous  les 
lieux  , tant  ceux  où  le  point  C peut  être  , que  ceux  où  il  ne  peut  pas  être  : en  forte 
qu’il  auroit  été fuper fi  u , que  j’eujfi  confideré  d’autres  angles.  Enfin  il  fi  trompe 
de  dire  que  cette  quefiion  n'efi  jamais  impoffible  : car  bien  qu’elle  ne  le  fait  pas  en  la 
façon  que  je  l’ai  propofée  , on  la  peut  propofier  en  plufieurs  autres  , dont  quelques- 
unes  font  impojfibles  , cr  je  les  ai  voulu  toutes  comprendre  dans  mon  dt [cours. 

L’on  verra  plufieurs  Exemples  , dans  lefqucls  les  points  C occupent  les 

3uatre  angles  D AG , D A E , EAR,  R AG  y & plufieurs  , dans  lelquels 
s ne  les  occupent  pas  tous  quatre.  L’on  trouvera  aulfi  des  Exemples , dans 
lefquels  le  meme  Problème , qui  efl  impoffible  par  rapport  à un  angle , efl: 
poflïble  par  rapport  à un  autre.  Tels  lont  à la  ligne  droite  , Exemp.  6.  à la 
parabole,  Exemp.  r.  2.  3.  4.  j.<j.  7.  y.  au  cercle  ou  à l’ellipfe,  Ex.  1. 

1.  3.  5.7.9.  10.  11.  11.  14.  à l’hyperbole  rapportée  à lès  diamètres  ,Ex.  1. 
v.  6.  fans  parler  des  points  où  les  .v  & les  7 commencent , & où  étant  nuis 
ils  font  le  Problème  impoffible. 

Il  peut  auflï  arriver  qu’un  Problème  feit  entièrement  impofliblc , car  on 
peut  y apporter  des  conditions  , qui  ne  peuvent  le  trouver  enlèmble  , & 
alors  y fera  partout  égale  à zéro,  ou  elle  aura  une  valeur  imaginaire.  Voyez 
ScéL  3.  Art.  5.  — 

•e  / , . m Tom  X 

5.  Monfieur  Descartes  reconnoît  que  dans  cette  équation  un.  *,*. 
— delczzy  — dezzxy  -+-  bcfglx 
ly  — — cfgzxJ  - il  y a deux  défauts.  Le 

•+■  cfglzy  ■+■  bcgzxy  — bcfgxx 

_ ‘ r*‘.  “ . 

premier  , c’en  qu’il  a omis  le  cas , où  il  n’y  a point  de  y y , mais  feulement 
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xy  avec  quelques  autres  termes  5 ce  qui  donne  toujours , ajoûtc-t-îl  un  lieu 
à l'hyperbole  , dont  1’afymptote  eft  la  ligne  AB  , ou  bien  lui  eft  parallèle. 
Le  lècond  défaut  eft  , qu'il  forme  cette  équation  , fans  y mettre  aucun 
terme , qui  foit  compolé  de  quantitez  connues , &c  quoique  cela  foit  bon, 
pourfuit  - il  > pour  la  queftion  de  Pappus  , à caufo  qu’il  ne  s’y  en  trouve 
jamais  par  la  façon  qu'il  l’a  réduite  j il  en  falloir  pourtant  mettre  un , pour 
ne  rien  omettre  touchant  les  lieux. 

M.  Descartes  regarde  donc  cette  équation  , comme  une  formule 
generale  , pour  le  Problème  de  Pappus  propofè  en  trois  ou  quatre  lignes. 
Il  ne  me  lèmblc  pas  que  cette  formule , ait  le  premier  défaut,  dont  on  vient 
de  parler,  car  puilque  M.  Descartes  allure  que  l’on  peut  toujours 
trouver  de  tels  termes , excepté , que  quelques-uns  d’eux  peuvent  être  nuis  j 
l’on  peut  autant  fuppolêr  que  y y ne  s’y  rencontre  pas , que  xx  : & comme 
le  terme  x x manquant  n’empeche  pas  , que  la  formule  ne  foit  generale, 
l’on  doit  raifonner  de  même  du  terme  y y. 

Lorfquc  une  équation  a le  plan  xy  des  inconnues  avec  **  le  quarré  de 
l’une  des  inconnues , fans  avoir  le  quatre  y y de  l’autre  inconnue  ; elle  peut, 
ainli  qu’on  l’apprend  dans  les  lieux  géométriques  , le  conftruire  avec  l'hy- 
perbole prilè  ou  par  rapport  à lès  alymptotes , ou  par  rapport  à lès  diamè- 
tres. L’on  verra  qu’il  peut  arriver  , que  ni  la  ligne  AB  , ni  aucune  de  lès 
parallèles  ne  foit  l’afymptote  de  l’hyperbole , qui  làtisfàit  au  Problème  de 
Pappus  , Voyez  Art.  8.  Exemp.  y. 

Touchant  le  lècond  défaut , il  eft  certain  que  lorlqu’on  donne  une  for- 
mule ou  équation  generale  pour  tous  les  lieux  à une  courbe  particulière, 
on  met  un  terme  , où  il  n’y  a que  des  quantitez  connues.  Soit  x , y les 
foules  inconnues. 

Pour  la  ligne  droite , y = J-* 


-+■  t 


rr 


* Pour  la  parabole,  7.7  — 7^  xy  ■ 


tnt  xx—iry 


.xx 


-+-//  = ' 


Pour  le  cercle  ou  y y — ~ xy 
J’Elliplè 
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Pour  l’hyperbole  y y — ^xy  h 
par  rapport  à lès  ■ — 

diamètres.  - • • 
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Pour  l’hyperbole  xy  — ^xx 
entre  lès  alympto- 
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La  Méthode  dont  on  fè  fert  pour  faire  ces  formules  generales , conffle  h m,  i, 
ecr.fruire  d'abord  une  parabole  , en  forte  que  l’ équation  qui  en  exprime  la  nature, 
fait  la  plus  compofe  qu'il fe  puijfe  i défaire  enfuite  la  même  chofe  dans  l'ellipfe  , çf  îüùx 
dans  l'hyperbole  rapportée  a fes  diamètres  , & conftderee  entre  fes  a(ymptotes  , ce  G“w"* 
qui  fournit  des  équations  ou  formules  generales. 

Ainfi  M.  Descartes  a railon  dédire  que  Ion  équation  , qui  doit 
ici  vir  de  formule  generale  , devoir  renfermer  un  terme  compofe  de  feules 
quantitez  connues  : comme  dans  les  formules  , que  l’on  vient  de  rappor- 
ter , le  dernier  terme  , où  il  n’y  a ni  x , ni  7 , [eft  compofe  de  feules  quan- 


titez connues. 


De  plus  nous  verrons , que  pour  la  queftion  même  de  Pappus  , de  la 
façon  , que  M.  D e s c a r t e s l’a  réduite  , il  arrive  quelquefois , qu’un 
des  termes  n’a  que  des  quantitez  connues  j que  même  il  n’y  a quelquefois 
que  des  quantitez  connues  dans  un  des  membres  tic  l’équation,  la  qucflion 
étant  propolcc  autrement , que  M.  Defcartes  ne  l’a  propofec.  Ce  qui  fait 
encore  plus  voir  la  ncccllïté  , qu’il  y avoit  de  mettre  dans  l’équation  gene- 
rale un  terme  tout  compofe  de  quantitez  connues.  Voyez  à la  ligne  droite, 
Exemp.  1.6.  à la  parabole.  Ex.  z.  6.  9.  au  cercle  ou  à l’ellipfe  , Ex.  1.  8. 
10.  14.  à l’hyperbole  par  rapport  à les  diamètres  , Exemple  1 . 1.  6.  8. 


1 2>  • ^ 3 * ^ 4* 

6.  M.  Defcartes  * dit  encore , qu’au  lieu  de  s’être  employé  à conftruire  * 
la  queftion  de  Pappus , Sc  de  n’avoir  parlé  des  lieux  géométriques  après 
cela  , qu’en  forme  de  corollaire  5 il  eut  mieux  fait , d’expliquer  par  ordre 
tous  les  lieux  , Sc  de  dire  enfuite  que  par  ce  moyen  la  qucflion  de  Pappus 
étoit  conftruite. 


Mais  aujourd’hui  , que  l’on  trouve  les  lieux  géométriques  expliquez 
dans  plulîeurs  traitez  : j’ai  cru  devoir  fuivre  M.  Defcartes,  Sc  faire  comme 
lui  la  conftruction  du  Problème  de  Pappus  en  pluficurs  Exemples  , Sc  en  fi 
grand  nombre  d’Excmples , qu’il  y eut  dequoi  contenter  tout  le  monde. 
Car  quelques-uns  feront  bien  aifè  de  lavoir,  comment  le  Problème  fè  conf- 
truit , Iorfqu’on  a une  certaine  équation  ; quelques  autres , lorfqu’on  en  a 
une  autre.  Dans  chaque  Exemple  je  mettrai  la  refôlution  lùivant  la  Mé- 
thode de  M.  Defcartes , Sc  quelquefois  encore  par  l’évanoitiflèmcnt  des 
féconds  termes , comme  on  le  pratique  ordinairement  dans  les  lieux  Géo- 
métriques ; Sc  l’on  trouvera  , que  des  deux  manières  l’on  vient  à la  même 
conftruction.  Voyez  les  deux  fortes  de  conftructions  à la  ligne  droite,  Ex.  y. 
à la  parabole  , Ex.  3.  7.  au  cercle  ou  à l’ellipfe  , Ex.  5.  6.  9.  10. 13. à l’hy- 
perbole par  rapport  à fès  diamètres , Ex.  1.  3.  y.  6.  7. 10.  ir.  13.  iy.  16. 

M.  Descartes  parle  encore  Art.  1 o,  des  lieux  géométriques , Sc  il 
fait  voir , que  les  feules  lignes  courbes  du  premier  genre  font  le  cercle 
& les  trois  Sections  coniques , ce  qui  cft  déjà  connu  par  ceux  , qui  ont.etu- 
dié  les  lieux  géométriques , dans  lefquels  les  inconnues  n’ont  au  plus  que 
«deux  dimenfions.  V 


Digitized  by  Google 


•H 


Commentaires  sur  la  Geometrie 


Article  II. 

Commencement  cL ■ U conflruclion  commune  à tous  les  Problèmes ~ 

M.  Descartes. 

f, o c9  A cela  je  Kl  Fig.  69.  égale  8c  parallèle  à B À , en  force 
taù ri.  quelle  coupe  de  B C la  partie  B K égale  à m , à caufe  qu’il  y a 
m‘ 

$r,nJe,  La  ligne  CB  fait  avec  la  ligne  AB  l'angle  donné  CB  A par  les  condt- 
”'n  t*ons  clu  Problème.  L’on  ignore  encore  la  longueur  de  C B , c’eft-à-dire,. 
tjru  n en  quel  endroit  doit  être  le  point  C , quoique  l’on  ait  la  valeur  de  C B 
•un  de  exprimée  en  termes  algébriques.  11  faut  donc  que  fur  CB  je  prenne  tou. 
tes  les  quantitez  exprimées  dans  là  valeur  trouvée  par  l’Analvlè y = m — 
n-x  Vn/m  ■+-  o»  x — L xx  , je  commence  par  le  point  B à déterminer 
cette  valeur. 

Ce  il  pourquoi  puifquc  cette  valeur  contient  -+-  m , fur  B C je  coupe 
B K = m , en  allant  de  B vers  C.  Enfùite  par  le  point  K je  mené  l’infinie 
Kl  parallèle  à AB , 8c  je  prends  Kl  égale  à AB  , x.  Les  autres  Exem- 
ples , où  il  y a ■+■  m , font  à la  ligne  droite , Exemple  1.3.  6.  7.  à la  para- 
bole , Exemp.  1.4.  5.7.  8.  9.  au  cercle  ou  à l’ellipfe.  Ex.  4.  S.  9.  10.  1 1. 
13.  1 4.  à l’hyperbole  par  rapport  à fès  diamètres , Ex.  7.  13.  16. 

Et  je  l’aurois  ajoutée  , en  tirant  cette  ligne  IK  de  l’autre  côté, 
s’il  y a voit  eu  — m. 

Lorfqu’il  y a — m dans  la  valeur  de  CB , y = — m -t-  ”-x , &c.  il  faut 
retrancher  la  ligne  m de  la  ligne  qui  donne  la  valeur  totale  de  y.  Alors  fur 
C B prolongée  je  coupe  B K = m au  delTus  de  AB , c’cft-à-dire , du  côté 
où  le  point  C n’efl  pas. 

Les  Exemples  , où  il  y a — m , font  à la  ligne  droite , Exemple  4.  à la 
parabole  , Ex.  6.  au  cercle  ou  à l’ellipfe  , Ex.  6.  1 2.  à l’hyperbole  par  rap- 
port à les  diamètres , Ex.  8.  9.  10.  1 1.  1 1.  14.  1 y.  16. 

Et  je  ne  l’aurois  du  tout  point  tirée  , h la  quantité  m eût  été 
nulle. 

Les  Exemples  où  m efl  nulle,  font  à la  ligne  droite  , Fx.  2.  y.  à la  para- 
bole , Ex.  1.3.  au  cercle  ou  à l’ellipfè  , Ex.  1.  2.  3.  y.  à l’hyperbole  par 
rapporta  les  diamètres,  Ex.  1.  2.  y.  6. 

Fia.  *4.  puis  je  cjre  au(]j  il  t en  forte  que  la  ligne  1K  eft  à K L , comme 
z à » j c’elt-i-dire  , que  1K  étant  x , KL  cft  \x.  Et  par  même 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Liv.  11.  i j j 

moyen  je  connois  aufli  la  proportion  , qui  eft  entre  KL  &clL , que 
je  pôle  comme  entre  ntca:  fi  bien  que  K L étant  £-*•  , IL  eft  “-x. 

Et  je  Fais  que  le  point  K.  foit  entre  L,&cC,à.  caufe  qu’il  y a ici-^-r  a\ 

L’on  a IK  = x , qui  eft  ici  connue,  parccquc  , c’eft  l’inconnue  , que 
l’on  a déterminée  à être  d’une  telle  grandeur.  L’on  peut  donc  faire  cette 
Analogie  z:  IK,  x : KL  ,”-x , dont  le  quatrième  terme  eft  con- 

nu , parccque  les  trois  premiers  le  font. 

Je  coupe  donc  fur  B K , la  ligne  KL  = ~x.  Je  fois  que  le  point  K foit 
entre  L&iC  , c’cft-à-dire  , que  je  prends  KL  en  remontant  du  point  K 
déjà  trouvé  vers  la  ligne  si  B , pareequ’il  y a — dans  la  valeur  dey  — 
m — ^ + v'w»»  + tt*'  — Pmxx’  Car  il  fout  retrancher  £ x de  la  ligne,  qui 
reprefonte  la  valeur  dc^  ; ce  qui  arrive , lorlquc  je  prends  ainft  K L.  En 
effet  fuppofont  enfuitc  que  LC  eft  V mm  u x — L-vat  , j’aurai  CB  ,y 
= M = + m,  — KL  = — z x , +LC  = -h  mm  -h  a x — Lxx. 

Dans  le  triangle  IKL,  le  côte  IK,  x eft  prisa  volonté  , le  côté  XL  eft 
= £-*.  L’angle  LKI  = à l’angle  j4BR  eft  connu  , donc  on  connoît  tout 
le  triangle  & par  confoquent  le  rapport  des  cotez  KL  , IL  qui  peut  s'ex- 
primer par  la  raifon  de  la  connue  » à la  connue  a -,  on  aura  donc  n : a : ; 
KL,lx\  IL,  ’-x. 

Les  autres  Exemples  , où  il  y a — x font  à la  parabole  , Exemp.  8. 9.  au 
cercle  ou  à l’ellipfe  , Ex.  5.  8.  1 1.  11.  13.  14.  à l’hyperbole  par  rapjjprt  à 
les  diamètres.  Ex.  (>.  9.  10.  1 6. 

Au  lieu  que  Fig.  <59.  j’aurois  mis  L entre  K & C , fi  j’euffe  eu  Fio  «9: 

-4*  \x.  

Lorlqu’on  a -4-  ^x  , dans  la  valeur  de  C B , y = m ■+■  ~x  V mm  ■+■  aix 
— Lxx  , il  faut  que  la  ligne  CB  , qui  reprefonte  cette  valeur  , contienne 
K L — \x , afin  que  j’aye  CB  , y = B K = ■+■  m , -4-  KL  = -+-  Jat  , -+- 
LC  mm  -+-  ai  x — Lxx. 

m 

Les  Exemples , où  il  y a -1-  font  à la  ligne  droite  , Exernpl.  z.  à la 
parabole  , Ex.  3.7.  au  cercle  ou  à l’ellipfo  , Ex.  9.  10.  à l’hyperbole  rap- 
portée à fes  diamètres  , Ex.  8.  10.  11.  iz.  13.  14.  ij. 

Et  je  n’euffe  point  tiré  cette  ligne  IL  , Ci  r*  eût  été  nulle. 

Les  Exemples  où  jx  eft  nulle  , font  à la  ligne  droite  , Ex.  1.  4.  6. 7.  à la, 
parabole  , Ex.  1.  z.  4.  j.  6.  au  cercle  ou  à l’ellipfc  , Ex.  i.  z.  3.4.  6.  à l’hy- 
perbole par  rapporta  fes  diamètres  , Ex.  1.  z.  3.7. 

J’appellerai  Réglés  dans  la  fuite , foit  les  conditions  que  M.  Dcfoartes 
demande  dans  une  équation  , afin  qu’elle  appartienne  à la  ligne  droite  , ou 
au  cercle  , ou  à.  une  Section  conique  , foit  les  préceptes  qu’il  donne  pour 
conftruirc  chaque  équation. 

V ij 
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Je  nommerai  toujours  AB  , x ; CB , y s B K , m s IK  , x ; KL  , j-x: 
IL,  r-v  ; CL,  ce  .qui  fera  (bus  le  figne  radical.  Et  parccque  , m étant  nulle 
dans  une  équation  , dans  laquelle  £.v  le  trouve  , le  point  I eft  en  A j le 
poinrK  en  B > fie  l’on  a BL  au  lieu  de  KL,  AL  au  lieu  de  IL  ; je  nom- 
merai dans  ce  cas  BL,  \x  ; AL  , f.v.  Il  en  fera  de  même  deplufieurs  au- 
tres points  ou  lignes  , qui  tombent  fur  d’autres  , comme  il  fera  facile  de 
s’appercevoir.  Je  nommerai  mm  la  quantité  connue  , qui  eft  fous  le  ligne 
radical  , lorfqu’elle  fera  le  quarré  de  la  quantité  nommee  m s Jf,  lorfcju’el- 
le  ne  fera  pas  ce  quarré  ; u>  la  quantité  qui  multiplie  x , t la  quantité  qui 
multiplie  * x fous  ce  même  figne.  C’eft  ce  que  prévoient  fort  bien  tous 
ceux  qui  donnent  des  formules  generales,  dont  on  a parlé  , L.  i.  Part.  i. 
Sed.  4.  Régi.  1 1 . Ainfi  l’on  ne  doit  pas  regarder  certaines  réglés  de  M.  Def- 
cartes  comme  faullès , pareequ’il  ne  defeend  pas  en  détail  dans  chaque  cas 
particulier,  pareequ’il  ne  parle  pas  de  AL,  par  exemple.  Car  il  lutfit,  qu'il 
ait  averti , que  quelques  ternies  de  Ion  équation  generale  peuvent  être 
nuis , ce  qui  eft  une  marque  certaine  , que  quelques  points  6 C quelques, 
lignes  de  fà  conftrudion  peuvent  aulTi  manquer. 

Article  III. 

ConjlruEiion  particulière  à la  ligne  droite. 

M.  Descartes- 


Fig.  69. 
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O R cela  fait , il  ne  me  relie  plus  pour  la  ligne  LC  que  ces  termes, 
LC=  ^/nTm^r  ax — L x x.  D’où  je  vois , que  s’ils  étoient  nuis  , ce 
point  C fe  trouveroit  en  la  ligne  droite  I L -,  & que  s’ils  croient  tels, 
que  la  racine  s’en  pût  tirer,  c’eft-à-dire  , que  mm  Sx.  f-xx  étant  mar- 
quez d’un  même  ligne  ■+*,*««  fut  égal  à 4 pm-,  ou  bien  que  les 
termes  mm  & m , ou  u>x  & p-xx  fulfent  nuis;  ce  point  C fe  trou- 
veroit  en  une  autre  ligne  droite  , qui  ne  feroit  pas  plus  mal  aifée  à 
trouver  que  IL. 

M.  Ddcartes  donne  en  peu  de  mots  les  marques  pour  connoître  5 quand 
la  queftion  de  Pappus  eft  un  lieu  à la  ligne  droite  , & dans  quelle  ligne  le 
point  C , que  l’on  cherche , fe  trouve  , lorlque  c'eft  un  lieu  à la  ligne 
droite. 

La  première  marque  , pour  connoître , fi  un  lieu  eft  à la  ligne  droite, 
eft  celle-ci.  Lorlque  les  inconnues  * , y n’ont  toutes  deux  qu’une  dimen- 
fion  dans  une  équation  , & que  leur  plan  xy  ne  s’y  rencontre  pas  ; le  lieu 
de  cette  équation  eft  toujours  une  ligne  droite.  Tous  ceux  qui  traitent  des 
lieux  géométriques  , apportent  cette  Réglé- 
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La  féconde  marque  cft  celle-ci.  Lorlque  dans  une  équation  , il  n’y  a 
qu’une  des  deux  inconnues  , 6c  qu’elle  n’a  qu’une  dimenfion  j le  lieu  de 
cette  équation  eft  encore  une  ligne  droite.  Quelques  Gcometres  apportent 
cette  marque  dans  leur  traité  des  lieux  géométriques  , quelques  aunes 
l’omettent. 

Il  faut  donc  faire  voir  dans  les  règles  fuivantes , que  M.  Defcartes  nous 
prapofo  ici  des  équations , qui  ont  une  de  ces  deux  marques  ; d’où  il  fuit, 
que  lorlque  l’équation  eft  telle  , qu’il  la  détermine  , le  Problème  Ce  conf- 
truira  par  une  ligne  droite. 

Réglé  I. 

5 I dans  la  dernière  équation , dont  y — m — ^-x  -+-  V mm  ■+■  wx  — L xx 
eft  la  formule  generale  , ce  qui  eft  fous  le  ligne  radical  eft  nul , elle  Ce 
conftruira  par  la  ligne  droite.  Voyez  Exemple  i. 1.  3. 

Lorlque  ce  qui  eft  fous  le  ligne  radical  eft  nul , l’équation  Ce  réduit  à y 
= ± m ± n-x  ; où , fi  le  terme  $x  eft  encore  nul , elle  le  réduit  à y = ± 
m ; 6c  elle  a les  marques  d’un  lieu  à la  ligne  droite. 

Réglé  IL 

L Orfque  ce  qui  cft  fous  le  ligne  radical  cft  nul , le  point  C eft  dans  la  droite 
IL  Fig.  69.  Cette  Réglé  fuppofe  qu’il  y a tout  cnlèmble  tn  6c  ^x.  Voyez 
Ex.  3.  4>  Mais  lorfque  m eft  nul , le  point  C eft  dans  la  droite  A L.  VoyCz. 

Ex-  i.  lorlque  -r*  cft  nul  , le  point  C eftdans  la  ligne/if.  Voyez  Ex.  1. 

Réglé  III. 

S 'Il  y a quelque  quantité  fous  le  ligne  radical , & qu’on  en  puilîè  extraire 
la  racine  quarrée  > le  point  C eft  encore  fur  une  ligne  droite.  Voyez 
Ex.  4.  j.  6.  7. 

La  racine  quarrée  de  xx  eft  x.  Dès  que  l’on  pourra  extraire  la  racine 
quarrée  de  ce  qui  eft  fous  le  ligne  radical,  l’inconnue  x qui  s’y  trouve  n’au- 
ra plus  qu’une  dimenfion.  D’un  autre  côté  l’inconnue^  n'a  aufti  qu’une 
dimcnlion  dans  la  formule  generale  : ainlî  les  inconnues  n’auront  alors, 
toutes  deux  qu’une  dimenfion  -,  marque  certaine  d’un  lieu  à la  ligne  droite. 

Lorlque  ce  qui  cft  fous  le  ligne  radical  eft  tout  connu , comme  Vp-,  il 
eft  aifé  d’en  extraire  la  racine  quarrée  , fuivant  ce  que  l’on  a dit , Liv.  1. 

Part.  1.  Sect.  2.  Art.  1.  n.  3.  Car  fi  Fig.  7.  F G eft  l’unité , GH  = L ; la  fIC,  7, 
perpendiculaire  G I eft  Vp-  , que  je  puis  égalera  une  connue  , 6c  alors 
1 équation  fora  y =/,  ou  y = ± m ± "-x  -4-  /,  qui  lignifie  encore  un  lieu 
à la  ligne  droite. 

Mais  quand  eft-ce  que  l’on  pourra  extraire  la  racine  quarrée  de  ce  qui 
eft  fous  le  ligne  radical  delà  formule^  —m  — -t-  ^ mm  + — r-xxi 

v n; 
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1.  Lorfque  les  termes  mm  6c  « a;  font  nuis , & que  t xx  efl  pofitif  -,  car 
alors  l’on  aura  Vt  xx  , ou  x V t , comme  l’on  vient  de  dire.  Mais  fi  le 
terme  txx  étoit  fcul  6c  négatif  V — p-  xx , ou  x V — t,  la  racine  foroit 
imaginaire  , Se  l’on  ne  pourrait  pas  en  extraire  la  racine. 

2.  Lorfque  les  termes  u>x  £<-p-xx  font  nuis , & que  mm  cil  pofitif  j car 
alors  l’on  aura  V mm — m j 8c  la  formule  fo  réduira  à y = dfc  m ± ~x 
_i_  m.  L’on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  de  V — m m. 

3.  Lorfque  les  trois  termes  font  fous  le  ligne  radical,  il  faut  que  les  deux 
mm,  txx  foient  marquez  d’un  même  ligne  ■+■ , 8c  que  u>  a foit  égal  à 
4m p , ou  u = V 4m p = 2 V mp.  La  raifon  cil  qu’alors  ce  qui  fe  trouve 
fous  le  ligne  radical  eft  fous  la  forme  d’un  quarre  parfait  algébrique, 
^ mm  -4-  2 xV mp  1 x x , dont  la  racine  quarréc  cil  m -+•  xV  p-  ; ou  bien 
fous  la  forme  mm  — 2 xV  mp  -t-  txx  , dont  la  racine  quarréc  cil  m — 
*Vt,ou—m+xVp-. 

4.  L’on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  quarrée  , lorfque  fous  le  ligne  radi- 
cal  il  n’y  a que  deux  termes  V ± mm  ± a>x , ou  V ± mm  ± p~xx  -, 
V ± eox  ± p-xx  i ainli  dans  tous  ces  cas , le  lieu  n’eft  pas  à la  ligne  droite. 
L’on  ne  peut  pas  non  plus  extraire  la  racine  quarrée,  lorfque  ce  qui  eft  fous 
le  ligne  radical  n’elt  pas  une  formule  de  parfait  quarre  algébrique.  La 
raifon  en  efl  évidente. 

Réglé  IV. 

l Orfqu’on  peut  extraire  la  racine  quarréc  de  ce  qui  cil  fous  le  ligne  radi- 
cal , le  point  C cil  dans  une  autre  ligne  que  IL  , Voyez  Ex.  y.  6.  7.  n.  y. 
Le  point  C cil  aulli  dans  une  autre  ligne  que  IL  , Ex.  1.  Quoiqu’il  n’y  ait 
point  d’extraction  de  racine  à foire  : & il  ell  dans  IL  , Ex.  4.  quoiqu’on 
ait  pû  extraire  la  racine. 

Exemple  I.  y = m. 

1 .  S Oient  Figure  70.  les  quatre  lignes  droites  A B , QD  , EF,  GH  don- 
,0  nées  de  pofition  parallèles  entr’ellcs  , 5c  qu'il  faille  trouver  un  point  C , du- 
quel ayant  tiré  d’autres  lignes  droites  , CB , CD  , CF,  CH  fur  les  don- 
nées , 5c  fai  font  avec  elles  un  même  angle  dç  6 o.  degrez  CB  A,  CDQ_, 
CFE  , CH  G.  De  forte  que  ce  qui  cil  produit  par  la  multiplication  de  CB 
& CH , foit  égal  à ce  qui  ell  produit  par  la  multiplication  de  CD  6c  CF. 

2.  Suppolons  la  cliofo  foi  te  , 8 c nommons  les  diftances  données  des  paral- 
lèles cntr’eHcs  , BD  , h s DF , c ; FH,d  : 8c  les  inconnues  CB  , y ; CD 
=l  CB  -k-  BD  , y- \-b-,  CF=CB  -+-  BD  -h  DF , y ■+■  b~*-c  ; CH  = CB 
+ BD  + DF  - 1-  FH  , y ■+■  b -+-  C -4-  d. 

3.  On  a par  les  conditions  du  Problème  cette  équation  y y ■+■  b y -h  cy  -+- 
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dy  — yy  ■+•  2 by  ■+■  cy  ■+•  h b -t-  h c 5 d’où  l’on  forme  y = & en  fai- 

lânt  ^ dzL  b*  ~ m on  aura y ~ rn- 

4-  Prenez  BC  = m ; par  le  point  c menez  la  ligne  droite  IC  K parallèle 
à AB  i la  ligne  IK  cil  le  lieu  cherché  , & làtisfait  au  Problème  en  tous 
fes  points. 

Dém.  Au  point  quelconque  c de  la  ligne  IK  on  trouve  la  même  équa- 
tion qu’au  point  C.  Menez  ch  parallèle  à CH,  vous  aurez  mêmes  lignes, 

& mêmes  angles  , d’où  l’on  tire  , mramc  n.  3 .y  — m.  Ce  qu’il  falloit 
démontrer.  * 

5.  Il  faut  remarquer  i°  que  la  ligne  droite  IK  fe  trouve  par  la  Géomé- 
trie fimple  , en  coupant  CB  fur  l'infinie  CH  ; &que  par  conlequent  le  Pro- 
blème cil  plan.  i°  Que  les  points  cherchez  G c ne  le  trouvent  pas  fur  la 
ligne.  IL  de  Fig.  69. ‘mais  fur  la  ligne  IK  , fuivant  la  Réglé  1.  30  Que/ 
n’a  point  de  valeur  négative;  car  les/  partent  de  la  droite  IK  , 6 C s’éten- 
dent toutes  du  côté  de  la  ligne  Hh.  40  Que  la  valeur  de  / ell  confiante, 
puilque  l’on  a toujours  ch  =CB. 

j°  Si  la  derniere  équation  était  / = — m , ou  — y = mi  l’on  nomme- 
rait CB  , — /.. 

Exemple  II.  y = \x. 

1.  S Oient  Fig.  71.  données  de  pofition  les  quatre  lignes  droites  AB , AD,  Flc 
EF,  GH,  qui  compofènt  un  parallélogramme.  Il  faut  trouver  un  point 
C , duquel  ayant  tiré  d’autres  lignes  droites  CB  , CD  , CF , C H,  lùr  les 
données  ; Si  dont  CD  ,C  H loient  parallèles  à A B , Si  C B , CF  parallèles 
à AD  : ce  qui  ell  produit  par  la  multiplication  de  CB  Si  CH , loit  égal 
à ce  qui  cil  produit  par  la  multiplication  de  CD  Si  de  CF. 

z.  Suppolons  la  cho/è  faite  , & nommons  les  données  A E ,n  = NL  — 
BFi  AN , z = LE  = DH  i &c  les  inconnues  CB,  y ; CF=  B F — C B, 

» — / ; A B =C  D , x ; CH  = DH  — CD  , z.  — x. 

3.  Puilque  l’on  demande  que  CB  x CH  loit  égal  à CD  X CF,  l’on  aura 
zy  — xy=nx  — xy  s zy  = nx  , y = \ x. 

4.  L’équation  zy  = rtx  donne  cette  proportion  & en  même  tems  cette 
conllrudion  AN , z:  NL  , n:  : AB  , x : BC  , y ; Si  14.  6.  Eucl.  Le 
point  C ell  lùr  le  diamètre  du  parallélogramme  ANLE.  Ainfi  tirez  la  dia- 
gonale ACL,  prolongez-Ia  à l’infini  des  deux  cotez  5 elle  ell  le  lieu 
cherché. 

Dém.  Au  point  C,  il  ell  évident  que  A N,  z : NL  ,‘n:  : AB  , x : BC, 
y,y=~.  Ou  bien  CB  X C H = CD  xCF,  zy  — xy  = nx  — xy  , zy 
c=  nx , y = 2-x.  Au  point  quelconque  c pris  dans  l’angle  IL  G à caule 
des  triangles  lèmblables  ANL  , Abc  , AN , z : NL  , n : : Ah  , x : hc „ 
y : y = n~-.  Oubien  ch  x ch  =cd  X cf,  xy  — ’ zy  = xy  — nx  , y zzz 
j x.  Au  point  c pris  dans  l’angle  MAP  ,,  AN z ; NL  , nziAbv  — x; 
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fie  71.  bc  , — y , y = —.  Ou  bien  cby  c h = cd  ycf , x?  — zy  = xy  — nx, 
y -=u\x.  Ainfi  tous  les  points  de  la  diagonale  AL  prolongée  fatisfontau 
Problème  , 6c  elle  eft  le  lieu  cherché.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

5.  Si  A N LE  étoit  un  quarré  ou  un  rhombe,  n feroit  égal  à z , 8c  l’équa- 
tion y = \x  > k changeroit  en  y = x » 6c  les  C B feroient  égales 
aux  CD. 

6.  Il  faut  remarquer  i°  que  le  lieu  AL  {c  trouve  par  la  Gcometrie  ordi- 
naire , en  faifant  AN,  z:  NL  , n : : A B , x : BC , y.  Car  le  point  C ainfi 
trouvé  eft  dans  le  diamètre  du  parallel(%ramme. 

Le  Problème  eft  donc  plan.  i°  Les  points  cherchez  C , c font  fur  AL 
8c  non  pas  fur  IL  de  Fig.  69.  Régi.  1.  30  Les  inconnues  x , y ont  des  va- 
leurs pofitives  6c  négatives  variables , comme  dans  les  lieux  géométriques. 
40  Au  point  A , x y font  nulles  ; parcequ’elles  commencent  en  A.  j°  Le 
Problème  n’eft  auflï  polîiblc  que  dans  les  deux  angles  , par  lefqucls  la  dia- 
gonale CN  paflè. 

Exemple  III.  y = m — Jx. 

fi«7».  i.  F Ig .71.  comme  n.  1.  Ex.  2.  excepté  que  l’on  demande  ici , que  CB 
X CD  ïoit  égal  à CF  y.  CH. 

1.  Comme  n.  1.  Ex.  2. 

3.  Puifque  CB  X C D = CFx  CH  , l’on  aura  xy  = n z — zy  — nx-y- 
xy,  y = » — zx , 6c  failànt  m=n , y = m — ~x. 

4.  Parce  qu’il  y a -4-  m , fur  B C prolongée  au  defibus  de  A B prenez 
BK  — mz=nz=BF ; par  le  point  K ou  F , menez  IK  parallèle  6c  égale 
à AB  j la  ligne  IK  fora  la  même  que  FF.  Enfuite  faites  , IG  = AN , z; 
GN=AE,  n::  IK,=AB,  x : KL  = KC , 2/.  Donc  CB=  BK — 
CK,r»  — lx  — y. 

Le  point  C eft  un  point  du  diamètre  du  parallélogramme  ANGE.  Tirez 
donc  le  diamètre  infini  IL  , il  fâtisfait  en  tous  fos  points  au  Problème. 

Déni.  Au  point  quelconque  c pris  au  dedans  du  parallélogramme,  étant 
Ab , x = td  -,  b N = AN  — Ab,  z — x ■=  ch  ; cb  , y • cf  = bf  — cb, 
n — y , les  triangles  IGN,  Ikl  font  femblables,  6c  donnent  cette  Analogie, 
IG  , z:  G N , n:  : Ik  = AB  ,x  ; k l = cf,  n — y ; y = n — \x  — m — 
£-x  , ou  bien  cb  X cd  = f/X  ch  , xy  — nz  — nx  — zy  -+-  xy;  y — n — 
n~  — m — 20  Au  point  c pris  hors  du  parallélogramme  dans  l’angle 

dlf,  cbycd=cfy.ch;  — xy  — — xy  -+-  zy  -+■  nx  — nz-,y  — n — £x. 
3°  Au  point  c pris  hors  du  parallélogramme  dans  l’angle  bNh  , cb  x 
cd  = cfy  ch , — xy  = — xy  + zy  -t-  nx  — nz,  y — n — \x  = m — 
£-x\  La  ligne  droite  IL  eft  donc  le  lieu  du  Problème  propolé.  Ce  qu’il  fal- 
loir démontrer. 

j.  Les  points  cherchez  C , c,  font  fur  la  ligne  IL.  Rcg.  2. 

Exemple 
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Exemple  IV.  y = — m -b  V Lxx. 

i.  Fig.  73.  foient  données  de  pofition  les  trois  lignes  AB  , AD , EF  -,  dont  yia.73: 
A B , EF  font  parallèles  entr’elles  5 &c  AD  leur  cft  perpendiculaire.  Il 
faut  trouver  le  point  C , duquel  ayant  tiré  les  droites  C B , CD  , CF  per- 
pendiculaires fur  les  données  > le  rectangle  fous  CB  & C F,  (oit  égal  au 
quarré  de  CD  multiplié  par  AI , moins  le  quarré  de  AI  moitié  de  A E, 
c’eft-à-dire , à.cï) 1 X AI  — ai 2. 

î.  Suppofonsla  choie  faite , & nommons  la  connue  AE  , 2 m = B Fi 
AI,  m } les  inconnues  CB  ,y  ; AB  ■=.  CD  ,x  -,  CF=CB  -b  B F,  y -b  2 m, 

3.  Par  l’hypothefo  CB  X CF=  CD 1 X AI — Â~IX  \yy  -+-  2my  — mxx 
~ — mm  j y y -+■  2 my  -b  mm  = mxx  ; dont  les  racines  font  y -brn—^mx  x, 

& fi  1’  on  prend  m pour  l’unité  , &cp  = m , l’équation  pourra  le  changer 
en  y -b  m = VLxx-,y  = — m-bV  > ou  , puilque  L = 1 , y = — m 
-b  V xx  , y = — m -b  x. 

4.  Parcequ’il  y a — m , au  deflùs  de  A B prenons  B K = m ; par  le 
point  K menons  Kl  parallèle  à AB  & infinie  5 coupons  ALz=  AI,  & par 
les  points  I , L , tirons  l’infinie  IL  , qui  cil:  le  lieu  cherché. 

Dém.  i°  Au  point  C , à caufe  des  triangles  équiangles  I AL  ,ICD  , IA  : 

AL  ::ID  : CD.  Mais  IA  = AL,  donc  ID  = CD  , x > or  C JC  cft  égal 
à ID  , donc  CK  , x.  Et  CB  = CK  — KB=zx  — m.  ^“Aupointr,  étant 
Ab  ~cd , — x-,  cb  , — y , bf—EA,  2 m ,cf  — cb  — bf,  — y — 2m. 

Les  triangles  IAL  , IEl  font  égaux  en  tout  fons  , &c  les  triangles  IEI , 

Idc  font  équiangles  : donc  ft  : El  : : Id  : de  ; &c  étant  /£=£/, 
l’on  aura  ld  — cd  , — x.  D'un  autre  côté  ck  — ld,  — x.  Ainfi  cb  — y 

— ck  -b  ! b , — x -bm  ,yz=  — m -b  x.  L’on  trouvera  la  même  équa- 
tion dans  tous  les  autres  points  delà  droite , IL  , par  exemple  au  point  c de 
cette  façon.  Suppofons  cb  x cf=7di  Y.  AI  — A lx  ,yy  - b 2 my  = mxx 

— mm  j d’où  l’on  tire  , comme  n.  1.  y -b  m ■=.  V m xx  — V p-  xx , y =. 

— m- bVZxx.  C’eft  pourquoi  la  ligne  IL  fatisfait  au  Problème.  Ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

Les  points  C,  c font  fur  la  droite  IL  , Règle  1.  Car  quoique  la  quantité 
.vfoit  feule  dans  l’équation^  = — m -b  x , elle  fora  |-.v  , fi  l’on  pôle  n = 
z = 1. 

Exemple  V.  7 = — ; x -b  V p~xx. 

1.  S Oient  données  de  pofition  les  quatre  lignes  AB  , AD , AH , AF. 

Eig.  74.  qui  fo  coupent  toutes  au  point  A , où  elles  font  entr’cllcs  des  an-  FtG 
gles  B A R , R A S , S AT , chacun  de  30.  degrez.  Il  faut  trouver  un  point 
C , duquel  on  puiffo  tirer  quatre  lignes  droites  CB,  CD,  CF,  CH  for  les 
données  , faifànt  les  angles  CB  G , CDA,  CFA  , CH  A de  foixante 
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degrez  de  forte  que  le  rectangle  fous  CB  , CH  fbit  égal  au  rectangle 
fous  C D , CF. 

î.  Suppofons la  chofe  faite  , £c  ayant  prolongé  CB  , jufqu’à  ce  quelle 
coupe  toutes  les  données  ; nommons  A B , x s CB,  y.  Et  parce  que  le  Pro- 
blème ne  fournit  point  d’unité  , prenons  la  ligne  * pour  l’unité. 

Tous  les  angles  du  triangle  A B R iûnt  donnez.  Le  côté  AB  , que  j’ai 
pris  d’une  grandeur  déterminée , efl  connu.  Puifque  je  connois  les  angles, 
je  connoîtrai  le  rapport  de  leurs  Sinus , qui  font  pour  l'angle  droit  A RB  le 
Sinus  total  100000  , pour  l’angle  BAR  de  30.  deg.*lc  Sinus  soooo  la 
raifon  de  100000  à soooo  , efc  comme  2 , que  je  nomme  b , à.  / , que  je 
nommée.  Je  connoîtrai  encore  par  le  Théorème  de  la  Trigonométrie,  L.i. 
Part.  3.  Sect.  1.  Art.  1.  La  raifon  des  cotez  AB  , BR  , qui  étant  la  mèm«* 
que  celle  des  Sinus  de  leurs  angles  oppofez  , l’on  aura  cette  proportion  b : 
z.::  AB.  x:  BRs^f;  & CR  = C B -4-  B R , . 

De  même  dans  le  triangle  CRD  les  angles  font  connus.  L’angle  CRD 
cft  droit , l’angle  CD  R ou  CD  A de  60.  degrez  , dont  le  Sinus  eft  $6602-, 
dont  la  raifon  au  Sinus  total  / 0 0 0 0 0 , eft  celle  de  1 — z à , que  je 

nomme  2 e.  Ainfi  la  raifon  de  leurs  cotez  oppofez  CR,  CD  fera  la  même, 

1/  y -f-  z.  X iifV4-  jr?.  ï 


CR, 


CD  , 


6c  l’on  pourra  dire , z:  <- « , — ^ ^ ^ , ^ 

4,  Les  angles  du  triangle  BAS  font  de  60.  degrez.  Le  triangle  eft  donc 
équilatéral , & BS  = AB  , x } C S = C B -4-  B S , y -4-  x. 

Après  cela  le  triangle  SCH,  dont  les  angles  CSH  ou  BSA  , C HS  ou 
CH  A font  de  60.  degrez  , fera  aullt  équilatéral  -.IbiCH  — CS  , y -h  .v. 

Enfuite  dans  le  triangle  A BT , l’angle  T ou  ABS  eft  de  60.  degrez, 
l’angle  BAT  de  90.  l’angle  A TB  de  3 o.  Or  le  Sinus  soooo  de  B TA  eft 
au  Smus  100000  de  BAT , comme  1 z=z\  2 =b  -,  donc  z :b:  : AB  ,x: 
BT,  ~ ; t*. 

Enfin  dans  le  triangle  CT  F tous  les  angles  font  connus  s C TF  eft  de 
3 o.  degrez , C FT  de  60.  Or  la  raifon  de  $6602  Sinus  de  l’angle  de  60.  de- 
grez eft  à soooo  Sinus  de  l’angle  de  30.  comme  1 zzz  z a — ■ c.  Donc 
z ; c : : CT , :CF , c±?AlÏ11. 


î- 


L’on  demande  CB  X CH=  CD  X CF,  c’eft- à-dire,  entérinés  analv- 


2 bc  c z.y  y •+■  2 et  x i x y -t-  2 b beexy  2 bccix 


tiques  y y -+•  xy  — 

bz'  xy=  2 bc  c zy  y -t-  2cc  zzxy  -4-  2 bbccxy  -1-  zbcczxx  ; 

2 bbccxy  -t-  2 cc zzxy  — bzixy=  — 2bcczxx 
2 b c c z - bz'  , l’on  fait  y y - *"''*>  + *"****-**. 


bVyy 


par 


j 6c  bz  ‘ y y -4- 

2 bc  c zyy  — 

êc  divifânt 
xy  


f^TTP  , Mettez  « pour 

2 h x y - — 20  ce 


z h c c z.  — bz,  1 

- l’équation  fera  y y 


L61  — > ajoutez  de  chaque  côté  —f*  , vous  trouverez  y y 

. "2  n x y nn_x_x  nn  £* tbcrixx  fubftitUCZ  CllCOrC  L à Ul  place 

de  — iliLi—  : ce  fera  y y -4-  — — -b-  ”-b~  =Lxx  -,  dont  les  raa- 
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lies  font  y -+-  = Vtxx  -,  y = — ~x-y-xVF-.  Soit  Fig.  7.  F g = z,  ■ 

gH  = l:  gi  fera  VF- , L.  1.  Part.  1.  Sech  z.  Art.  1.  n.  3.  que  j’appelle  f, 

.Ainfi  l'on  aura  y — — ”-x  -y-fx.  Soit  enfin  / — | , ce  fera  y = à*. 

4. Fig.74.  Faites  s .-  h::  AB  , .x  : BC  , ljLx  = y.  Par  les  points  A,  C,  Fie.  74; 
tirez  l’infinie  AC  , elle  eft  le  lieu  cherché. 

Dém.  i°  Au  point  quelconque  c pris  dans  l’angle  FA  G , tirez  cb  parallèle 
à CB  5 les  triangles  .4  B C,  Ab  c font  équiangles  ; AB:CB::  z..-  h ;;  Ab,x  : 
cb  , ~x  =y.  z°  Au  point  quelconque  c pris  dans  l’angle  PAT,  menez  cb 
parallèle  à C B , 8c  nommez  Ab  , — x ; cb  , — y.  Defiors  AB  : CB  : : 

Z,:h  : : Ab , — * ; cb  , — y s & — zy  — — h x : y z=-j-x.  De  plus  fi  au 
même  point  c pris  dans  l’angle  PAT,  vous  tirez  encore  cd  parallèle  à CD, 
c/à  CF , ch  à.  CH-,  vous  trouverez  des  triangles  fomblables  a ceux  , qui  ont 
été  lupputez  n.  3.  fie  qui  donneront  en  fuivant  la  même  Méthode  , cd  — 
j ch  = -y-xscf=  Ceft  pourquoi  cb  X ch 

= cfy.cd  s’exprimera  nin 

meme  équation  que  n.  3.  d’où  l’on  tirera  aufli , comme  là  , y — — H_v 
VT-xx,  & enfin  y — £-.v.  La  ligne  A L làtisfait  donc  en  tous  fos  points  au 
Problème  , fie  elle  eft  le  lieu  cherché.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

5.  Il  faut  remarquer  i°  que  les  points  C , c font  fur  la  ligne  AL  ReHc  z. 
z°  Que  l’équation  y = \x-y-VF~xx  , a été  réduite  à la  forme  y — £.v  p;ir 
l'extraciion  de  la  racine  quarrée.  30  Que  le  Problème  n’cftpofliblc  que  dans 
les  angles  F AB , T AP. 

6.  L’on  auroit  pu  refoudre  l’équation  yy  ■+■  ±P-xy  — ~_**f,r***  mr  i>  > 

..•rr  , r 1 sbccz~  b z*  r"1  * ** 

vanouiilement  du  lecond  terme  , fie  prenant  j h-  x = v,  v -v  — y. 

car  fobftituant  pour  y fie  y y leur  valeur , l’on  auroit  trouvé  v 

z bcczx x ç_;..  » » 2 b cc  z p 1. .... 

i01t  Vz  — ~ > 1 on  trouvera 


t beez  — b z1*  z 2 b c c z — b 

l’—y/txx-,  fie  remettant  encore  pour  v fà  valeur  , l’équation  eft  y 
= V-  xx.  Et  l’on  achèvera  comme  n.  t . 4. 

m j v 


yj  nn  xx 

v t:  ~ 

par  la  fubftitution 
”-x 


Exemple  VI.  y — m -y- Vf. 

1.  S Oient  Fig.  75.  les  quatre  lignes  AB  , QD  , EF , GH,  données  de  F,..7f. 
pofition  , toutes  parallèles  entr’elles  fie  également  éloignées  l’une  de  l’au- 
tre 5 fie  qu’il  falloit  trouver  un  point  comme  C , duquel  ayant  tiré  d’autres 
lignes  droites  CB,  CD  , CF,  CH  perpendiculaires  for  les  données,  cc 
-ui  eft  produit  par  la  multiplication  de  CB  fie  CH,  foit  égal  à ce  quieftpro- 
uit  par  la  multiplication  de  CD  fie  CF. 


c 

c 


1 . Suppofons  la  chofc  faite . fie  pareeque  le  Problème  eft  poffible  en  quel- 
ques endroits , impoftible  en  d’autres  j commençons  par  les  cas,  où  il  eft  im- 
pifhble  j après  avoir  nommé  a chaque  diftance  des  parallèles  BD  = D F =z 
FHs  fie  y la  ligne  cherchée  qui  fe  termine  à AB, 

X ii 
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ris.  7;.  j . Suppofons  que  le  point  cherché  (oit  N pris  hors  des  parallèles  au  def- 

fous  de  AB.  Les  lignes  cherchées  font  NB  , y -,  ND  = NB  ■+■  BD  ,y-y- 
a ; NF=  NB  ■+■  BD-\-DF  ,y  -t-  = NB  -+-  DF-^-FH  ,y  -+-  3 a. 

Et  parce  qu’on  demande  que  NB  y N H fuit  égal  à ND  y NF,  l’équa- 
tion (cia  y y -t-  }»y=yy  ■+■  3*y  ■+■  zaa  , quiforeduità  2 a*  = 0.  Cequi 
montre  que  le  Problème  eft  impoilible  dans  tout  point  N pris  au  dcllous  de 
AB.  Il  eft  évident  qu’en  tout  point  P pris  au  déliés  de  GH  on  aura  la  me- 
me preuve  de  l’impoffibillté  2aaz=  0. 

4.  Au  point  R pris  entre  les  parallèles  EF,  QD  les  lignes  cherchées  font 
RB  , y -,  RD  , y — a-,  AF,  2 a — 7;  RH , 3 a — y ; ce  qui  donnera  — 

2 /ta  = 0 Problème  encore  impoilible. 

y.  Maintenant  fuppofons  que  le  point  C eft  pris  entre  les  parallèles  AB, 
QD.  Les  lignes  cherchées  font  C B , y 5 CD  , a — y ; CF,  2 a — y ; CH, 

3 a — y.  Ce  qui  donne  cette  équation  3*  y — y y — 2 an  — 3 ay  + y y -, 

y y — 3Ay—  — au.  Ajoutons  de  chaque  côté  ~aai  l’équation  fora  y y — 
j a. y -t-  a — ±aa.  Extrayons  les  racines  quarrées  de  chaque  membre.  La 

première  eft  7 — — >J±aA  s y = ja  La  fécondé  — y -»-•£* 

= V ~aa  , y — \a  — / a aa , Les  deux/  = -f  - * ± / -a  a politives. 

6.  L’on  conftruit  la  focondc  racine/  — \a  — V \aa  , en  extrayant  la 
racine  quarréc  de  ±aa  , Liv.  1.  Part.  1.  Scd.  i.  Art.  1.  n.  3.  que  je  nomme 
b , 5c  l’équation  clt  y ={  a — b,  5c  faifant  \a  — b = m , l’on  fait  y = 
m.  C’cft  pourquoi  l’on  coupe  B K ou  BC  = ni  , par  le  point  C l’on  mène 
l’infinie  Ce  ou  IK  parallèle  à AB  , clic  eft  la  ligne  cherchée. 

Dém.  Du  point  quelconque  c tirez  fur  les  données  les  perpendiculaires 
c b , c d , cf , ch  , elles  foront  chacune  égales  aux  lignes  qui  partent  du 
point  C , 5c  qui  ont  les  mêmes  lettres  : donc  c b = C B , y = m = f a — 
V -j-  a a.  D’où  il  fuit  encore  que  cb  y ch  — c d y.  cf  donnera  la  même  équa- 
tion 3 Ay  — yy  — 2 a a — 3 Ay  -i- y y comme  n.  6.  Ce  eft  donc  la  ligne 
cherchée.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

7.  L'on  conftruira  la  première  racine/  = ~a-\-V^aa,  en  prenant  B M 
=z  ±a  V ^a  a , &c  menant  par  le  point  M l’infinie  Mm  parallèle  à AB. 
La  ligne  M m lâtisfait  aulfi  au  Problème. 

Dém.  Au  point  quelconque  m , l’on  aura  n>  b — MB  , \a  -+-  V ±aa  = 
y.  De  plus  m b étant  / , l’on  aura  m d =/  — a ; mf =/  — 2 a , ni  h -=.  3 a 
— y,  &ccbych  =cd  ycf , 3Ay — y y —yy  — /*/-+-  2 a a ; même  équa- 
tion que  n.  5.  la  ligne  Mm  làtisfait  donc  au  Problème.  Ce  qu’il  falloit 
démontrer. 

8.  Il  faut  remarquer  i°  que  les  droites  Ce,  Mm  ont  été  trouvées  par  l’cx- 
tradion  de  la  racine  quarree  , 6c  en  ne  fo  fcrvant  que  de  la  réglé  6c  du  com- 
pas ; ainfi  le  Problème  eft  plan.  i°  L’èquation  y =2  ÿ/i±  v'  ^ a. % ne  peut  pas 
d’abord  fo  réduire  à la  formule  de  M.  Descartes/  = m rfc  V mm, 
pareeque  pofant  \a  = m , ~aa  n’eft  pas  mm  , c’eft  pour  cela  que  j’ai  mis 
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au  commencement  y — ±-  Vf.  Je  me  fervirai  de/, /pour  m,  m m dans 

des  cas  femblablcs.  Elle  le  réduit  pourtant  à la  formule  y = m n.  6.  30  Les 
points  C,c iônt  lûr  la  ligne  IK  , Réglé  4.  Les  valeurs  de  y font  coudantes 
puifque  l’on  a par  tout  tb  = CB  yy  ; mb  — MB , y.  Il  n’y  a point  de  *. 

40  L’inconnue  y n’a  que  des  valeurs  pofitives  , foit  qu’elle  forte  de  la  droi- 
te Ce,  loit  qu’elle  forte  de  la  droite  Mm  ; puifque  toutes  les  y le  terminent 
à la  parallèle  A B.  Ainfi  l'équation  = ±a  ± a deux  racines  pofiti- 
ves. j°  Le  Problème  eft  poflîble  en  deux  endroits  , impoflible  en  trois. 

<5°  Quoiqu’on  ne  cherchât  que  la  ligne  Ce  , la  refolution  a encore  donné 

la  ligne  Mm.  

Exemple  VII.  y — m ±Vm  m — ux  -+-  L**-. 

1.  S Oient  Fig.  71.  71.  données  de  pofition  les  lignes  AB  , AD , EF,  GH, 
qui  font  un  parallélogramme  £ N.  Il  faut  trouver  un  point  C,  d’où  l’on  tire  Fl«-  7f> 
les  lignes  CB , CD  , CF,  CH  , fur  les  données  ; étant  CB , CF  parallèles*' 
à.  AD;  CD,  CHàAB.  11  faut  encore  que  CB  x CF  foit  égal  à CD  X CH. 

i.  Suppofons  la  chofc  faite  , &.  nommons  AE  , 2m—  BF ; AN , , a = 

DH  , CB  , y ; AB  , x = CD.  L’on  aura  CF=  2m  —y , CH  = u — x. 

Si  l’on  fait  p = m — r , Sc  que  A N foit  double  de  AE  , on  aura  u = 

2 V mp  = V 4-mp. 

3.  Par  l’hypothefc  CBy.CF  = CDy.CH,  c’cft-A-dire  imy  — yy  = 

M .v  — xx  -,  yy  — 2 my  — x x — u>  x.  Mettons  mm  de  chaque  côté  Ce  ex- 
trayons les  racines  quarrées.  Elles  feront  y = m±  V mm  — u x -t-xx.  Et 
parccque  p = m,  on  trouvera  la  formule  de  M.  Defcartes  y —m  -h  V mm 

— oùX  -H  txx  ,011  pareeque  u>  = 2 Vmp  , y=m-£.\/  mm  — 2 xV  mp  •+• 

H xx  , qui  par  l’extraâion  des  racines  devient^  =m±  mzç.  * V , ou  ^ 

— 2m  — xVr-,y  = xVrlni  ou  parccque  V%  = i,y  = — x,y  = x. 

4.  Pour  conftruire  l’équation  y = 2m  — .v;  parce  qu’il  y a -t-  2 m,  pre- 
nez B K — 2»i  = AE  au  dcllous  de  AB  , par  le  point  K menez  IK  ou 
E F parallèle  à AB  , de  B K retranchez  KL  ou  FC  = IK=A B , x , par 
les  points  I , L tirez  l’infinie  IL  -,  c’eft  le  lieu  cherché. 

Dém.  Au  point  C vous  avez  CB  = BF  — CF,  2m  — x.  Au  point  e pris 
au  deflus  de  A B , on  a cette  proportion  EF:  FC::  Ef  -,  fc  -,  mais  EF  — 

AB  — FC , x ; donc  Ef  = Ab  , x = fc.  Et  c b = ef — bf,  — y =.  x 

— 2 m , y = 2 m — x.  Au  point  c pris  au  deflbusde  E G , où  vous  avez  — 
x vous  trouverez  c b =cf +fb  , — x 2 m. 

Pour  conftruire  l’équation  y = x , il  faut  couper  BC  — AB,  & par  les 
points  A , C mener  une  droite  infinie , qui  fera  le  lieu  cherché. 

j . L’équation  y = m ± V m m — j>  x -hLxx  fc  réduit  à y = 2 m — x,y  ■= 
x ; ou  en  pofant  * = n = / , y — 2m  — îf  , y — V*  ^-es  points  C , c 
font  fur  IL  dans  le  premier  cas , fur  A L dans  le  fécond,  Règle  2. 

X iij 
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Article  IV. 

Cojiftruclion  commune  aux  trois  SeBions  coniques  , fc-  au  cercle. 
M.  D E S C A R T E S. 


MAis  lorfque  cela  n’eft  pas , ce  point  C eft  toujours  en  l’une 
des  trois  Serions  coniques  } ou  en  un  cercle  , dont  l'un  des 
diamètres  eft  en  la  ligne  IL  , & la  ligne  LC  eft  l’une  de  celles  , qui 
s’appliquent  par  ordre  à ce  diamètre  ; ou  au  contraire  LC  eft  paral- 
lèle au  diamètre  , auquel  celle  qui  eft  en  la  ligne  1 L eft  appliquée 
par  ordre.  A lavoir  (1  le  terme  r-xx  eft  nul , cette  Section  conique 
eft  une  parabole  ; & s’il  eft  marqué  du  ligne  ■+■ , c’eft  une  hyperbo- 
le , & enfin  s’il  eft  marqué  du  ligne  — , c’eft  une  ellipfe  ; excepté 
feulement  fi  la  quantité  a a m eft  égale  à pzz  , & que  l’angle  1 LC 
foit  droit  , auquel  cas  on  a un  cercle  , au  lieu  d’une  ellipfe. 

Réglé  I. 

L Orlque  finis  le  ligne  radical , qui  le  trouve  dans  la  valeur  de/,  il  y a 
quelque  quantité  , dont  on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  quarrée , l’un  des 
diamètres  elt  dans  la  ligne  IL  Fig. 69.  6c  LC  elt  une  des  appliquées.!  ce 
diamètre.  Ou  au  contraire  LC  elt  parallèle  au  diamètre  , auquel  une  par- 
tie de  IL  eft  appliquée. 

Les  exceptions  de  cette  Réglé  font  pour  chaque  courbe  dans  l’Article, 
qui  contient  là  conftruction  particulière. 

Les  diamètres  dont  il  elt  ici  parlé  finit  les  diamètres  conjuguez. 

Ainfi  cette  cxprellïon  ne  regarde  pas  la  parabole,  qui  n’a  pas  des  diamètres 
conjuguez.  Bien  plus  , cela  ne  regarde  que  l’hyperbole  , comme  on  le 
verra  , Article  VII. 

Réglé  II. 


L Orlque  L xx  n’elt  pas  fous  le  ligne  radical  , la  ligne  , qui  contient  tous 
les  points  cherchez  ; elt  une  parabole  , Voyez  Art.  V. 

Lorfque  — Lxx  elt  fous  le  figne  radical,  la  ligne  qui  rclôut  le  Problème 
elt  un  cercle , ou  une  elliplê  , Voyez  Art.  V I. 

C’eft  un  cercle  , fi  i°  nam  = pzz  ou  m = p -,  fi  20  l’angle  ILC  , ou 
l’angle  que  l’appliquée  fait  avec  Ion  diamètre  eft  droit.  Voyez  Art.  6.  Ex.  2. 
4.  6.  8.  9.  10.  11.  12.  13. 

C’eft  une  elliplê  , fi  ces  deux  conditions  , ou  l’une  des  deux  manquent. 
Voyez  Art.  6.  Ex.  3.  5.14. 

Lorfque  tx  x eft  lôus  le  ligne  radical , le  lieu  cherché  eft  une  hyperbo- 
le. Voyez  Art.  7. 
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L’on  peut  ajouter  , que  c’eft  une  hyperbole  équilatcre , üœam  = pzz,* »«■ O. 
ou  m =p  , Voyez  Art.  7.  Ex.  r.  1.  3.  6.7. 

Et  que , Cxnxm  n’elt  pas  égal  à pzz , ou  w , */> , c’ell  une  hyperbole  non 
équilaterc,  Voyez  Art.  7.  Ex.  j.  8.9.  10.  11.  n.  13.  14.  iy.  16. 

Comme  M.Descartes  n’a  point  parlé  de  l’hyperbole  confidcréc 
entre  les  afymptotcs  ; l’on  peut  rapporter  ici  la  Règle  , que  l’on  en  donne 
dans  les  lieux  Géométriques. 

i°  Lorlquc  le  plan  xy  des  deux  inconnues  ell:  dans  l’équation , finis  aucun 
quarré  des  inconnues  , la  ligne  qui  fiitistait  au  Problème  efl  une  hyperbole 
conllruitc  entre  lès  alymptotes . 

ï°  Lorlquc  le  plan  xy  le  trouve  dans  une  équation  avec  le  quarré  d’une 
des  inconnues  feulement , la  ligne  cherchée  efl  une  hyperbole  prife  ou  par 
rapport  à fes  diamètres  , ou  par  rapport  à fes  alymptotes  : de  lortc  que  la 
même  équation  , fi  elle  fe  réduit  par  l’évanoüiHemcnt  des  feconds  termes, 
fera  à l'hyperbole  rapportée  à fes  diamètres  ; 6c  fi  elle  fe  réduit  par  la  fimple 
fubftitution  de  nouvelles  valeurs , elle  fera  à l’hyperbole  rapportée  à fes 
afymptotcs,  Voyez  Art.  7.  Ex.  9.  6c  Art.  8. 

Au  relie  les  marques , par  lef  quelles  M.  Descartes  veut  que  l’on 
reconnoilfe  le  lieu  qu’il  faut  conftruire  , reviennent  à celles  que  l’on  donne 
communément  dans  les  lieux  Géométriques.  Il  n’y  a qu’à  les  comparer  } 
les  voici. 

Le  lieu  efl  à la  parabole,  lorlquc  l’équation  ne  contient  que  le  quarré  de 
l’une  des  inconnues , 6c  que  le  plan  xy  lous  les  deux  inconnues  ne  s’y  trouve 
pas  ; l’exemple  efl  y y = p x.  Extrayez  la  racine  quarrée  des  deux  cotez  pour 
avoir  y =Vpx  -,  ce  qui  efl  finis  le  ligne  radical  de  la  valeur  de/  ne  contient 
pas  f-vA , ou  le  quarré  de  la  fécondé  inconnue  x i ce  qui  efl  la  Réglé  de 
M.  Descartes  touchant  la  parabole. 

Le  lieu  efl  au  cercle  , lorlquc  l’équation  contient  le  quarré  de  chaque 
inconnue  , fi  i°  les  quarrez  étant  l’un  d’un  côté  de  l’équation  , l’autre  de 
l’autre  , ils  ont  des  lignes  contraires  ; fi  i°  ces  quarrez  lont  réduits  à l’unité  ; 
fi  30  l’angle  des  abfcitles  avec  les  appliquées  cil  droit  5 l’exemple  cftyy  =. 
aa  — xx , 01137=  2ax — Extrayez  la  racine  quarrée  des  deux  mem- 
bres -,  vous  ferez  y — V a a — x~x  , ou  y = V 2 a x — x x i vous  aurez , ain- 
fi  que  M.  Descartes  le  demande  — xx  , ou  — Lx  x lous  le  ligne 
radical  ; il  veut  aufli  que  l’angle  des  abfciflcs  avec  les  ordonnées  loit  droit  ; 
la  troifiéme  condition  que  M.  Descartes  exige,  c’ell  aam  = pzz, 
ceft-à-dire  , comme  ces  deux^juantitez  expriment  le  rapport  du  diamètre 
au  paramétré , qu’il  exige  que  le  diamètre  loit  égal  au  paramètre  , ce  qui 
convient  au  cercle. 

Or  dans  les  lieux  géométriques  la  condition , qui  répond  à celle-ci,  c’ell 
que  les  quarrez  des  deux  inconnues  lôient  réduits  à l’unité  : ce  qui  arrive 
toujours  dans  la  dernière  équation  réduite  5 lorfque  le  diamètre  efl  égal  au 
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fi*.  (9  paramétré.  D’où  il  fuit  que  c’eft  la  même  chofê  de  vouloir  aam  — pzz, 
ou  les  deux  quarrez  réduits  à l’unité  , Voyez  Art.  6.  Ex.  6.  9.  10. 

Le  lieu  fera  à l’cllipfc  fié  non  pas  au  cercle  , il  la  féconde  fie  la  troifiéme 
condition , que  l’on  a rapportées  pour  le  cercle , ou  même  fi  l’une  des  deux 
manquent.  L’Exemple  clt  fyy  — an — xx,  ou  fyy  = 2 ax — xx  ; ou 


bien  y y = 


a a p — p x x 


,yy  = 


z a p x — p x x 


— Ixx  ,y  = V Lin  x — f-xx. 

d AA 


Extrayez  la  racine  quarrée y = 
Tou  cela  eft  aulfi  conforme  à ce  que 


Vtîî, 

d 

M.  Defcartes  demande  pour  l’ellipfê, 

Le  lieu  cft  à l’hyperbole  par  fes  diamètres  , lorfque  les  deux  quarrez  des 
inconnues  étant  l’un  d’un  coté  de  l’équation  , l’autre  de  l’autre , ils  ont  tous 


deux  le  même  ligne.  L’Exemple  eft  ~yy  — xx  -+-  an 
xx  s ou  bien  y y = 


p X X .*A 


2 a x -t-  y x x r « • 

d , y y = d • JLxtraycz  la  racine  quar- 

, . p X X A A P 2 AX  P 

rcc,y=V-7-  A--r  9 y — y d A-J- 

Defcartes  le  veut , y 


d A jxx;  Sc  vous  avez,  ainfi  que  M 

fjxx  fous  le  figne  radical. 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  l’on  peut  avoir  pour  la  parabole  une  valeur  de 
y , dans  laquelle  il  n’y  aura  point  de  figne  radical , fie  où  il  y aura  xx.  Voyez 
Art.  5.  Ex.  1.  Le  même  peut  auffi  arriver  dans  l’hyperbole  rapportée  à fes 
diamètres.  Voyez  Art.  7.  Ex.  9.  La  valeur  de 7 a moins  fouvent  le  figne 
radical , lorfqu’il  s’agit  de  l’hyperbole  entre  fês  afymptotcs , Voyez  Ait.  8. 

Article  V. 

ConJlruSlion  particulière  à la  Parabole. 

M.  D E S C A R T E s. 


QUc  fi  cette  Setftion  eft  une  parabole  , fon  côté  droit  eft  égal  à 
7,  & Ton  diamètre  eft  toujours  en  la  ligne  IL  de  Fig.  69.  & 
pour  trouver  le  point  N,  qui  en  eft  le  fommet , il  faut  faire  1 N 
égale  à -,  & que  le  point  1 loit  entre  L & N , fi  les  termes  font 
mm  -t-  cox  s ou  bien  que  le  point  L foit  entre  1 & N , s’ils  font  -+• 
mm  — axs  ou  bien  il  laudroit  que  N fût  entre  1 & L , s’il  y avoir 
— mm  a-  ù>x.  Mais  il  ne  peut  jamais  y avoir  — mm  , en  la  façon 
que  les  termes  ont  ici  été  pofez.  Et  enfin  le  point  N feroit  le  même 
que  le  point  1 , fi  la  quantité  mm  étoit  nqlle.  Au  moyen  de  quoi  il 
eft  ailé  de  trouver  cette  parabole  parole  premier  Problème  du  pre- 
mier Livre  d’Apollonius. 

Ce  Problème  eft  la  Propofition  yz.  qui  apprend  à décrire  fur  un  plan 
une  parabole  , étant  donnez  le  paramètre  , le  (ôinmct  du  diamètre  , fie  l’an- 
gle que  les  ordonnées  doivent  faire  avec  les  coupées. 

L’on 
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L’on  trouve  aufli  , dans  tous  les  Traitez  des  Serions  coniques , diflè-  , 
rentes  méthodes  pour  décrire  une  parabole  fur  un  plan.  L’on  a donné  Liv.  10  *" 
i.  Part.  3.  Sechy.  Art.  î.  la  maniéré  de  décrire  une  parabole  en  cherchant 
lès  diffèrens  points  fur  un  plan  : d’où  l’on  peut  déjà  conclurre  que  les  Pro- 
blèmes , qui  Ce  conftruifont  avec  une  parabole  feulement , font  plans.  Voyez 
aulfi  Liv.  1.  Part.  1.  Sech  4.  Art.  3.  $.3. 

, Réglé  I. 

L E côté  droit , ou  le  paramètre  de  la  parabole , qu’il  faut  conftruire , eft 
V*  Cette  Réglé  fuppofe  \x  dans  l’équation  à conftruire.  Voyez  Exem- 
ple 3.  7.  8.  9. 

Carie  paramétré  eft  0»  dans  les  Ex.  1.  2.  4.  j.  G, 


Réglé  II. 

Le  diamètre  de  la  parabole  eft  dans  la  ligne  IL  de  Fig.  69.  cela  fuppofe 
w»  & Jx  dans  l’équation , Voyez  Ex.  7.  8.9. 

Car  le  contraire  arrive  aux  Ex.  1.  z.  3.4.  y.  6. 


Réglé  III. 

L E point  N eft  le  fommet  de  la  parabole.  Pour  le  trouver  fur  la  ligne  IL 
l’on  coupe  IN  = . Cela  fuppofo  mSc^x  dans  l’équation.  Voyez  Ex.j, 

8.  L’on  prend  IN  = , “JL.  Ex.  9. 

Le  contraire  arrive  aux  Exemp.  4. 5. 6. 


L Orfqu 
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ju’il  ya  + w»  + »A;  fous  le  figne  radical , il  fout  foire  en  forte  que 
le  point  I foit  entre  le  fommet  N,  & le  point  L -,  c’eft-à-dire , qu’il  fout  pren- 
dre IN  du  côté  oppofé  à celui , où  eft  le  point  L , comme  il  arrive  Fig. 69. 
Cela  fuppofo  m & \x  dans  l'équation.  Voyez  Ex.  7. 

Car  le  même  n’arrive  pas  entièrement , Ex.  4. 


Réglé  V. 

L Orlq  u’il  y a -t -mm  — ux  fous  le  figne  radical , il  fout  foire  tomber  le 
point  L entre  le  point  / & le  fommet  N -,  c’eft-à-dire  , que  l’on  prend  IN 
du  côté  , où  eft  le  point  L.  Cela  fuppofo  m & ~x  dans  l’équation  , & que 
IN  eft  plus  grande  que  IL,  V.  Ex.  8» 

Car  il  n’arrive  pas  entièrement  la  même  chofo , Ex.  j. 

Réglé  VI. 

L Orlqu’il  ya  — mm  +nr  fous  le  figne  radical , il  fout  foire  tomber  le 
fommet  N entre  le  point  I & le  point  L j c'eft-à-dire , que  l’on  prend  en-' 
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core  I N du  côté  , où  eft  le  point  L , mais  que  IN  eft  moindre  que  IX, 

Cela  fuppofe  m & 5-.v  dans  l’équation , Voyez  Ex.  3. 

Car  ce  n’eft  pas  entièrement  le  même  , Ex.  6. 


Réglé  VII. 


L Orfqu 


}ue  la  quantité  mm  eft  nulle , le  Ibmmet  N eft  le  meme  que  le  point 
I,  Voyez  Ex.  z. 

Mais  cçla  n’arrive  pas , Ex.  1.3. 

Réglé  VIII. 

• 7S.  J 'Ajouterai  comme  une  Règle , 1®  foitFig.  76.  l’abfoiflc  AD,  *;  l’ordon- 
née CD  , y ; le  paramètre  de  la  parabole  p.  Tous  les  lieux  à la  parabole 
font  fondez  fur  cette  propriété^ =p x ; c’eft  à dire,  que  le  quarré  d’une 
appliquée  quelconque  CD  eft  égal  au  rectangle  fait  fous  le  paramétré  p Sc 
rabfcillè  correfpondante  AD  -,  laquelle  commence  toûjours  au  fbmmct  A 
du  diamètre  , lur  lequel  les  x s’étendent.  Et  cela  eft  vrai , foit  que  l’équa- 
tion y y —px  ait  d’abord  été  donnée  par  le  Problème  , foit  qu’elle  foit  la 
réduite  d’une  autre  plus  compofée  , que  les  conditions  du  Problème  ont 
produite.  On  dira  la  même  d’une  autre  équation  de  même  forme  x xz=py 
vv—fz.  i°  De  forte  que  le  diamètre , dont  on  doit  fê  fervir , eft  toûjours 
fur  la  ligne  droite  , à laquelle  fo  termine  l’inconnue  ;ouk,  dont  l’équa- 
tion contient  le  quarré.  Et  fi  l’autre  inconnue  x ou  z étoit  fur  une  autre 
ligne  , il  faudrait  la  tranfporter  fur  le  diamètre,  fuivant  la  Réglé  10.  Se  ci. 
4.  L.  1.  & faiie  enfuitc  dans  l’équation  les  changemens  , que  cette  Réglé 
demande  , comme  on  verra  Ex.3.  n.  4.  6.  Ex. 4.  n.  6.  Ex.  j.n.7.  Ex.7.  n.6. 
où  l’on  connoîtra , comment  M1  Descartes  a trouvées  les  Réglés, 
qu’il  a données. 

M.  Descartes  avertit , qu’il  ne  peut  y avoir . — mm  dans  l’équation, 
de  la  façon  dont  les  termes  font  ici  pofcz.  Cet  avertiflèment  regarde  autant 
le  cercle  , l’ellipfo , l’hyperbole , que  la  parabole.  Car  M.  Descartes 

— dekzzy  — dezzxy  •+•  bcfglx 
piet  fon  équation  y y — — cfszxJ  con v 

-4-  efglzy  bcgzxy  — bcfgxx 

ez'—tgl^ 

me  une  formule  generale  ,dans  laquelle  il  n’y  a point  de  terme  compofe  de 
foules  quantitez  connues  : ainfi  il  ne  peut  y avoir  de  terme  entièrement 
connu  dans  la  valeur  de  y , que  celui  qu’on  y fera  entier.  Or,  comme 
l’on  a vû  , Part.  1.  Seft.  x.  Art.  1.  n.  1.  Ayant  y y = 2m  y — -+* 

* ef gl  x — S c f g x x xnxy  hifg  Ix  — te  rg  x x r 

— ! — ; — — , ou  y y , — 2 my  h — - = ; , u raur, 

pour  en  tirer  la  valeur  de  y , ajouter  dans  chaque  membre  de  cette  équation 
mp,  _ isg*  + sjLSJi , afin  d’avoir  y 3 — 2 my  + illl  m m — •+* 
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2 mn  x . nnxx  t c fg  l x — b cfg  xx  „ ,. 

, & enfin  y = m — s.  x 
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■+-Vmm+  ux  — L xx.  C’eft  pourquoi  dans  l’opinion,  où  étoit  M.Des- 
cartes  , que  la  formule  ne  devoit  point  avoir  de  terme  entièrement 
connu  , & qu  il.  falloit , pour  avoir  la  valeur  de  y , faire  necellàiremcnt 
entrer  + > il  pouvoit  avertir  , que  de  la  façon  que  les  termes  font  ici 

pofez  , la  valeur  de  7 , ne  conticndroit  jamais  — m m . Voyez  pour  la  para- 
bole , Ex.  6.  «,.  Pour  le  cercle  ou  l’ellipfe , Ex.  7.  10. 14/ Pour  l’hyperbole 
rapportée  à Tes  diamètres , Ex.  ».  6. 1 ».  1 j.  Ou  l'on  a-»wou  —f 


Exemple  I.  ♦ = t 

y m 


XX. 


\ S °i  £ / ?’  j6‘  ’ AD  ).EF’  tT?ls  hêncs  données  de  pofition,  dont  F.*.  m 

AB  , EF  font : para  leles  entr'elles , & la  troiliéme  AD  les  c£upe  à angles 
droits  i & qu  il  fiuHe  trouver  un  point  comme  C , duquel  ayant  tire  d’au 
très  lignes  droites  CB  CD,  C F perpendiculaires  fur  les  données , ce  qui 
eft  produit  pat  la  multiplication  de  CB  & CF  fait  égal  au  quarré  de  CD 
-+-  le  quatre  de  CB.  b 4 ae 

V /c  ^uPP°^e  k ohofe  déjà  faite , & je  nomme  la  connue  AE  m RF 

= bf  CB  , y ==  AD  , '4B,x  = CDiCF=CB  + BFy-im. 

3 . Puifque  1 on  demande  que  CB  xCF  fbit  égal  à CD*  -h  rhx  l’nn 
aura  l’equation „ + „y  = xx  +77  , my  = XX  i y = ^ . & mcttan;  = 

" — '•J*  S**-  °rl  équation  ny=xxe(Ui  la  parabole.  ^ 

4-  ^ prends  ^ E w pour  le  paramétré  de  la  parabole  , qu’il  fmtconf- 
truire  ; A D pour  fon  axe  j A pour  le  fommet  de  l’axe  j C D pour  une  appli- 
quée à cet  axe  j & je  décris  la  parabole  , en  faifant  l • * 

In  CC  m • ^ ChaqU-C  f°is  qUC  }C  déterminerai  une  nouvelle 
grandeur  de  A B , x , je  trouverai  une  nouvelle  grandeur  de  C B y ■ v 

par  confequentun  point  C de  la  parabole  CAc,  qui  cfl  le  lieu  cherr M 
La  demonftration  en  eft  facile.  * «erchc. 

, J*  ? ^marquer  i°  que  le  Problème  eft  plan.  2°  Ouc  la  quantité  * 
n a point  de  valeurs  négatives  , que  * a des  valeurs  pofiti^s  & négatif 
que  les  valeurs  de  a;  & de 7 font  variables,  comme  dans  les  lieux  geonietri’ 
ques  5 que  le  point  A étant  le  commencement  des  v & des  y , cef  deux  in 
connues  font  nul  es  dans  ce  point , il  fuit  auiïi  que  le  Problème  eft  impoffi 
b ' dans  les  angles  BAE  , •>  AE.  i^ucleparametren’eftpas^  S 

ptetes1  a sa  /î  depi-  5 

*7  YH  “Vi  rr  ricn  dc  contrairc‘^  la  Regk  2?Art.°4.VquTdëtcrmt 
ne  les  lieux  à l’hyperbole  confiderce  par  rapport  à fes  diamètres  : pareeque 

• Y ij 
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7<-  ccttc  Rcglc  fuppofo  que  + tjfjf  eft  fous  un  figne  radical , ce  qui  n’arrivtf 
pas  dans  ce  Problème.  Seulement  il  faut  conclurre  que  la  valeur  de  y n’a 
pas  toujours  un  figne  radical , 8c  que  meme  elle  peut  avoir  ■+■  t xx  dans 
une  équation  à la  parabole.  Or  cette  équation  3-  = eft  fort  naturelle  à 
La  parabole  , dont  l’équation  eft  y y =px  , x = U., 

6.  De  l'équation  my  = xx  l’on  auroit  pû  faire*  = Vmy,  ouen  polànt 
m—  ca  ,x  = V uy , qui  rcllèmbleroit  à la  formule  y = V u>  x , ôc  l’on  cher- 
cherait les  points  de  la  parabole  par  des  extradions  de  racines  quarrées 
mais  la  conftrudion  ne  forait  pas  fi  fimple  , que  celle  que  l’on  a fait  n.  4.  en. 
ne  le  fervant  que  d’une  proportion* 

Exemple  II.  y = m -±V  a x. 

?7  1.  S Oient  Figure  77.  données  de  pofition  les  quatre  droites  AB  , AD 
EF,  GH,  qui  font  un  rcdangle  AG  LE.  Soit  A 1 la  moitié  de  A E.  Il  faut 
trouver  un  point  C,  duquel  on  tire  les  quatre  droites  , CB  , CD  , CF,  CH 
perpendiculaires  fur  les  données,  de  forte  que  le  produit  de  BC  y,FCr 
plus  le  quarre  de  AI,  foient  égaux  au  produit  de  CD X CH,  plus  le 
quarré  de  A B. 

1.  Suppofons  la  chofe  faite  , 8c  nommons  A E , 2m  — GL  = B F-% 
AI=m  i 6c  AG  , a = HD  -,  les  inconnues  AB  , x — CD  i CB  , y j CF 
= CB  — B F , y — 2 m -,  CH  = HD  — CD,  a — x. 

3.  Par  la  fuppofition  b cÿCcF  -+-  A I1  —CV  XCH  ■+•  A B1  c’eft-à-dire 
en  termes  analytiques^  — a my  -h  mm  = a x ; dont  les  racines  font , la 
pofitive  y — m = V ux, y— -\-m  V u x -,  la  négative  — y m = 
/ ux  ,y  =.m  — V a x -,  les  deux  y = m ± V a x.  Equation  à la  parabole. 

4.  Pour  conftruire  l’équation  y = m ■+■  Vu  x ; pareequ’il  y a.  + w , fur 
la  ligne  BC  prenez  BK  = m , par  le  point  K menez  l’infinie  Kl,  qui  fora 
le  diamètre  de  la  parabole , dont  le  Commet  N tombera  fur  /pareeque  m m 
eft  nul  Réglé  7.  6c  le  paramétré  a = A G.  Ces  chofos  étant  données  avec 
l’angle  droit  ABC  ou  NK  C qui  lui  eft  égal , lequel  angle  NKC  eft  celui 
que  les  coupées  6c  les  ordonnées  font  enfomble  ; l’on  peut  décrire  la  para- 
bole C Ne  , 6c  trouver  tous  fos  points  C , c , en  ne  failànt  pour  le  plus  qu’ex- 
traire la  racine  quarrée  de  a x , après  avoir  déterminé  la  valeur  de  x : car 
alors  on  aura  la  valeur  d cC  B , y , qui  correfpond  à chaque  valeur  arbitrai- 
je  de  x.  Voyez  Liv.  1.  Part.j.Scéb  j.n.  î.  8c  L.z.  Part.i.Se&  4.  Art.3. $.3* 

Je  dis  que  cette  parabole  eft  le  lieu  cherché , qui  donne  la  même  valeur 
de  y dans  tous  fos  points  : mais  qui  -ne  donne  l’équation  y y — 2 my  -+-  mm. 
= a x , que  fur  les  portions  déterminées  XV , x v. 

Dém.  Chaque  abfciflè  NK,  N t cft  x -,  a étant  le  paramètre  , tous  les 
CK  , et  font  V a x.  Maintenant  i°  au  point  C pris  fur  l'arc  déterminé  VX 
de  la  parabole  , l’on  a C B , y z=.  CK-*-  KB  , V u x -*-m.  z°  Au  point  e 
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pris  fur  l'arc  déterminé  NV,  l’on  a cb , y z=ck  -y-  kb  , y 'vx-y-m.  Mais  fl*-77* 
on  a là  £7x7? -I-  77*  = cdx  ch  -+-  777  2 my  — yy\-y-mm  = ax — xx 

-y-  xx  ; yy  — 2 m y -t-  mm  ■=.  2 mm  — a>x;y=mdzV  2mm  — ai  x. 

Ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  l’équation  & les  racines  trouvées  n.3 . Puilque 
ce  que  l’on  trouve  ici  eft  un  lieu  à une  autre  parabole.  30  Au  point  c pris 
fur  l’arc  infini  XZ;  cb  , y = ck  -t-  k b , V u>x  -y- m,  Mais  l’on  a bc  xr/+ 

77 1 = Tdxch  -t-  77*  , y y — 2my  -y-mm  = xx  — a>x  ■+■  xx;  y — m 
rt  V — o)X  -y-  2xx  , équation  à l’hyperbole.  40  Au  point  c pris  fur  l’arc 
ux , c B a une  valeur  négative  — y = cK  — kB ,V  a>x  — m,  qui  (échan- 
ge en  7 = w — Vax  , racine  négative  de  n.  3.  c K x c F -+-  77 1 = 
c d x ch  ■+•  77 1 y yy  — 2 my  -y-  mm  — ax  , même  équation  que 
n.  3.  5e  Au  point  c pris  fur  l’arc  fini  Nu  , cb  a la  valeur  pofitivc. 
de  n.  3.  y =.  b k — ck  , m — Vax.  Mais  on  a là  c b x f?  -+■  77* 

= ci  y.ch  -t-  77 * > .2  ««7  — 77  -y- mm  =2  a>  x , d’où  l’on  tire  y = m 
± V 2 mm  — cù  x équation  à une  autre  parabole.  6°  Au  point  c pris 
fur  l’arc  infini  x z, , c b a une  valeur  négative  — y = ck  — b k,  V u>x  — me 
y = m — V ax.  Mais  l’on  a cb  xcfd-  A 7*  = c d x c h 77*  ,77  — 

2 my  -y-mm  = — a x -y-  2 x x . y z=.  m dz  V — ax  -t-  2 xx  à.  l’hy- 
perbole. Il  eft  donc  vrai , que  tous  les  points  de  la.  parabole  CNc  don- 
nent la  même  valeur  de  7 » & l’équation  77  — 2 my  -+-  m m = u x fur  les 
arcs  finis  XV,  xu. 

y II  faut  remarquer  i°  que  le  Problème  eft  plan.  i°  Que  la  quantité  .v 
n’a  point  de  valeurs  négatives , pareeque  la  parabole  ne  s’étend  que  du  côté 
de  G , H , vers  lequel  les  pofitives  fè  prennent;  que  la  quantité  7 n’a  des 
valeurs  négatives  , que  fur  l’arc  indéfini  u x z.  5 qu  elle  en  a deux  pofitives 
fur  l’arc  déterminé  VN  u ; qu’au  point  V elle  en  a une  pofitivc , qu’au 
point  u elle  n’en  a point , comme  x n’en  a point  au  fommet  N , qui  répond 
au  point  A fon  origine  ; que  le  point  u eft  auffi  le  commencement  des  7 ; 
que  les  valeurs  tant  de  x que  de  7 font  variables.  30  Que  le  paramètre  n’eft 
pas*?,  mais  « , Réglé  1.  Que  le  diamètre  n’eft  pas  dans  IL  , mais  dans 
IK  , Règle  1.  Le  point  N eft  le  même  que  le  point  I , pareeque  mm  = 
c , Réglé  7.  40  Le  Problème  eft  non  feulement  impoffible  dans  les  angles 
RA  E , RAP  , par  lelqucls  la  parabole  ne  pafiè  pas  ; mais  encore  fur  l’arc 
fini  VN  u , & fur  les  infinis  XZ  , x z , puifque  l’on  ne  trouve  pas  dans  ces 
endroits  l’équation  qu’il  y faut  avoir  , quoiqu’on  y trouve  la  valeur  de  7 

2u’on  cherche , à lavoir  la  pofitive7  — m -y-  V ux  fur  toute  la  portion  in- 
ni cNZ , la  négative  7 = m — V ux  lùr  toute  la  portion  infinie  Nz„ 

D’où  il  fuit  qu’afin  qu’une  ligne  fbit  le  lieu  cherché , il  ne  fuffit  pas  que  Ton. 
trouve  dans  tous  lès  points  la  valeur  de  7 par  l’addition  ou  louftradion  de 
quelques  lignes  : mais  il  faut  encore  qu’on  y trouve  l’équation  , d’où  l’on  ai 
tiré  cette  valeur  de  7.  L’équation  n’eft  donc  conftruite  que  fur  les  area» 

Y iij; 
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qui  donnent  les  racines  de  y fie  l’équation  de  n.  3.  & en  conftruifant  la  raci- 
ne pofitive  , l’on  a auflî  confinait  la  négative.  j°  L’équation  y y — 2 my  -+- 
m m = u x contient  un  terme  qui  n’a  point  de  quantité  inconnue. 


Exemple  III.  y = ^x~ t.  V u x. 


fia.  jl. 


1.  S Oient  Fig.  78.  données  de  pofition  les  lignes  AD,  AB  , EF  1 
dont  AB,  EF  font  parallèles  entr’ellcs , Sc  AD  leur  eft  perpendiculaire. 

Il  faut  trouver  plufieurs  points  tels  queC  , duquel  ayant  tire  d’autres  lignes 
droites  C B , CD  , CF , le  produit  de  CD  multipliée  par  CF  fôit  égal  au 
quarré  de  C B plus  le  quarré  de  la  moitié  de  C D. 

x.  Suppofcz  la  chofc  faite,  & nommez  la  donnée  A E , tu  = B Fi  les 
inconnues  C B , y : A B , x ==.  CD  -,  CF  = CB-*-BF,y-i-u. 

3.  Par  l’hypothefê  CDxC  F=c~b1  - t-  7 CD*  » xy  -J-  ux  =yy-t-±x  jcj 
y y — xy  -4-  \xx  = ux  ; dont  les  deux  racines  font  y = jx  ± Vu  x , ou 
y—n-x±.  Vax  , en  pofant  n = i — u,  s = x.  Equation  à la  parabole. 

4.  Pour  la  conflruction , coupez  BL  = ”-x  au  deflôus  de  AB  , parce- 

qu’il  y a -+-  Art.  x.  Par  les  points  A , L tirez  l’infinie  AL  , fur  laquelle 
Réglé  8.  le  diamètre  fera  , pareeque  CL  — Vax  cfl  l’appliquée  de  la 
parabole  cherchée.  Il  faut  donc  tranfportcr  l’abfciüè  A B , x fur  AL  = 
V B~B 1 -+-  BL*  — xV i j & fàifânt /{=£-,4Lefl  £ x expreflîon  de 
M.Descartes  pour  IL  de  Fig.  69.  Pour  avoir  la  valeur  du  paramé- 
tré p , il  faut  confiderer  que  par  la  nature  de  la  parabole  CL*  = px  AL, 
ai  x = , donc  le  paramètre  p = = ~ V s-  Ayant  le  paramétré  , le 

diamètre  A L , l’angle  A LC , que  les  coordonnées  doivent  faire , on  décri- 
ra la  parabole  CA  c , laquelle  efl  le  lieu  cherché.  Le  fômmet  N cft  au 
point  A. 

Dém.  cÂ*  = «*j  CLr=V  ux.  Cette  expreflîon  convient  à toutes  les 
ordonnées  cl.  Maintenant  1.  au  point  C , vous  avez  CB  ,y  = BL  + LC, 
n~x  -+-  Vu  x racine  vraye  j que  vous  trouverez , auflî  bien  que  l’équation 
de  n 3.  fur  toute  la  partie  infinie  NC  de  la  parabole,  x*  Au  point  c pris 
entre  les  parallèles  AB,  EF,  où  cB  a une  valeur  négative,  l’on  a cdxcF 
— 7b*  -h  x r2* , » * ■+■  xy  —yy  •+•  -^xx  meme  équation  que  n.  3.  3"  Au 
point  c pris  fur  l’arc Jnfini  VZ ^ou  tb , y = \x  — V ux  racine  négative  j 
de  plus  cdxef = c b*  -4-  ^ c d* , xy  ux  = yy  -t-  , même  équa- 

tion que  n. 3. 

La  parabole  CNc  finis  fait  donc  au  Problème , & donne  la  racine  pofiti. 
ve  de  y fur  la  partie  infinie  NC  , la  négative  fur  la  partie  infinie  NV  Z. 
Ce  qu’il  fâlloit  démontrer. 

j.  Il  faut  remarquer  i°  que  le  Problème  eft:  plan.  x°  Que  la  quantité  y 
n’a  des  valeurs  négatives , que  fur  l’arc  déterminé  NV,  &c  que  y = 0 au 
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point  V.  30  Que  la  partie  infinie  NC  de  la  parabole  donne  la  racine  pofiti- 
vey  = \x  ■+■  V u x i & la  partie  infinie  N VZ  la  négative  7 = £x  — Vax-, 
& pareeque  l’on  trouve  dans  tous  les  points  la  même  équation  ; en  conf- 
truilânt  la  racine  pofitivc  , l’on  a aufli  conftruit  la  négative.  40  Que  le  pa- 
ramétré eft  ^ , Réglé  1.  Le  diamètre  eft  dans  AL  -,  Réglé  1.  Le  Ibmmec 
N tombe  fur  A , pareeque  mm  eft  nulle  , Réglé  7.  j°  Que  le  Problème 
eft  impoffible  dans  les  angles  PAE  , PA  D , par  lelquels  la  parabole  ne 
paflè  pas. 

6.  Si  l’on  vouloit réduire  l'equation^  — xy  • 4-  -Jxx  = wx  par  l’éva- 
noiiiflèmcnt  du  fécond  terme  ; l'on  prendrait  y — \x  = v , v ±x  — 
y -,  & mettant  pour  y y Sc  pour  xy  leur  valeur  -,  la  première  équation  le 
changerait  en  v v = u x , lieu  à la  parabole , qui  fe  conftruit  ainfi. 

Faïlôns  2:  AB  , x : BL,  \x  j parles  points  A ,L  , tirons  AL,  qui 

fera  le  diametre  Régi.  8.  pareeque  CL  , v = CB  -~BL  , y — jx  , qui 
eft  l’ordonnée  de  la  réduite  w = ux , fe  termine  à la  ligne  AL.  Donc 
AL  eft  ablciflè  , dont  nous  trouverons  la  valeur  ~x  , comme  n.  4.  aufli 
bien  que  celle  du  paramétré  La  parabole  CNc  décrite  fur  le  diametre 
A L , dont  le  fommet  eft  A , avec  le  paramétré  ^ , & l’angle  CL  A des 
abfciflès  & des  ordonnées  , fera  le  lieu  cherché. 

Dém.  Au  point  c pris  entre  les  parallèles  AB  , EF.  Par  la  nature  de  la 
parabole  FZ*  =îx  X AL  , £-x  ; w = u x , & pour  vv  fubftituant  la 
valeur  j l’on  former  — xy  -+-  ^xx  = «x ; équation  à conftruire.  Ce 
qu’il  falloit  démontrer. 

L’on  voit  comment  M.  Descartes  a pu  connoître  que  le  parame. 
tre  de  la  parabole  eft  — , lorfque  l’équation  contient  Jx , que  le  diametre 
eft  dans  AL  , & que  le  fommet  eft  au  point  A , étant  mm  = 0. 

Exemple  IV.  y = m ± >/mm  -+-  «x. 

ï.Flg.  79*  lôient  données  de  pofition  les  quatre  lignes  droites  A B , AD,, 
EF , GH,  qui  font  un  parallélogramme  rectangle  j &C  qu’il  faille  trouver 
un  point  C , duquel  on  puiflè  tirer  quatre  autres  lignes  droites  CB  , C D, 
CF,  CH  fai  les  données  , de  forte  que  ce  qui  le  produit  par  la  multiplica- 
tion de  B C , CF,  moins  le  quarré  de  CD  , loit  égal  à ce  qui  fe  produit  par 
la  multiplication  CD  , CtH. 

i.  Nommons  les  données  AE  , 2m  •zxGm  — B F = bf;  AG ,ur=zEm 
— DH=dh  i Sc  les  inconnues  AB  r x — CD  i CB  , y i CF ,y  — • 
a m ; CH,  a>  — x. 

3.  Puifque  l’on  demande  b CX  CF- — CD*  = CD  X CH , l’équatioa 
fera  yy  — 2 my  — xx  = « x — xx  : yy  — 2 my  ■+■  mm  r=.mm  h-  u x, 
dont  les  racines  font  7 ■=.  m -±.  ^ mm  0 x , à la  parabole. 

4.  Parcequ’il  y a ■+■  m , je  coupe  B K = m au  delfous  de  AB , & par  le 
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point  K je  mène  l'infinie  Kl  parallèle  à AB.  Le  point  I eft  le  milieu  de 
AE  y fie  Al  = BK,miIK  = AB,x.  Le  paramétré  eft  a 5 fur  Kl  je 
prends  IN  = Réglé  3.  N eft  le  fommet  de  la  parabole  > le  diamètre 
fur  IK  s pareequ’il  ya  + ww  + ax,  je  fais  que  le  point  I fbit  entre  le  fom- 
met  N 6c  le  point  K Règle  4.  L’angle  CKN  des  abfciflcs  avec  les  ordon- 
nées eft  droit.  Je  puis  donc  décrire  la  parabole  C Ne  , comme  on  l’a  dit. 
Exemple  1.  n.4.  Je  dis  qu’elle  donne  à la  vérité  la  meme  valeur  de  7 dans 
tous  les  points  : mais  quelle  ne  donne  l’équation  y y — jmy  = ux  que 
fur  les  arcs  finis  EZ , A Z. 

En  effet  tous  les  K N,  Je  N font  ^ -+-  x , tous  les  C K , ck  font  V mm- 1- 
ux  , le  paramétré  étant  « Sur  l’arc  E Z les  CB  , y font  — m -+•  Vmm 
-t-  u x racine  pofitive  j fur  l’arc  Az , y = m — V mm- t-  «x  racine  négati- 
ve & dans  tous  les  deux  arcs  on  a l’équation  y y — 2 my=  ux  , comme 
n.  3 . fur  les  arcs  EN , AN  onz  cb , y = m±Vmm  + u x & l’équation 
y y — 2m  y =z  u x — 2 xx  à l’ellipfe,  differente  de  n.  3.  Sur  les  arcs  XZ, 
xz  on  a c b , y = m tfc  V mm  -+-  u x & fur  tous  les  deux  l’équation  y y — 
smy  — — ux  -i-  2 x x z l’hyperbole  , encore  differente  de  n.  3. 

j.  11  faut  remarquer  i°  que  le  Problème  eft  plan.  2*  Que  les  inconnues 
x , y ont  des  valeurs  pofitives  8c  négatives  > au  point  A il  n’y  a ni  x , ni  y. 
30  Que  la  moitié  infinie  JVC  de  la  parabole  donne  la  valeur  pofitive  de  y i 
& la  moitié  infinie  Ne  donne  la  négative.  4"  Que  le  paramétré  eft  u , 
Réglé  1.  le  diamètre  dans  IK  , Réglé  2.  le  point  I eft  entre  le  fommet  N 
& le  point  K pareequ’il  ya  + ww  + #r,  Réglé  4.  IN=  , Réglé  3. 
■y  5”  Qu’il  ne  fuffît  pas  qu’une  ligne  donne  dans  tous  fos  points  la  valeur  dey, 
pour  être  le  lieu  de  l’cquation  propofée  5 mais  qu’il  faut  encore  que  tous  les 
points  donnent  l’équation  , dont  la  valeur  de  y a été  tirée. 

6.  L’on  connoîtra  que  le  paramétré  doit  être  u , & IN  = m~  , fi  l’on 
réduit  l’équation  y y — 2 my  = «x  en  faifant  évanoüir  le  fécond  terme. 
Soit.?' — m — v,y—v-*-m  , la  réduction  donne  vv  = mm  -4-  ux. 
i°  L’abfoifiè  NK  , qui  doit  être  multipliée  par  le  paramétré  contient  x , & 
le  produit  de  cette  multiplication  eft»»  + ux , qui  par  la  nature  de  la 
parabole  eft  égal  à vv  quarré  de  l’appliquée  j je  prends  donc  «pour  le 

Îjarametre , afin  que  multipliant  IK  , x j’aye  dans  le  produit  « x.  De  plus 
e même  paramètre  doit  multiplier  toute l’abfcifîé NK , nommons  IN,r , 
NK  fora NI  + IK  , r-h  x , qui  étant  multipliée  par  « , fera  ur  -h  ux. 
Mais  ce  produit  doit  être  égal  iww  + ux  , jpuifque  ces  deux  quantités 
font  chacune  égale  au  quarré  vv  de  l’appliquee.  J’ai  donc  ur  ■+■  ux  = 
mm  -+-  ux  ; u r = mm  i r = = J N.  Voyez  Réglé  8. 

7.  Vous  avez  Exemp.  y.  n.  3 ,y  = m-±.Vmm-\-ux,  dont  la  conftruc- 
tion  donneroit  une  parabole  , qui  dans  tous  les  points  fâtisferoit  au 
Problème. 

• Exemp  u 
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Exemple  V.  y — m mm  — ux. 

i.  F Ig.  8 o.  fuient  données  de  pofition  les  quatre  droites  AB , AD  , EF,  Tia.  »o; 
GH,  dont  les  trois  AD,  EF,  G H font,  en  le  coupant  , un  triangle 
équilatéral  , & la  quatrième  A B cil  parallèle  à E F.  Il  faut  trouver  un 
point  C , duquel  on  puillè  tirer  quatre  autres  lignes  droites  CB,  CD , C F, 

C H perpendiculaires  fur  les  données  , de  telle  forte  qu’on  ait  C B x C £> 

= C F X CH. 

i.  Après  avoir  luppofë  la  choie  faite , & pris  la  donnée  B F diftance  des 
parallèles  A B , EF,  pour  l’unité  ; vous  nommerez  les  inconnues  A B, 
x s CB  , y ; CF  = B F — CB , i — y : Prolongez  CB  en  R ; 5c  remar- 
quez que  tous  les  angles , qui  le  font  autour  du  point  A font  de  6 o.  degrez. 

Maintenant  dans  le  triangle  AB  R l’angle  A B R cil  droit  fupp.  l’angle 
B A Rdc  60.  degrez;  donc  l’angle  A RB  cft  de  3 o.  Le  finus  de  60.  degrez 
eft  S 66  0 2 . celui  de  3 o.  cft  r 0000  -,  5c  la  proportion  du  focond  au  premier 
eft  comme  / à ou  , que  je  nomme  b.  Or  par  le  Théorème  de 

Trigonométrie  , L.  x.  Part.3.  Secl.  1.  Art.  1.  L’on  a cette  proportion  des 
cotez  du  triangle  A BR  avec  le  finus  de  leurs  angles  oppolcz  , 1 : b:  ; AB, 
x:  BR  , bxi  hcCR  =C B RR  , y -+»  bx. 

Enfuite  dans  le  triangle  CH  R rectangle  en  H fupp.  l’on  a cette  analogie, 
comme  le  finus  total  100000  de  l’angle  droit  CH  R eft  à soooo  finus  de 
l’angle  CRH  -,  ou  comme  2 ; 1 ::  ainfi  le  côté  CR  , y -+-  bx  eft  à CH 

y -h  b X 

* 2 * 

De  plus  les  triangles  A BT , AB  R,  font  égaux  ; donc  BT  — b x-,  5 c 

CT  z=zy  — bx. 

Apres  cela  les  angles  du  triangle  CDT  font  connus  ; donc  le  finus  total 
700000  de  l’angle  droit  CD  T cft  à soooo  finus  de  l’angle  CTD  de  30. 
degrez  ; ou  2 eft  à / , comme  le  côté  CT,  y — bx  eft  au  côté  CD, 

3.  L’on  demande  C B x C D = CF  y.  CH  5 l’équation  fora  donc 

1 j > dont  les  racines  font^  = 2.(> x, 

équation  fomblable  à celle  de  l’Exemple  I V. 

4.  Que  l’on  demande  CH  X CF  — CD  yCH,  l’équation  fora  celle- 
ci  ; yy  — f.;  = 7 bbxx  ; dont  les  racines  font  y = ^ ± V -±-  ±bbxx~, 
équation  à l'hyperbole  , qui  foroit  y = m :fc  / mm  -x-  v-  xx  , en  pofimt  - 
= m , \bb  = t. 

j.  Mais  fi  l’on  demande  CByCH  — CDy^CF,  1 équation  cft  y r — 

T 7 = — i^i  dont  les  racines  font  y = ^ ± ✓ iÇ— qui  ft  réduit 
à y = m rfc  V m m — a>x  , en  failànt  ~ = m;  \b  — u>  , & l’cquation  eft 
à la  parabole. 

0 Z 
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fie,  *0,  6.  L’on  conftruira  le  Problème  de  cette  maniéré.  Parccqu’il  y a m , 

fur  C B coupez  B K = m de  lorte  que  le  point  K loit  entre  B &cC  -,  par  le 
point  K menez  l’infinie  K /parallèle  à AB  , tel  que  la  partie  IK  fbit  égale 
a AB , x : prenez  IN  = ^ Réglé  3.  parcequ’il  y a mm  — a>  x , faites 
que  le  point  K tombe  entre  N &i  I , Réglé  4.  le  point  N eft  le  fommet  de 
la  parabole  } le  diamètre  eft  IK  , Réglé  x.  le  paramètre  a» , Règle  1.  l’an- 
gle CKI  des  coupées  & des  ordonnées  eft  droit.  Vous  pouvez  donc,  com- 
me on  l'a  dit  Exemple  2.  n.  4.  décrire  la  parabole  eCN  , qui  eft  le 
lieu  cherché. 

Dém.  L’abfciftè  NK  eft  IN  — IK,  — x.  Par  la  nature  de  la  para- 
bol  eC  K = V mm  — ux  ; ce  qui  fê  peut  démontrer  de  tous  les  c k , parce- 
que  lorfque  le  point  c eft  pris  au  ddîous  de  IA,  It  — Ab , — xi  &cNk=z 
NI  -+-  1k  , *^2  — x , qui  étant  multipliée  par  le  paramétré  a> , donne  mm 

— cû  x pour  (’i*  , èc  c b = V mm  — ux,  t®  Au  point  C , l’on  a C B = B K 
<4-  KC , y=.m  -y-'J  mm  — ux , racine  vraye.  Et  c’eft  à ce  point  C qu’on 
a fait  le  calcul  de  n.  y.  i°  Au  point  c pris  entre  le  fommet  N Ht  le  point  A, 
( ce  point  c n’eft  pas  écrit , pour  éviter  la  confufion  dani  la  Figure  , ) on  a 
cB  = K B — Kc  ,7  = m — V mm  — ux  racine  faillie  de  n.  y.  30  Au 
point  c pris  auprès  de  G , l’on  a rb  = b k -y-  kc  , y r — m -y-  V mm  — ux 
racine  vraye.  De  plus  comme  n.  x.  l’on  trouvera  dans  le  triangle  A b r, 
que  freft  — b x , pareeque  Ab  eft  là  — x-,  cb  , y ; cf—t  — y;cr=. 
y -y-  bx:  dans  le  triangle  r hr , c h eft  11 LL?  ; bt  = br , — bx  i et  =y 

— bx  j dans  le  triangle  cdt , cd  eft  Enfuite  par  la  fuppofition  c b X 

eh  = cdy.cf,yy  — t7  = — \bx  , même  équation  que  n.  y.  40  Au 
point  c pris  dans  l’angle  Zat , ( l’on  n’a  pas  tiré  la  ligne  ch  pour  éviter  la 
confufion  dans  la  Figure  ) l’on  trouvera  Ab  , — x i cb  , ■ — y,  */=  — J 
•+■  1 } br  , — bx  -,  cr  = — y — bx  5 ch  , ~.r  ~~lf  j bt  =1  b r , — 
bx  j et  = — bx;  -y-yicd,  nii±2.  Et  cby.*ch  = cdy.cf,”^*’ 
__  * , même  équation  que  n.  y.  y®  La  parabole  paflè  par  le 

point  A , car  à ce  point  par  la  nature  de  la  parabole  , l’on  aura  le  paramè- 
tre u X IN,  = Ta 1 > c’eft-à-dire , mm  = mm.  Enfin  dans  tous  les 
points  de  la  parabole  l’on  trouve  les  valeurs  de  y , la  pofitive  fur  la  moitié 
NCc  , la  négative  fur  la  moitié  NA  c i & par  tout  l’équation  2 yy  — y — 

— bx  : La  parabole  CNA  eft  donc  le  lieu  cherché.  Ce  qu’il  falloit  dé- 
montrer. 

7.  Faifons/  — ± = v , y = v - 1-  ^ , l’équation  yy  — — 7 fè 

réduira  par  la  fubftitution  A vv  — — jbx,  où  faifànt  ^ = m , -j-  b = u, 

vv  = mm  — ux.  Maintenant  par  la  nature  de  la  parabole  vv  eft  le  quarre 
de  CK  , mm  — u x eft  le  rcélangle  fur  NK  x le  paramètre.  De  plus  les 
deux  termes  de  ce  rectangle  prouvent  que  x n’eft  pas  égale  à l’abfciflè , &: 
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le  terme  ux  prouve  que  le  paramètre  cft  a.  A prcfcnt  foit  r — x l’abftjllc, 
le  rectangle  NKx«  cft  ur  — ux  — mm  — ux  ; d’où  l’on  tire  r = ïJ 
la  quantité  IN  , de  laquelle  il  faut  ôter  IK  , x pour  avoir  l’abiciflc  NK, 

&c  on  connoît  ainfi  que  le  point  K doit  être  entre  les  points  I,  N.  Le  para- 
mètre cft  u,  Règle  i.  le  diamètre  dans  IK  , Réglé  i.  /Ncft^ï-,  Réglé  3. 
le  point  K cft  entre  le  fommet  N & le  point  I , parccqu'il  y a mm  — ux, 
Réglé  j. 

Exemple  VI.  y — — m ± V — Jf  +.  Ux. 

i . C Omme  Exemple  5.  n.  1.  excepté  , que  l’on  fuppofe  le  point  C dans,,, 
l’angle  BAR  Figure  81.  & que  l’on  demande  CB  x CD  — c F y.  CH  ** 

— B~Fl. 

1.  Comme  n.  z.  tous  les  angles  autour  du  point  A font  de  60.  degrez, 
l’on  nommera  AB  ,x-,CB  ,yi  B F , 1 ; mais  l’on  aura  CF,  y-*-i. 

L’on  trouvera  encore  B R , bx  ; mais  CR  = B R — CB,  bx — y. 

L’on  trouvera  par  coafoquent  C H , bx~I. 

Enfuite  l’on  trouvera  BT=  B R , b x ; mais  CT  — C B -i-  BT , » -+- 
bx.  Enfin  CD, 

3.  Puifque  il  faut  que  CB  y.  CD  foit  égal  à CF  x CH — B~f* , l’équa- 
tion fera  UJ±LI  = **>-?>-»•.»?->  — / .•  dont  les  racines  font  * = _ a 

■ ± 2 y 4» 

— y — 7i-+-?bx  ouy  = — m-±.v  —Jf+  ux  , en  faifânt  - — m-,  \b  ■=. 

u > ri  —JT > l'on  ne  peut  pas  mettre  mm  , pareeque  \\  n’eft  pas  le  quarre 
de  i = m. 

4.  L’on  doit  ainfi  conftruire  le  Problème,  Parcequ’il  y a m , l’on 

prendra  B K = m de  l’autre  côté  de  AB  , ou  C n’cft  pas , fuivant  l’Art,  z. 
par  le  point  K l’on  mènera  Kl  parallèle  & égale  à AB , x.  Sur  IK  l’on 
coupera  IN=€  Réglé  3 . & l’on  fera  que  le  point  N tombe  entre  les  points 
I*,  6cK,  parcequ’il  y a — Jf , Réglé  6.  & le  point  N cft  le  fommet  de  la 
parabole,  dont  le  paramétré  eft  a.  Réglé  i.  le  diametre  IK  , Réglé  1. 
l’angle  CKNcft  celui  des  abfciflès  Sc  des  appliquées.  L'on  peut  donc  dé- 
crire la  parabole  C Ne , fuivant  ce  qui  a été  dit  Exemple  z.  n.  4.  Je  dis  que 
cette  parabole  donne  par  tout  l’une  des  valeurs  de_y  , 8c  l'équation  yy  -h  jy 

— 1 •+■  \bx  for  l’arc  indéterminé  V Ce. 

Dém.  L abfoifle  M cft  IK  — I N , x — , qui  étant  multipliée  par 

le  paramètre  u,  produit  ux  — Jf-,  donc  CK  —V— Jf+^'x’ i l’on  peut 
démontrer  le  même  de  toutes  les  abfoiflès  Nk,&c  de  toutes  les  ordonnées  c k. 
i°  An  point  C pris  fur  l’arc  indéfini  VC  , l’on  a CB  = CK  — K B , y 

—y  — u * — m-  C’eft  au  point  C que  le  calcul  a été  fait  n.3 . 1°  Au 
point  c pris  fur  1 arc  Nu,  ou  c B a des  valeurs  négatives , vous  trouverez 
eB  — cK-+-  K B , — y=tV — Jf-t-  ux  -h  m ; y — — m — V — ff-*-üx 

Z ij 
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Fie.  si.  racine  faulîc  de  n.3.  6c  par  l’hypothdê  7 b x'72  = c F x c k — B~F * 
Z±ULZ11  = i-,  sbxy-y+bx^i  , équation 

à I’hvperbole  par  rapport  à lès  alymptotes.  30  Au  point  r pris  fur  l’arc  WK 
( l’on  n'a  pas  marqué  les  lignes , qui  peuvent  etre  tirées  de  ce  point  c fur  les 
données , de  peur  de  mettre  de  la  confullon  dans  la  figure  ) où  y a des  va- 
leurs négatives  l’on  aura  cb  =.  kl  — ch  , — y—m  — V — //-h  ux  , y 
— — m -+-  V — //-+-  ^ x valeur  vraye  de  n.  3 . Tout  le  relie  dl  comme  au 
point  c pris  fur  l’arc  N u.  40  Au  point  c pris  fur  l’arc  indéfini  u Z , l’on  trou- 
vera cb  = ch  ■+■  kb  , — y = V — JJ- 1-  uX  ■+■  m ,y  — — m — V — /f-i-  üx 
racine  fiiulFe  de  n.  3.  Et  l’équation  CLÏEJszll  =.  Ly~  lx*+  > ~ b ;;  — r i 
y v -+-  ?J  = / -+-  7 b x , à la  même  parabole , mais  différemment  pofée, 
par  !a  Réglé  I V. 

Remarquez  i°  qu’au  point  V , l'on  trouve  y — 0 . 6c  ce  point  cft  l'ori- 
gine des  y.  i°  Que  la  racine  pofitivc  le  trouve  dans  la  moitié  NC  de  la 
parabole  , la  négative  fur  l’autre  moitié  N Z , mais  que  l’équation 
y — — , ne  le  trouve  que  fur  la  partie  infinie  VCc.  3°  Que 

le  Problème  c/l  impolfible  non  feulement  dans  les  angles  E AG  , GAP, 
P. IR,  R AH,  parie/quels  la  parabole  ne  pallè  point;  mais  encore  dans 
l’angle  EA  B , dans  lequel  une  partie  infinie  VN  Z de  la  parabole  e/1  dé- 
crite. L’équation  c/1  con/îruite  pour  les  deux  racines  en  meme  tems , de  la 
façon  que  cela  le  peut  faire.  40  Qu’il  y a un  terme  dans  l'équation  qui  n’a 
que  des  quantitez  connues. 

Exemple  VII.  y = m h-  n-  x rt  y/  m»t  -T  <Tv. 

ri«.st.i-  Fig.  Si.  Ibicnt  les  trois  lignes  A B , AD,  EF  données  de  pofition, 
failant  par  leur  interlcclion  un  triangle  AEG  équilatéral.  Il  faut  trouver 
un  point  C dans  l’angle  AEF  , d’où  l’on  puillè  tirer  les  lignes  CB  , CD , 
CF  fur  les  données , de  telle  forte  que  les  lignes  cherchées  lôient  parallèles 
aux  données.  Il  fitut  encore  que  le  produit  de  CB  multipliée  par  CF  lôit 
au  quatre  de  CD  , comme  / à 4. 

x,  Suppolons  la  choie  faite  , 6c  nommons  les  données  AE  = AG  — 
GE,  r -,  les  inconnues  AB  , x-,  CB,  y;  PuilquefiF  ell  parallèle  à AG, 
le  triangle  E B F cil  équilatéral  comme  le  triangle  EAG.  Ainfi  F B dl 
égal  E B = r + .v  ; 6c  C F = / •+■  x — y ; C D égal  à AB  , x. 

3.  LcProbieme  demande  CB  x CF:  CDX  ■:  t : 4 • y -t-  xy — yy  xx  : : 
j : 4.4y-\-4Xy  — 4yy=x x-,yy — y — xy  = — -i.v.v.  Mettez  de  chaque 
coté  7 -+-  — .v  -4-  ~xx  5 vous  ferez  y y — y — xy  -t-  ^ h-  f.v  ffv.v 
= i + hv;  dont  les  deux  racines  fbntji  = 7 •+■  7 x riz  / a -+-  a x , ou/  = m 
H-  ~x  =fc  V m m -+■  ux  , en  prenant  z = 1 -,  m — n — u =7. 

4.  Parcequ’il  ya+»,  prenons  B K = m , du  côte  où  dl  le  point  C ; 
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par  le  point  K menons  IK  parallèle  6c  égale  à AB , ,v;  parccqu’il  y a h-  Fi«.8w 
” x > faifbns  s = i : n = - : : IK  , x : KL,  £■*  = -j-v  j & je  mets  le  point 
L entre  les  points  K 5c  C.  L’on  prouvera  de  la  même  façon  que  tous  les  IK 
prilcs  du  côté  de  B (ont  -t-  x ; tous  les  KL  prilcs  du  même  côté  (ont  -.v. 

Il  ne  (èra  pas  difficile  de  prouver  que  les  Ii  prilcs  du  côté  de  AT(ont  — x 
= Ab  5 & les  /•/  (ont  — r.v.  L’infinie  IL  ayant  été  tirée  par  les  points  1, 

L.  Enfuitc  étant  AI=m  = 7 , le  point  1 eft  au  milieu  de  AG  = 1.  De 
plus  l’angle  IKL  cft  de  60.  degrez.  C’eft  pourquoi  dans  le  triangle  IKL , 
les  deux  autres  angles  KH,  KIL  font  enlcmblc  1 10.  degrez.  D’ailleurs 
comme  le  côté  IK  , x eft  double  du  côté  KL  , ±x.  Il  faut  que  les  an- 
gles KLI  , KIL  lbicnt  tels  , que  le  finus  de  l’angle  KLI  oppofé  au 
côté  Kl.  , (oit  double  du  finus  de  l’angle  KIL  oppofé  au  côté  KL. 

Or  tout  cela  ne  convient  qu’à  l’angle  de  50.  degrez  , dont  le  finus  eft 
100000 , 5c  à l’angle  de  30.  degrez  , dont  le  finus  cft  s coco.  Ainfi  l’an- 
gle IL  K cft  droit  >donc  Tl1  =Jk1—  ÏTl1  ,xx  — ±xx  = * .v.v  ,ècIL  = 
V'i.v.v=.\V Appelions  V ^ l’on  aura  IL  = 5 cette  valeur  convient 

à toutes  les  IL  prilcs  en  allant  de  7 vers  L j comme  au  contraire  les//  prifes 
en  allant  de  I vers  N (ont  -£x,  pareeque  les  .v  (ont  négatives  de  ce  côté-là. 

Sur  IL  prenons  IN  — Règle  3.  faifons  tomber  le  point  J entre  le 
fommet  N 6c  le  point  L , parcequ’il  y a 4-  mm  4-  ux  , Réglé  4.  le  para- 
métré fera  — , Règle  1.  N le  (bmmet  ; le  diamètre  eft  dans  IL  , Réglé  z. 
les  angles  CLN  des  coordonnées  eft  droit.  Nous  pourrons  par  conlcquent 
décrire  la  parabole  CNc  , qui  lcra  le  lieu  cherché. 

En  cfièt  N L cft  ~~  4-  -x  , fi  on  multiplie  ccttc  quantité  par  le  para- 
métré — , le  produit  (èra  mm  - 1-  ux , donc  CL  ~\/  mm  -t-  &.v,  valeurs 
de  tous  les  cl.  i°  Au  point  C , on  a fait  le  calcul  den.  3.  i°  Au  point  c 
pris  fur  l’arc  infini  uz,  nous  trouvons  cB  , y = m -b  ~x  — V mm  4-  ux 
racine  fauflè  , avec  l’équation  de  n.  3.  3°  Au  pointe  pris  fur  l’arc  NV,  on 
a c b , y = m -+-  "-x  4-  V mm  4-  u,x  racine  vrave,  6c  la  même  équation.  ' 

40  Au  point  c pris  fur  l’arc  Nu  , y cft  = m 4-  £-.v  — V mm  4-  ux  racine 
faulîe  de  n.  3.  l’on  trouvera  aufli  la  meme  équation.  Nous  pouvons  donc 
conclurre , que  la  parabole  CNc  eft  le  lieu  cherché. 

j.  Il  faut  remarquer  que  g n’a  que  des  valeurs  pofitives  5 qu’au  point  A, 
xz=  0 ; que  la  racine  poiitive  le  trouve  fur  la  moitié  N Z , la  négative  fur 
la  moitié  Nz , 6c  la  même  équation  y y — y — xy  — — i.v.v  dans  tous 
les  points  de  la  parabole  > ainfi  en  conftruilànt  la  racine  pofitive , l’on  a aulfi 
conftriiit  la  négative.  Le  Problème  n’cft  polfiblc  que  dans  l’angle  AL  F, 
dans  lequel  on  l’a  cherché. 

6.  Par  l’évanoüiilèment  des  (bconds  termes  , fi  l’on  prend  y — L — ±x 
= v s on  trouvera  v = V 4-  f -v  — V m m 4-  ux. 

Je  prens  JJ  K — 7=  m -,  je  tire  par  le  point  K l’infinie  Kl  parallèle  à 

Z iij 
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fio.il.  AB  , & 1K  — AB , X » je  coupc  encore  KL  = jIK  — { x > & par  les 
points  L , J je  tire  l’infinie  LI.  La  ligne  CL  cft;  — A — ~x  = vi  & 
pareeque  v cft  l’appliquée  dans  l’équation  vv  — mm  -+-  ux  , Sc  qu’elle  eft 
terminée  à la  ligne  IL  , il  eft  certain  Réglé  8.  que  le  diamètre  de  la  para- 
bole cft  dans  IL.  Enfuite  je  confidere , que  tous  les  points  de  la  parabole, 
qu’il  Faut  décrire  , doivent  me  donner  l’équation  vv  = mm  - 4-  ux;  Sc  que 
wm  + wxeftlc  produit  de  l’abfciflè  par  le  paramètre  égal  au  quarré  vv 
de  l’appliquée  j Sc  que  s’il  m’étoit  libre  , comme  il  l’eft  ordinairement  dans 
les  lieux  géométriques  , de  nommer  x la  ligne  IL  , je  n’aurois  qu’à  pren- 
dre u pour  le  paramétré  , Sc  faire  IN  = 2—  ; car  u X IN  -i-  IL  ~ •+-  x, 
donnerait  mm- 1-  ux.  Mais  étant  IK  = A B , x ; IL  ne  peut  plus  être 
appellée  x -,  je  cherche  donc  la  valeur  ~x  = IL  , comme  n.4.  Enfuite  par- 
eeque le  paramétré  multipliant  |x  doit  produire  ux  je  nomme  le  paramè- 
tre/» ; Sc  j'ai  r~  = ux,  ¥ = u,  pz=  îp,  Sc  le  paramètre  de  la  parabo- 
le , qu’il  faut  décrire  , cft  déterminé. 

Après  cela  pour  avoir  la  valeur  de  IN  , quantité  toute  connue  qu’il  faut 
ajouter  à IL  , pareequ’il  y a ux  -t-  mm  , je  fais  encore  réflexion  que  IN 
multipliée  par  le  paramètre  ~ doit  produire  mm  ; je  nomme  donc  IN , r ; 
& j’ai  = mm  , r=  = I N. 

Enfin  puifque  /jVdoit  être  ajoutée  à IL  , il  faut  faire  tomber  le  point  I 
entre  le  Commet  N & le  point  L.  Ainfi  vous  voyez  comment  M.  Des- 
car. te  s a trouvé  ce  qu’il  dit , Réglé  1.  1.  3.  4.  Il  ell  aile  de  voir  com- 
ment la  parabole  Z Nz  eft  le  lieu  cherché. 

Exemple  VIII.  y — m — ~x±Vmm  — ux. 

Fia  sj  **  Fig-  83*  qui  eft  la  même  que  Fig.  38.  de  M.  Descartes  , foient 
5 données  les  mêmes  lignes  que  Liv.  1 . Part.  3 . Sect  3 . Il  faut  que  CB  x CF 

6 AB  loient  égaux  àCDxCH+  -i  Â~B  *. 

• z.  Encore  comme  Liv.  1.  Part.  3.  Sech  3.  Prenez  la  valeur  des  lignes 
cherchées  , ôtezen  les  lettres  b , f,  z,  dont  la  valeur  eft  / , ainfi  qu’on  le 
verra  Art.  6.  Ex.  1 3 . n.  z.  3 . Vous  aurez  CD,  cy  ■+  c x } CF  ,ey-\-  dek 
+ dex  iCH,  gy+gl—gx. 

3.  L’équation  fera  tyy  — egyy  -t-  deky  — cgi  y -+-  de  xy  = cglx  — 

ffx  — cgxx  -+-  ±xx  i où  mettant  encore  la  valeur  des  lettres  connues  à 
leur  place,  Voyez  Art.  6.  Ex.  13.  n.  2.  3.  vous  formerez  une  équation, 
dont  les  deux  racines  font  y = r — ± x ± V 77—  2 x , ou  y = m — 
\x  V mm  — «x,  en  faifànt  m = z=  r : n = ± -,  u-=.  2. 

4.  Sur  CB  je  prends  B K ==  m au  deflous  de  AB  : par  le  point  K je 

mené  K I égale  Sc  parallèle  à A B ; je  fais  z.:  n ::  r : : IK  , x : K L , 

i-x;  je  fais  tomber  le  point  L entre  B Sc  K fuivant  l’Art,  z.  pareequ’il  y a 
— ”~x  , Sc  par  les  points  L , / , je  tire  l’infinie  IL  ; tous  les  KL  pris  de- 
puis I jufqu’à  N , font  auïïi  \x  > mais  tous  les  l k pris  de  l’autre  coté  de  I 
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font  — jr-v , parceque  les  Ik  — Ab  pris  de  ce  côté  font  — x.  Je  prouve- 
rai comme  Ex.  7.  n.  4.  que  les  IL  pris  depuis  I julqu’à  N font  \x  , & 
pris  de  l’autre  côté  de  I font  — x.  Après  cela  fur  IL  je  coupe  IN  = 

Règle  3 . 8c  je  fais  tomber  le  point  L entre  les  points  N , I pareequ’il  y a 
771  m — a x , Réglé  j.  Le  paramétré  fora  ^ Réglé  x.  N,  le  fommet  ; le 
diamètre  eft  dans I L , Réglé  x.  l’angle  CLN  des  abfcilfes  & des  appli- 
quées cft  droit.  Je  puis  donc  décrire  la  parabole  CNc  , laquelle  fera  le  fieu 

cherché.  

Tous  les  Cii  » cl  feront  Vmm  — u x.  Au  point  C où  l’on  a fait  le  calcul 
de  n.  3 . on  a la  racine  pofitivc.  On  l’aura  encore  au  point  c pris  fur  l'arc 
VZ  , & l'on  y trouverait  encore  l’équation  de  n.  3.  h de  ce  point  l’on 
tirait  des  lignes  parallèles  aux  lignes  CD  , CF,  C H , pareequ’on  aurait  des 
triangles  femblables  à ceux , qui  ont  déjà  etc  calculez  pour  avoir  les  valeurs 
de  CD  , CF , CH.  Ce  qui  arrivera  aulTi  au  point  C prisau  delfus  de  la  ligne 
A B , mais  ce  point  donne  la  racine  négative  aufli  bien  que  le  point  c pris 
fur  l’arc  A N. 

La  parabole  CNc  palfe  par  le  point  A , car  alors  l’appliquée  eft  AI~ 

B K,  m,  6 C l’abfciftè  eft  IN , : & le  paramétré  ~ X IN~,  i~  — mm 

= De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  il  fuit  que  la  parabole  CNc  eft 
le  lieu  cherché. 

Exemple  IX.  y — m — ± y1 — j J'-*-ux. 

1.  F Ig.  84.  qui  eft  la  meme  que  Fig.  38.  de  M.  Des  carte  s , foicntPi«.»V 
données  les  mêmes  lignes  que  Liv.  1.  Part.  3.  Scd.  3.  Il  faut  que  CBy.C F 
AE  foient  égaux  à CD  x CH  ■+■  £ AB  \ 
x.  Comme  n.  x.  de  l’Exemple  8.  De  plus  AE  — 3. 

3.  L’équation  fera eyy  — egyy  -*-dcky  — cgly  ■+■  dcxyr=.  — 3 -+-  cglx 
— c g x x ■+■  ’ .vx  , ou  mettant  la  valeur  des  lettres  connues  à leur  place. 
on  aura  une  équation  dont  les  racines  font  y = / — j.v±:  / — 2 -*-4  x, 
ou  y — m — j-x  + V — Jf  ■+•  ux , en  Exilant  m=  / = zi  » = f j f— 

V 2 s u = 4.  Nous  ne  pouvons  pas  écrire  mm  fous  le  ligne  radical  » parce- 
que 2 n’eft  pas  le  quarre  de  x —m. 

4.  Comme  Ex.  8.  n.  4.  l’on  conftruira  -f -m  — j-x  , & l’on  trouvera  que 
les  IL  font  £.v  , le  paramétré  —■  > mais  IN  fera  , & l’on  fera  tomber  le 
fommet  N entre  les  points  I &cL  , pareequ’il  y a — Jf  -4-  ux  Réglé  6.  l’an- 
gle CLN  eft  celui  des  coordonnées.  Nous  pouvons  donc  décrire  la  parabo- 
le , CNc  , qui  eft  le  lieu  cherché  dans  fon  arc  NC. 

Tous  les  C L , c l feront  V — Jf-*-  ux  j mais  au  point  c pris  for  l’arc  N zy 
on  ne  trouvera  pas  l’équation  de  n.  3.  parceque  c B eft  là  — y s & que  cdt 
tf,  ch  , fi  on  les  tirait , auraient  les  memes  valeurs  qu’au  point  C , où  y eft 
pofitivc. 
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Si  l’on  demandoit  CH  X CF-+-AE  -+-  6 AB  — CD  X CH  •+•  i-  , 
le  Problème  lcroit  ablblument  impoflîblc. 

Article  VI. 

r 

Coijîrucî'ton  particulière  au  cercle  à t ellipfe. 

M.  D E S C A R T E S. 

OUe  fi  la  ligne  demandée  eft  un  cercle  , ou  une  elliple  , ou  . 
une  hyperbole  , il  faut  premièrement  chercher  le  point  Mt 
*’  Fig.  6 9.  qui  en  eft  le  centre  , & qui  eft  toujours  en  la  ligne  droite 
JL  , où  on  le  trouve  en  prenant  ~~  pour  IM.  En  forte  que  fi  la 
quantité  * eft  nulle , ce  centre  eft  juftement  au  point  1.  Et  fi  la  ligne 
cherchée  eft  un  cercle  , ou  une  ellipfe  , on  doit  prendre  le  point 
M du  même  côté  que  le  point  L , au  refpctft  du  point  1 , lorlqu’on 
a -+-  u x -,  & lorlqu’on  a — ux  , on  le  doit  prendre  de  l’autre.  Mais 
tout  au  contraire  en  l’hyperbole  , fi  on  a — ax , ce  centre  M,  doit 
erre  vers  Z.  ; 6c  fi  on  a -4-  ex  , il  doit  être  de  l’autre  côté.  Après  cela 
le  côté  droit  de  la  figure  doit  être  V , lorlqu’on  a 

m m , ôc  que  la  ligne  cherchée  eft  un  cercle , ou  une  elliple  , ou 
bien  lorfqu’on  a — mm , 6c  que  c’eft  une  hyperbole.  Et  il  doit  être 
> fi  1a  ligne  cherchée  étant  un  cercle  ou  une  ellip- 
fe, ona-»im;  ou  bien  fi  étant  une  hyperbole  , 6c  la  quantité 
u u étant  plus  grande  que  4 mp  , on  a -t-  mm.  Que  fi  la  quantité 
mm  eft  nulle  , ce  côté  droit  eft  ~ ; & fi  ux  eft  nulle  , il  eft 
V Puis  pour  le  côté  traverfmt  , il  faut  trouver  une  ligne, 

qui  foit  à ce  côté  droit , comme  a a m eft  à p zz.  A (avoir  fi  ce  côté 
droit  eft  V — , le  traverfmt  eft  V*-**f~  -t-  Et 

en  tout  ces  cas  le  diamètre  de  la  Seétion  eft  en  la  ligne  1A1,&cLC 
eft  l’une  de  celles,  qui  lui  font  appliquées  par  ordre  ; fi  bien  que  fai- 
fant  MN  égale  à la  moitié  du  traverfmt , ôc  le  prenant  du  même 
côte  du  point  M , qu’eft  le  point  L , on  a le  point  N pour  le  fom- 
met  de  ce  diamètre.  Enfuite  dequoi  il  eft  ailé  de  trouver  la  Sec- 
tion par  le  fécond  6c  troifiéme  Problème  du  premier  Livie  d’A- 
pollonius. 

1.  Les 
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j.  Les  mêmes  Règles  fervent  au  cercle  & à l'ellipfè  , pareeque  le  cercle  fis-o- 
n’eft  autre  choie , qu'une  Ibrte  d’ellipfe,  dont  tous  les  diamètres  font  égaux 
entr'eux  , 8c  à leurs  paramétrés.  De  là  vient , que  les  équations  à l’eîlipfo 
jryj  = a»  — xx,  jyy  — 2 * x — xx  , deviennent  des  équations  au  cercle 
yy  — nx  — xx  , yy  = 2 ax  — xx  , dès  que  le  diamètre  d eft  égal  au  pa- 
ramétré p , 8c  que  l’angle  que  les  coordonnées  font  avec  leurs  abfciflcs  eft 
droit.  Car  l’on  fixait  que  dans  chaque  cllipfc  , il  y a deux  diamètres  con- 
juguez , qui  font  égaux  entr’eux  8c  avec  leurs  paramétrés , 8c  dont  l’équa- 
tion par  conlèqucnt  eft  exprimée  comme  celle  du  cercle  : mais  les  ordon- 
nées de  ces  diamètres  font  avec  leurs  abfciflès  des  angles  obliques. 

1.  M.  Descartes  mêle  les  Réglés,  qui  regardent  l’ellipfo  , avec 
celles  qui  regardent  l’hyperbole  , pareeque  , quoique  ces  deux  Sections 
foient  differentes  en  ce  que  l’ellipfc  eft  fermée  8c  terminée  , tandis  que 
l’hyperbole  eft  ouverte  8c  infiniment  étendue  : cependant  elles  ont  beau- 
coup de  rapport , en  ce  qu’elles  ont  toutes  deux  un  centre  , où  tous  leurs 
diamètres  fc  coupent  en  deux  parties  égales , le  centre  de  l’ellipfc  étant  au 
dedans  de  cette  courbe  . 8c  celui  de  l'hyperbole  au  dehors  ; 8c  en  ce  que 
leurs  équations  ne  diffèrent  que  par  les  fignes  -+-  8c  — , car  les  équations  à 
l’hyperbole  font  fyy  = x x — ■ *a  , jyy  = 2 a x -+-  x x. 

Nous  laillèrons  pour  l’article  fuivant  les  Règles , qui  appartiennent  à 
l’hyperbole  ; 8c  nous  ne  mettrons  ici  que  celles  , qui  font  pour  l’ellipfc  8c 
pour  le  cercle. 

3 . Le  côté  droit  d’une  courbe  eft  la  même  chofè  que  fon  paramétré , 8c 
le  côté  traverfant  eft  le  diamètre  déterminé  de  cette  courbe.  Dans  le  cercle 
8c  dans  l'ellipfe  tout  diamètre  eft  déterminé  ; dans  l’hyperbole  il  y a des 
diamètres  déterminez , lefquels , lorfqu’ils  font  prolongez  , s’appellent  in- 
déterminez  , la  parabole  n’a  que  des  diamètres  indéterminez.  Les  traitez 
des  Scétions  coniques  nous  l’apprennent. 

On  appelle  Figure  d’une  courbe  le  redangle  fait  fous  un  diamètre  dé- 
terminé 8c  fous  le  paramétré  de  ce  diamètre. 

M.  Descartes  a fait  une  attention  particulière  au  cas  de  l’hyper- 
bole , où  l’on  a -t-  w 7»  , 8c  où  « « eft  plus  grand  que  4mp.  Mais  il  n’a  rien 
dit  du  casfcmblablc  de  l’ellipfe  , où  l’on  a — mm,  8c  où  «a n’eft  pas  plus 
grand  que  4 mp.  Je  parlerai  de  ce  cas  dans  une  des  Réglés  qui  fuivent.  Et 
c’eft  apparemment  pareeque  ce  cas  eft  impoflible  , 8c  que  par  confèqucnt  il 
ne  demande  ni  côté  droit , ni  côté  traverfant , que  cette  Géométrie  n’en 
parle  pas. 

4.  Le  Problème  fécond  du  Livre  premier  d’Apollonius  eft  la  Propofition 
5 3 . de  ce  Livre,  où  il  donne  la  maniéré  de  décrire  une  hyperbole.  Le  Pro- 
blème troifiéme  du  Livre  fécond  d’Apollonius  eft  la  Propofition  34.  de  ce 
Livre  , où  il  donne  la  Méthode  pour  décrire  une  cllipfc  , étant  donnez  le 
diamètre  avec  fon  fommet , le  paramétré  , 8c  l’angle  que  les  coupées  8c  les 
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ordonnées  font  enfemble.  L’on  a donné  Liv.  i.  Part.  3.  Sech  j.  Art.  z.  la 
maniéré  de  décrire  une  cllipfe  en  cherchant  les  différons  points  fur  un  plan  * 
& Liv.  1.  Part.  1.  Seét  4.  Art.  3.  §.  3.  la  maniéré  de  décrire  une  hyper- 
bole en  cherchant  aulG  lès  points  diffèrens.  D’où  l’on  peut  conclurre , que 
les  Problèmes  qui  le  conftruilènt  avec  une  clliplc  , ou  une  hyperbole , font 
plans  , pateequ’on  ne  fe  fert  dans  leurs  deferiptions  que  de  la  Réglé  & du 
Compas.  Pour  le  cercle  , qui  lé  décrit  avec  le  Compas  , il  eft  certain  par 
cette  raifôn  , que  les  Problèmes  font  plans  , lorfqu’il  lèrt  leul  à les 
conftruire. 

Réglé  I. 

/ 

L >On  commence  par  chercher  le  centre  M , qui  eft  lûr  la  ligne  IL,  & on 
le  trouvera  en  prenant Pour  Cette  Reglefuppofe  r»&c.~x,  &w.v 
dans  l’équation.  Voyez  Exemple  8.  10.  11.  11.  13.  14. 

Car  les  chofcs  ne  font  pas  telles , Ex.  z.  3. 4.  y.  6,  7» 

Réglé  II. 

X_Oifque  la  quantité  «eft  nulle  , le  point  M eft  le  même  , que  le  point  /» 
Cela  fuppofe  m dans  l’équation  , Voyez  Ex.  4.  9. 

Car  cela  n’eft  pas  entièrement  ainli , Ex.  z.  y. 

Réglé  IIL 

L Or  (qu’il  ya  + *x,  l’on  prend  le  point  M du  meme  côté  que  le  point  L, 

Eir  rapport  au  point  I , c’eft-à-dire  , que  le  point  M eft  fur  la  partie  de  la 
gne  IL  prolongée  , fur  laquelle  le  point  L le  trouve.  Cela  fuppolè  m 8c 
£x.  Voyez  Ex.  8.  xo.  13.  14. 

Car  ce  n’eft  pas  tout-à-fait  la  même  choie , Ex.  3.  G. 

Réglé  IV. 

L Orfqu’il  y a — u>x  , l’on  prend  le  point  M de  l’autre  côté  que  le  point  L, 
par  rapport  au  point  / > c’cft-à-dire , que  le  point  M eft  fur  la  partie  de  la 
ligne  I L prolongée  , lùr  laquelle  le  point  L ne  le  trouve  pas.  Cela  fuppolè 
£x.  Voyez  Ex.  n.  iz. 

. Car  cela  peut  n’êrrc  pas  entièrement  le  même , Exemp.  7.  n.  y. 

Réglé  V. 

L Orfqu’il  ya  + nw,  le  côté  droit,  ou  paramétré  eft  V s-£jr~*~ 

Ce  qui  fuppolè  encore  u x 8c  £ x dans  l’équation.  Voyez  Ex.  11. 1 z.  13  * 
Car  le  paramètre  eft  tout  autre.  Ex.  1.  4. 6.  7.  n.  j. 
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Réglé  VI. 

L Orfqu’il  y a — mm  , &c  que  a>  u eft  plus  grande  que  4 f"p  , le  côté  droit 
ou  paramétré  eft  ; Cela  fuppofe  encore  «a?  & J*  dan* 
l’équation.  Voyez  Ex.  io.  14. 

Car  le  paramètre  cft  different , Exemple  7. 

Réglé  VIL 

L Orfquc  la  quantité  m m eft  nulle , le  paramétré  eft  Cette  Réglé  fup. 
pofe  -f-x  & a x dans  l'équation.  Voyez  Ex.  y.  S. 

Car  le  paramétré  n’eft  pas  tel , Ex.  3. 

REGLE  VIII. 

L Oorfque  la  quantité  « x eft  nulle,  le  paramétré  eft  . Cela  fup- 

pofe |x  dans  l'equation  , Voyez  Ex.  9. 

Car  le  paramètre  eft  different , Ex.  z.  4. 

Réglé  IX. 

D Ans  tous  ces  cas  le  diamètre  cft  dans  la  ligne  IM  , & la  ligne  LC  cil 
une  de  fes  ordonnées.  Ce  qui  fuppofe  m 6c  Jx  dans  l’équation  , Voyez 
Ex.  8.  9.  10.  11.  iz.  13.  14. 

Car  cela  eft  autrement , Ex.  z.  3. 4.  y.  6, 


Réglé  X. 

A Près  que  le  paramétré  , ou  côté  droit  a été  déterminé , pour  avoir  fen 
côté  traverfânt  ou  Ion  diamètre  j l’on  fait , comme pzz,  à aam  : ainfi  le 
paramètre  a un  quatrième  terme , qui  eft  le  diamètre  cherché.  Cette  Ana» 
logie  fuppofe , que  le  paramètre  eft  Z ~~  ±-  ,ou^,  ou 

Voyez  Ex.  y.  8.  9.  10.  1 1.  iz.  13.  14. 

Car  lorfeue  le  paramètre  cft  different , la  raifen  du  paramétré  au  diamè- 
tre eft  auffi  differente.  Voyez  Ex.  z.  3 . 4. 6.  7. 

Réglé  XI. 

L A ligne  M N eft  toujours  égale  à la  moitié  du  diamètre , 6c  l’on  prend  le 
point  N fur  IM  du  même  côte  du  point  M,  qu’eft  le  point  L , c’eft-à-dire, 
que  l’on  prend  le  point  N fur  la  partie  de  la  ligne  IM  prolongée  , fur  la- 
quelle le  point  L fe  trouve  déjà.  Tout  ceci  fuppofe  \x  dans  l’équation. 
Voyez  Ex.  9. 10.  1 1.  iz.  13.  14, 

Car  la  chofe  eft  un  peu  differente , Fx.  z.  3.  4.  y.  6.  8. 
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Réglé  XII. 

L Orfqu’il  y a dans  l’équation  — mm  ■+.  u x , il  faut  que  va  foit  plus 
grand  que  4 m p »'  autrement  le  Problème  eft  impoflîble.  Voyez  Exem- 
ple 7.  10.  14. 

Cette  Réglé  eft  le  cas  , dont  nous  avons  dit  que  M.  Descartes  nV 
voit  pas  parlé. 

Réglé  XIII. 

j J 'Ajoute  ici  comme  une  Réglé  , i°Fig.  87.  foit  4 N—  2 * le  diainetre 
7 M le  centre , A M = MN  = » le  dcini-diamctre , CB  = y une  appliquée, 
AB  = x un  fegment  du  diamètre  , NB  = AN  — AB  — 2»  — x l'au- 
tre (ègment  du  diamètre.  Tous  les  lieux  au  cercle  ou  à l’ellipfc  font  fondez 
fur  cette  propriété  ; comme  le  diamètre  eft  au  paramètre  i ce  qui  s’expri- 
me ainfi , comme  d eft  à p : de  même  le  rectangle  A B x B N — 2 ax  — 
x x (bus  les  (ègmens  du  diamètre  , eft  A y y quarré  de  l’appliquée  corres- 
pondante CB.  D'où  l’on  forme  l’équation  ~yy  = 2 a x — x x.  Que  fi  l’on 
avoir  pris  le  centre  M pour  l’origine  des  x , & que  M B fut  x ; le  (ègment 
AB  (croit  AM  — MB  , » — x;  le  (ègment  B N (croit  MN  MB  , * + 
x t le  rectangle  AB  x B N des  (ègmens  ferait  »»  — xx  , êc  l’équation 
aurait  été  fyy  = a»  — m, 

i°  Dans  ces  deux  équations , & dans  celles  qui  (ont  réduites  à ces  for- 
mules ; y y , ou  w quarré  de  l’inconnue  , en  laquelle  y a été  changée , eft 
toujours  le  quarré  de  l’appliquée  au  diamètre  dont  il  faut  (è  (èrvir.  Les  con- 
nues quelconques  j qui  multiplient  y y quarré  de  l’inconnue  qui  eft  l’appli- 
quée , expriment  toujours  le  rapport  du  diamètre  au  jÿiramctre.  Dans  le 
cercle  , où  les  diamètres  (ont  égaux  aux  paramétrés , le  numérateur  d de  la 
fraction  eft  égal  au  dénominateur  p.  L’inconnue  x (è  prend  fur  le  diamètre  : 
dans  l’équation  fyy  = 2 ax  — xx . l’inconnue  x commence  au  (bmmet  A, 
& la  connue  2 a eft  la  valeur  du  diamètre  : mais  dans  l’équation  fyy  = 
~ an  — xx  , l’incormuëx  commence  au  centra  M , & la  connue  a a eft  le 
quarré  exprimé  affirmativement  du  demi-diametre  AM  — ». 

30  De  forte  que  , comme  le  diamètre  , dont  il  faut  (è  Servir  pour  cons- 
truire une  équation  , doit  toujours  être  la  ligne  droite  , à laquelle  (è  ter- 
minent ou  y , ou  l’inconnue  , en  laquelle  y a été  changée  : il  fuit , que  fi 
l’autre  inconnue  quelconque  x n’étoit  pas  fur  ce  diamètre  , il  faudrait  lui 
fubftituer  une  ligne , pour  le  diamètre  , & faire  enfuitc  dans  l’équation  les 
changemens  dont  il  eft  parlé,  Reg.  1 o.  Scél.4.  Liv.  1. 8c  tels  qu’on  les  verra, 
Ex.  3.  n.  6.  Ex.  j.  n.  6.  Ex.  6.  n.  6.  Ex.  9.  n.  6.  Ex.  10.  n.  8.  Ex.  13.  n.  6.. 
qui  eft  l’Exemple  de  M.  Descartes.  L’on  connoîtra  dans  ces  Exem- 
ples, comment  cet  Auteur  a trouvé  les  Règles  qu’il  nous  a données. 

4°  Lorfque  l’équation  fc  réduit  à fyy  = — a a — xx  , où  le  quarré  a* 
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du  dcmi-diametre  eft  exprime  négativement  j les  racines  font  imaginaires, 
y=z±  y/z=riaf-tx^  , 8c  le  Problème  eft  impoflible. 

Exemple  I.  y = V — mm  — t xx. 

1.  Figure  8 j.  /oient  AB  , AD  , EF  , GH,  quatre  lignes  droites  don-  jio.Sj; 
nées  de  pofition  , & qui  font  autour  du  point  A nuit  angles  de  45.  degrez 
chacun  ; Sc  qu’il  faille  trouver  un  point  comme  C,  duquel  ayant  tiré  d’au- 
tres lignes  droites  fur  les  données , comme  C B , CD , CF,  CH , en  forte 
que  les  angles  CB  A r CDA  /oient  droits  ; les  angles  CFE  , CHA  de 
4j.  degrez  ; 8c  que  ce  qûi  eft  produit  de  la  multiplication  de  CB  par  CD 
/oit  égal  à ce  qui  eft  produit  de  la  multiplication  de  CF  par  C H. 

z.  Je  nomme  les  inconnues  AB , x = CD  5 CB  ,y  i H B = B F = 

AB  , x -,  ainfi  CF  = y — x ; CH  = y -t-  x.  Et  comme  il  n’y  a point  de 
ligne  déterminée  , je  prends  la  ligne  z,  pour  l’unité  = m. 

3.  Pui/quc  l’on  demande  CB  y CD  = C FyCH  ; l'équation  Ce  ra  y y 
— xy  — xx  y dont  les  racines  font  y = {x  ± y/ ±x  x , qui  eft  à la 
ligne  droite. 

4.  Si  l’on  demandoit , que  CD  y.  CF  fut  égal  à CB  y CH-,  l'équation 
/croit  xy  — xx— y y •+■  xy  ; y = / — ** , impoflible  : pareeque  V — 
r * * eft  une  racine  imaginaire. 

5 . Si  l’on  demandoit  que  CD  y CF — le  quarré  de  la  ligne  m fut  égal  à 

CByCH-,  l’équation feroic_j7  = — mm  — xx,y=V  — mm  — Lxx 
impofli  blc.  t 

Exemple  II.  y — -±.  V mm  — Lxx, 

J m 

1 . F Igurc  8 6.  /oient  données  de  pofition  les  trois  lignes  droites  AB,  AD,  Fie, 
FE  i dont  AB  &c  F E font  parallèles  , Sc  AD  leur  eft  perpendiculaire. 

Il  faut  trouver  un  point  C , duquel  ayant  tire  trois  perpendiculaires  C B, 

CD  , C F for  les  données , l’on  ait  cb  ÿ CF  — CB  y £ A = CD  * — Â£*. 

z.  Nommons  la  diftance  donnée  des  parallèles  A E , m=pz=.  F B -,  les 
inconnues  AB,  x = CD  > CB , y > C F = m — y. 

3.  L’équation  fera  my  — yy  — my  z=.xx  — mm  , yy  — mm  — xx  t 
dont  les  racines  font , y = ±.  V mm  — x x , ou  y = ± V mm  — L xx. 

Lieu  au  cercle  pareeque  m = p,  Art.  4.  Réglé  2, 

4.  Pour  conftruirc  cette  équation  , pareeque  la  quantité  u eft  nulle  , je 
prends  A pour  le  centre  , Réglé  2.  le  diamètre  eft  dans  la  ligne  A B , Ré- 
glé 9.  pareeque  la  quantité  a>x  eft  nulle  , le  paramétré  eft  / 4-mp  , Reg.8, 
pour  avoir  le  diamètre  je  fais  Reg.  ro.p:  m::  V 4»>p  : ” V 4mp=V. 

qui  eft  le  diametre  ; pour  trouver  le  fommet  N Réglé  1 1.  Je  fais  A N égale’ 
au  demi-diametre  j = Y ~ = Vmm  pareeque p — m -,  àc  AN  =r 
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Ii*.  te. m — AE.  Ceft  pourquoi  du  point  A comme  centre , de  l’intervale  AN, 
le  point  N étant  pris  du  meme  côté  , où  fl  fe  trouve  Réglé  1 1.  je  décris  le 
cercle  NEn  , qui  touchera  la  ligne  EF,  m en  E ; les  points  N,  » font  les 
Commets  du  diamètre  NA.  Ce  cercle  fatisfait  au  Problème  dans  tous  les 
points  du  demi-cerde  NE». 

Dém.  NB  eft  Vy  — * ; S cB»  =x  + Vy  valeurs  de  tous  les  feg- 
mens  du  diamètre , le  rectangle  fous  les  memes  fegmens  ^ — xx  = mm 

xx— y y donc  y — ± V mm  — a:x=  dt  / mm  — ~xx-  De  plus 

i°  Au  point  C pris  fur  le  quart  EN  le  calcul  de  n.  3.  a été  fait , & l’on  a 
trouvé  l’équation  y y = mm  — x x.  i°  Au  point  t pris  fur  l’arc  Ne  , où  y 
a des  valeurs  négatives , l’on  a l’équation  yy  — x x — mm  , y = rfc 

yf mm-Jr  x x à l’hyperbole.  30  Au  point  c prb  fur  le  quart  En,  on  Ab 

x , on  a l’équation  de  n.  3.  *°  Au  point  c pris  fur  l’arc  ne,  on  A b,  — 

x } c b , —y  l’équation  fera = xx  — mm  à l'hyperbole. 

L’on  voit  que  quoique  l’on  ait  dans  toute  la  circonférence  du  cercle  une 
des  deux  racines  y = ±- V — mm  t xx , cependant  il  n’y  a que  la  moitié 
NE»  de  cette  circonférence , qui  donne  l’équation  yy  = mm  — xx. 
Ce  qu’il  fàlloit  démontrer. 

j.  Il  faut  remarquer  que  le  centre  n’eft  pas  dans  la  ligne  IL  , mab  fur 
AB  , Réglé  1.  parccque  la  quantité  w eft  nulle,  le  centre  n’cft  pas  diffe- 
rent5 du  point  A , Réglé  1.  quoiqu’il  n’y  ait  pas  «x,  le  paramétré  n’eft  pas 
^ > mais  / 4mp  , Règle  8.  que  le  diamètre  n’eft  pas  dans  IM , 8C 

que  *L  C n’eft  pas  une  ordonnée  , Réglé  9.  que  la  raifon  du  paramétré  au 
diamètre  n’eft  pas  comme  pu  à **m  , mab  commet  à m , Règle  10. 
que  le  Commet  Na  été  pris  fur  AN  du  même  côté  ou  fl  eft  , & AN  eft 
égal  à la  moitié  du  diamètre  , Réglé  11. 

6.  L’on  aurait  pu  conftruirc  plus  aifément  l’équation  yy  — mm  — xx, 
en  prenant  un  rayon  AN  égal  km,  &c  c n décrivant  le  cercle  NE  » du 
centre  A , car  comme  l’on  a vû  dans  les  lieux  Géométriques  , ce. cercle 
refout  le  Problème  , puifqu’il  eft  le  même  , que  celui  qu’on  a décrit,  n.4. 

7.  Si  les  racines ; = ± V mm  — txx  avoient  été  un  lieu  à J’ellipfe  par- 
eeque  m ne  ferait  pas  égale  à p , Art.  4.  Règle  1.  J’aurais  cherché  l’équa- 
tion au  point  C & ailleurs  de  cette  forte.  Par  la  nature  de  l’ellipfe  comme 
le  diamètre  indt  au  paramétré  *p  , ou  comme  m eft  à p : de  même  le 

reélanglc  — xx  fous  les  fegmens  NB  , B»  du  diamètre  N»  eftkmm 

— txx  quarré  de  l’appliquée  CB— y y : donc  y—±  Vmm  — txx. 
L’on  connoît  que  la  raifon  du  diamètre  au  paramétré  eft  celle  de  m à p , en 
multipliant  par  m & divifânt  par  p l’équation  y y = mm  — txx,  car  elle 
devient  ^yy  = — — **  * & l’on  fçait  que  la  fraétion  =mifc  devant  y y 
marque  îe  rapport  du  diametre  au  paramétré. 
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Exemple  III.  y = ±Y  ux  — %xx. 

i.  F Ig.  87.  les  trois  lignes  droites  A B , A D , EF  font  données  de  poli-  f,0.  *7< 
tion , 6c  font  un  triangle  équilatéral.  Il  faut  dans  ce  triangle  trouver  un 
point  C , d’où  ayant  tiré  les  lignes  CB  , CD , CF , fur  les  données , étant 
CD  parallelcà  AB  , CB  & CFk  AD  5 le  reâangle  CD  yC F foit  égal 
au  quarré  de  CB  , moins  le  rectangle  CB  x CD. 

2.  Nommez  les  données  AE  = AN=.EN,  » ; les  inconnues  AB  , x 
= CD  : C B , y ; F B = NB  = NA  — A B , u — x j & tous  les  bf  font 
de  même  « — x s enfin  C F=  B F — CB,  u — x — y. 

3.  L’équation  fora  ux  — xx  — xy  = y y — xy  t ou  y y — mx  — 

Lx  x en  faifant p=zm  j les  racines  font 7 = ± V ux  — L x x au  cercle 
ou  A l’ellipfo. 

4.  Le  centre  M cft  fur  la  ligne  AB  , & non  pas  far  IL  , vous  le  trou- 
verez en  prenant  AM  — , Règle  1.  pareequ'il  y a ■+■  ux,  vous  pren- 

drez Réglé  3.  le  point  M fur  la  partie  delà  ligne  A B , où  le  point  B fc 
trouve  j pareeque  les  quantitez  mm  , ^ font  nulles  , le  paramétré  eft  a. 

Réglé  7.  le  diamètre  eft  dans  la  ligne  AB  , & C B cft  une  appliquée,  Reg. 

5.  en  faifànt  p : m : : u : ^ , vous  aurez  le  diamètre  Reg.  10.  ce  diamètre 
eft  en  premier  lieu  égal  à AN , u , pareeque  p==  m -,  il  eft  en  focond  lieu 
double  de  A M = ~ Rcgf.  10.  Ainfilc  centre  M eft  au  milieu  de  A N,  &c 
les  deux  fommets  feront  A , N -,  & Régi.  1 1 . l’on  prendra  le  fommet  A fiir 
A B , du  même  côté  par  rapport  au  point  M , qu’eft  le  point  B.  Pareeque 
l’angle  CB  A des  coordonnées  cft  oblique  , le  lieu  eft  à l’ellipfo , Art.4. 

Régi.  1.  Vous  pouvez  décrire  l’ellipfe  AC  N,  & trouver  tous  fes  points  C,  c, 
en  ne  faHànt  qu’extraire  la  racine  quarrée  de  « x — L x x , après  avoir  dé- 
terminé la  valeur  de  x.  Voyez  Liv.  1.  Part.3.  Seift.  j.  Art.  2.  & L.2.  Part.r. 

Secl.  4.  Art.  3.  J.  3.  Cette  ellipfc  donne  dans  tous  fos  points  une  des  deux 

j racines  y = ± V ux  — Lxx  , & fur  l’arc  Z A l’équation  y y = ux 

— Lxx. 

m 

Par  la  nature  de  I’elfipfe  , comme  le  diamètre  eft  au  paramétré , ou  com- 
me m eft  A p } ainfi  le  re&anglc  fous  les  fegmens  du  diamètre,  A B y,  B N, 

— x x eft  au  quarré  de  l’appliquée  correfpondante  ux  — L Xx  = C£x, 

y y s & CB  ==  y fux  — Lxx  =y*  Vous  trouverez  tous  les  b N = AN  — 

Ab  — x , & par  confoquent  tous les€$  = ±y=V  ux  — Lxx}y  = 
^t.Vux  — l.vx  , & l’on  aura  la  racine  pofitivc  fiir  la  moitié  A Z N,  où 
font  les  -+-  j & la  négative  fur  la  moitié  AzN , où  font  les  — y.  Enfuite 
i°  Au  point  C l’on  a fait  le  calcul  de  n.  3.  & l’on  y a trouvé  l’équation 
JJ  — <»x  — ce  qui  convient  à l’arc  A Z , a0  Au  point  c pris  nxr  l’arc 


k 
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A&N,  on  a l’équation  yy- 1-  2Xy  = a>x — xx  differente  de  n.  3.  30  Au 

Kint  c pris  fiir  l’arc  ZNona  l’équation^  — 2 xy  — — cox  x x à. 

yperbole.  On  a donc  dans  tous  les  points  de  l’ellipfe  A Z N une  des  raci- 
nes y = -±V  ux  — f-xx  , 8c  l’équation  yy  — ux  — xx  fur  l’arc  Z A. 
j.  En  multipliant  par  m & divilànt  par  p , l'équation  y y = u x — - x x, 

vous  formez  fyy  = ~x  — xx  s qui  Règle  13.  fait  connoîtrc  par  le  ter- 
me "yy  , que  le  diamètre  eft  au  paramétré  en  raifon  de  m à p -,  8c  par  le 
terme  x — xx  , que  le  diamètre  AN  eft  nf , puifque  par  la  nature  de 
l’ellipfe  ce  terme  eft  le  produit  du  fegment  AB  , x par  le  fegment  B N 
«jr  — x — AN  — AB.  Enfuite  m elt  p : comme  le  diamètre  ^ eft 
à u paramétré.  Le  diamètre  eft  fur  A B , pareeque  l’appliquée  C B , y eft 
terminée  à cette  ligne  AB.  Pareeque  x eft  un  côté  du  rectangle  — 
xx,  8c  AB , x une  abfciilè , le  fommet  de  l’ellipfe  eft  en  A , Sc  le  centre 
Al  fe  trouve  en  prenant  A M = 


Exemple  IV.  y = m ± V 


mm 


Ç xx. 


ÎIG.  I i.  I.  Fig*  88.  comme  Ex.  1.  n.  1.  Fig.  86.  excepté  que  l’on  demande  que 
ïs-  le  rectangle  fous  CB  8c  CF  foit  égal  au  quarré  de  CD. 

2.  Comme  Exemple  1.  n.  2. 

3.  L’équation  ftra  my  — y y — xx  -,  y y — my  = — xx  ; dont  les 

racines  font  y = ±.  V ^mm  — xx  , ou  y = -~mdz'/±mm  — Lxx 

en  faifant  p — m;  équation  au  cercle  , ou  à l’ellipfe. 

4.  La  conftruction  fera  telle.  Parcequ’il  y a + 7»,  l’on  coupe  B K — 
•’  m = ^ F B ; par  le  point  K l’on  mene  K I égale  8c  parallèle  a.  AB,  x j 
8c  le  point  I le  milieu  de  A E , que  je  prends  pour  le  centre  , pareeque  la 
quantité  & eft  nulle,  Règle  2.  & par  la  même  raifon  le  paramétré  eftVmp, 
Réglé  8.  8c  faifant  p:  m:  : Vmp  : ~ Vmp  = V — Vmm  , 8c  enfin  le 
diamètre  eft  m — AE,  Réglé  10.  Sa  moitié  j-m  fora  la  longueur  de  IN, 
qui  doit  fo  prendre  du  côté  ou  eft  K , 8c  déterminer  le  fommet  N,  Réglé  1 1 . 
8c  fur  la  ligne  1 K , étant  C K une  appliquée  , Réglé  9.  C’eft  pourquoi 
l’angle  C JC IV  que  les  appliquées  font  avec  fes  abfoifiès  étant  droit , la  ligne 
cherchée  eft  un  cercle , Art.  4.  Réglé  2.  qui  paflèra  par  A 8c  E , car  IN  j 
±m  = AI=zIE. 

NK  eft  7W  — x 5 K n c(l±m  -+•  x j Scie  reétangle  NKxKn  , A mTn 
— xx,  donc  CK  — — t^x  , valeur  de  tous  les  ck.  Maintenant 

r°  au  point  C la  racine  vraye  de  h.  3.  & l’equation  my  — y y — xx.  z°  Au 
point  c pris  fur  l’arc  NA , l’on  a la  racine  faufil*.  3 . Au  point  c pris  fur  l’arc 
En  , racine  pofitive.  Au  point  c pris  fur  l’arc  n A , racine  négative  , fi£ 
dans  tous  ces  points  l’on  trouve  l’équation  my  — y y — xx. 

5 .  Il  faut  remarquer  que  le  centre  n’eft  pas  fur  la  ligne  IL , mais  fur  IK, 

Rcglç 
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j.egle  i.  parceque  la  quantité  a>  eft  nulle  , le  centre  eft  au  point  I Rcg.  i. 
quoiqu'il  y ait  m m , le  paramétré  eft  / mp  , parceque  la  quantité  ux  eft 
nulle,  Réglé  y.  8.  le  diamètre  n’eft  pas  dans  IM  , mais  dans  I K , C L n’eft 
pas  une  appliquée  , mais  CK  Rcgle  9.  la  proportion  du  paramétré  air  dia- 
mètre eft  comme  pim,  Réglé  1 o. 

Exemple  V.  » = — ^x  ± V ux  — L xx. 

1 . p Ig.  89.  foient données  de  pofition  les  trois  lignes  AB  , AD  , AF;  fIG  s>* 
dont  AB , AD  Ce  coupent  à angles  droits , & AF  fait  avec  chacune  au 
pointé  un  angle  de  45.  degrez  : 6c  qu’il  faille  trouver  pluficurs  points 
tels  que  C,  duquel  tirant  les  lignes  C B , CD , CF , fur  les  données  , les 
angles  CB  A , CDA  foient  droits  , 6c  l’angle  CFA  de  45.  degrez  -,  6i 
que  ce  qui  eft  produit  par  la  multiplication  de  CB  ècCD  foit  égal  auquar- 
ré  de  C F , moins  le  rectangle  lous  AB  6c  une  ligne  donnée  de  gran- 
deur m — r. 

z.  Nommons  les  inconnues  AB , x , = CD  ; CB  , y $ De  plus  B A — 

BF , x s CF=y  -4-  x. 

3.  L’équation  fera  yy  xy  = a x — x x ; dont  les  racines  quarrées  fait 

y = — \x  dfc  V ux  — -j  xx  , ou  y — ± V ux  — L xx , en  faifant 

z=  r , n = \ , m — 4 , p r=  3.  équation  à l’ellipfê. 

4.  Pour  conftruirc  cette  équation  , faifons  5^.-  » : : A B , x : B L ,"x  — 

~xi  6c  pareequ’il  y a — , nous  ferons  tomber  le  point  B entre  C 6c  L, 

Art.  1.  Il  eft  évident  que  tous  les  l>l  font  auffi  ^x.  Le  triangle  AB  L eft 
rcélanglc  en  B : donc  ~ÂL  * = \xx  i 6c  AL  = xV  Nommons  V ^ , a , 

A L fera  ~x  , l’on  connoît  auffi  que  tous  les  A l font  ~x.  Pour  avoir  le  cen- 
tre M , prenons  AM  = Rcgle  1 . le  point  M étant  mis  du  côté  , où 
L eft  , pareequ’il  ya  + u.v  Rcgle  3 . parceque  la  quantité  m m eft  nulle, 
le  paramètre  fera  Rcgle  7.  6c  l’on  trouvera  le  diamètre  en  faifant  pzz.  ; 
nam:  : ~ : , ce  quatrième  terme  eft  le  diamètre  Règle  10.  dont  la 

moitié  j~  = MN Rcg.  1 r.mais  jyf  eft  znCCiAM -,  donc  MN  z=A  M,2c 
comme  l’on  doit  mettre  le  point  N du  côté  où  eft  L , il  tombera  en  A.  Le 
diamètre  eft  dans  la  ligne  AL,  6c  CL  eft  une  de  fes  appliquées , Rcgle  9. 
comme  pzz  — 3 n’eft  pas  égal  à nam  — f , la  courbe  cherchée  eft  une 
ellipfe  , que  l’on  peut  décrire  comme  il  a été  dit  , Ex.  3 . n.4.  puifquc  l’on 
connoît  le  paramètre  — = V*  j le  demi-diametre  NM  = AM—^Vs» 

Cette  ellipfe  eft  le  lieu  cherché. 

y.  Dém.  AL  , nL , ~~  — ^ donc  par  la  nature  de  l ellipfê  CL  = 

V u x — L xx  valeur  de  tous  les  cl.  Maintenant  1.  au  point  quelconque  C 
pris  fur  l'arc  A Z nous  avons  la  racine  yraye  6c  l’équation  de  n 3.  1°  Au 
point  c pris  fur  l’arc  Az, , ou  y a fes  valeurs  négatives,  nous  avons  la  racine 
faulle  i mais  nous  avons  là  l’équation  y y ■+■  3 xy  = u x — .v  ,v , à une  cllip- 
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fe  differente  de  celle  que  l’on  vient  de  décrire.  30  Au  point  c pris  fur  l’arc 
Z a , nous  avons  encore  des  valeurs  négatives  dejy  ; & la  racine  vraye  de 
n.  3.  mais  nous  avons  là  l’équation  y y -+-  3 xy  — ax  — xx.  4 Sur  l’arc 
„ e,  «n  a la  racine  fauflè  & l’équation  y y -+-  3 xyT=ux  — xx.  f Au  point 
-,  où^  cft  nulle  , l’équation  y = — zx  ■+■  V « * — L x x , fe  change  en 
r._x  —y/uX  -ITi  xx  : donc  Zl  z=  zl  eft  une  appliquée  , & I’cllipfe  paflè 
par  les  points  Z T z de  la  ligne  Z l z parallèle  aux  appliquées. 

Dans  le  calcul  de  n.  3.  "la  lettre  L auroit  pu  être  en  V,  Se  alors  il  n’au. 
toit  pas  fallu  prendre  MN  du  même  côté  , qu’auroit  été  le  point  L.  Le 
Problème  cft  non  feulement  impoflible  dans  les  angles  DAX , dAX,  par 
lefquels  l’cllipfe  ne  paflè  pas  5 mais  encore  dans  l'angle  dAZ , il  n’eft  p.ilii- 

Me  que  dans  DAZ.  . 

6.  Nous  ferons  évanouir  les  féconds  termes  de  l’équation  y y -t-  xy  — 
x x , en  prenant  y ■+■  ~x  —y  , v — \x  = y > & en  fubftituant  la 


U X 


valeur  de  y à fa  place  , la  réduite  fera  vv  — »x  — ±xx  5 vv  ==  « x — 
Lxx.  Puifque  Réglé  13.  l’appliquée  cft  v =y  -4- j x = CL , le  diamètre 
eft  dans  la  ligne  A LA  à laquelle  CL  = v fe  termine.  L’abfeiflc  n’eft  donc 
pas  AB  , x f mais  AL  = ~x , n.4.  c’eft  pourquoi  dans  l’équation  vv  == 

— ux r-x  x , pour  x qui  en  eft  l’abfciflè  , il  fuit  fubftituer  V1  > & 

que  l’égalité  fublifte  , il  faut  que  a la  place  de  1 analogie  .v  : v: : v:  a — 
t x , qui  donne  v v = u x — x x , on  falle  ccl  le-ci  : ; V;T 

* px . ««  px_x  ^ divifànt  0p  p , Se  multipliant  par  my 

«i je  vv  — *aï*.  Cette  équation  fait  connoitre  dans  la  traction 

4À"  qui  multiplie  vv  , que  la  raifon  dudiametreau  paramétré  eft  celle  de 


n . aillât  uivxiam  t/ai  ju  wi»m*v  — ' - - — — 1 2,  » C^llOtlCflt 

■ fera  L » , laquelle  étant  N n — N L , il  fuit  que  A » = le  diamè- 
tre & A M = •AL\.  Enfin  faifint  «»:  py  z,  : : : V , ce  quatrième 

terme  cft  le  paramétré.  On  auroit  encore  pii  taire  évanouir  le  (ccond  ter- 
me u x , comme  on  le  fera  , Ex.  6.9.10.  13.  

Exemple  VI.  y = — mdzVmm- t- — 7hxx- 


fio  50  1 • S Oient  fi?-  données  de  pofition  les  quatre  droites  AB , AD  , EF. 

9 CH,  qui  tout  un  parallélogramme  par  leur  interfcéHon.  L’on  cherche  un 
point  C , d'où  ayant  tiré  les  quatre  droites  C B ,.ÀC  D , C H , CF  parallèles 
aux  données  , tel  que  CBxCb  = C D X C H. 

1.  Nommez  les  connues  A E , 2 m = B F -,  KG  , o>  — A R — HD  ; les 
inconnues  A B , x = C D s CB  , y > CH  , « x ; CF  ■=  y y-  2 rn. 

3 L’équation  fera  y y -y-  2 my  = u x — xx,  dont  les  racines  (ont  = — 
mdzV  m»t-*.eox  — xlêiOUjr  = — m±-V mm  -y-  ux  — Lxx , en  pofanc 
p = m.  Equation  au  cercle  ou  à l’elliplè. 
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4.  Parccqu’il  y a — m , vous  prendrez  B K — m au  defiùs  de  AB  -,  Si  Do.  sa. 
par  le  point  K vous  mènerez  IK  égale  Se  parallèle  à AB  s le  point  I dl 
le  milieu  de  A E , ira  , le  centre  M eft  fur  la  ligne  I K s Si.  on  le  trouve 
en  prenant  I M = ~ , Réglé  x.  pareequ’il  ya  + a.v,  le  point  M tombe 
fur  la  partie  de  la  ligne  IK  prolongée , fur  laquelle  cft  K , Règle  3.  le  pa- 
rametre  fera  V u*  -t-  4tnp  , & il  ya  + mm  , Règle  5.  fi  vous  faites  p:  m : 

V uu  + 4tnp  : V — ’ff — ■+•  tJY~ , ce  quatrième  terme  cft  le  diamètre , Rè- 
gle 1 o.  dont  la  moitié  cfi  M N , V S-~L  n-  '-y  Si  fc  prend  fur  IM  en  met- 
tant le  point  N du  côté  où  le  point  K le  trouve , c’eft-à-dire , en  allant  de 
M vers  K , Si  N cft  le  fommet  Règle  1 1 . car  le  diamètre  eft  fur  IM  ou  IK 
Si  CK  une  appliquée  , Réglé  9.  l’angle  C KN  cft  celui  des  abfcifics  Se  des 
ordonnées  : s'il  clt  droit , c’eft-à-dire  , fi  le  parallélogramme  eft  rectangle, 
comme  on  le  fuppofo  ici,  la  courbe  eft  un  cercle  : autrement  c'cft  une  cllip- 
fo.  L’on  peut  décrire  le  cercle  CNc,  du  centre  M,  Si  du  rayon  MN,  il  fftis- 
fait  à la  queftion. 

Dém.  M K eft  IM  — IK  = *~  — x -,  Si  N K cft  NM  — MK.V  tlPUï 
—jf  A- Xi  n K , eft  nM  + MK,  + f f—x^'car 

n M = NM  j Si  le  rectangle  NK  x R » eft  ~ — XX  + "Ç  valeur  de  tous 
les  rectangles  Ni  X n I-  Maintenant  comme  le  diamètre  cft  au  paramètre 

ou  m : p:  : le  rectangle  fous  les  fogmens  du  diamètre  , ~ -+-  aïl* v v . 

mm  t»x  — quarré  de  chaque  ordonnée  corrcfpondantc  CK  , cl 
donc  chaque  CK,  ci  — V mm  -i-  a> * — L xx. 

Enfuite  i°  l’on  a au  point  C là  racine  vrave.  i°  Au  point  c pris  for  l’are 
AN,  ou  fur  Rn  , encore  racine  vraye.  3°Âu  point  c pris  fur  l’arc  EG , Se 
au  point  c pris  fur  l’arc  EN  ou  G n la  racine  faufiè.  Le  cercle  C Ne  don- 
ne dans  tous  fos  points  une  des  racines  de/,  Se  l'équation  y y -y-imy 
= o>x  — x.vden.  3.  Au  point  A y — 0 donc  A /eft  une  appliquée,  puif- 
que  m = v m ta  ux  ■+■  L xx  , on  dira  le  meme  des  points , E , G , R. 

Faites  évanoiiirle  focond  terme  de  l’équation  y y ■+■  2my  — ux txx  ; 

en  prenant  -v  — ta  — y , Se  la  fubftitution  des  valeurs  de  / Se  de  y y produi- 
ra v v — mm  ■=.  UX  — l x x.  Mrdtipliez  par  m , divifez  par  p , vous  forez 


xx- 


•p 


fw+'y.  Prenez  encore  * = 2.  h-  j la  fubftitution 


donnera  fvv  = ^~  7 

Equation  réduite  qui  montre  d’abord  Règle  13.  dans  le  focond  membre 

que  le  demi-diametre  cft  V—“yf  -t-  ~ , Se  le  diamètre  V — -t-'ÜJj 
Se  dans  le  premier  jvm , que  la  raifon  du  diamètre  au  paramètre  cft  celle 
de  m à p ; d’où  il  fuit  que  le  paramètre  cft  V a>  co  ■+■  4m p ; que  v — y 
rn  cft  l’appliquée  CK,  Si  par  confcqucnt  I K le  diamètre.  Le  focond  mem- 
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bre  nous  apprend  encore  que  z dans  ces  fortes  de  réduites  commence  ail 
centre  M , étant  MK,  z = x — , ou  — — x s d’où  il  fuit  , I K étant 

X , que  IM  eft  fj.  L’on  voitauffi  que  les  quarrées  vv,  se.  des  incon- 
nues font  réduits  à l'unité  , puifque  p — m. 


Exemple 
fio  «O.  1 • S I 1 


VII.  y = — 


m m 


. où  x — L xx. 


t i.  Si  l’on  avoit  demandé  dans  l’exemple  precedent  , que  en  y,  CF  fur 
égal  à CD  x CH  — 2 ÿT/  * > l’équation  auroit  été  y y - 4-  -’wy=  a -v  .v  x 
2 mm  5 dont  les  racines  font  y = — w±/  — mm  u*  — r-  • 


- > . • ux  — à**»qu* 

fera  au  cercle  en  fuppofant , que  le  refie  cfl  comme  Ex.  6. 

i.  Pour  la  conftruclion  l’on  trouvera  les  mêmes  choies , que  Ex.  6.  n.  4. 
excepté  que  le  paramètre  Réglé  6.  cil  V coca  — 4 m p.  C’elt  pourquoi  l’on  a 
dit  Rcgle  1 1.  qu’il  faut  que  au  foit  plus  grand  que  4 ™p  . autrement  le  pa. 
rametre  cft  une  racine  imaginaire  , 6c  le  Problème  eft  impolTîble  , comme 
il  arrive  ici , car  étant  m=.  p , Ex.  <>.  n.  3.  l’on  a V au — 4mm  Sc  comme 
/1E  , 2 m cft  plus  grand  que  EG  , us  il  fuit  que  4mm  eft  plus  grand  que 
a a.  Que  li  « •>  le  trou  voit  égal  à 4m  p x le  paramètre  fèroit  zéro  , 6c  le  Pro- 
blème encore  impoflîble. 

3.  L’on  auroit  auflî  connu  l’impoffibilité  du  Problème  par  Pévanoüifle- 
ment  des  féconds  termes , foit  v — m = y ; la  première  réduite  cfl  vv  = 

— mm  ■+■  ux  — m x x > xx  — *TX  = — ~f  — %vv‘  Soit  * — T?  = “> 


~ — V *V» 

p p 


ww  -i-  m'  ” > P p P f * r 

ou  jj  — x = s , la  fécondé  réduite  fera  jvv=  —j-jf- — 7 ~ ~ > dont 

. 1 j: , 6c  le  diamètre  ^ — 


le  demi -diamètre  — f . & le  diamètre  — *f- = 

y * « ’u~t  *•“'  t , où  il  faut  que  au  foit  plus  grand  que  4m  p s le  paramé- 
tré V ù>  a 4 mp  , où  il  faut  encore  la  même  chofé  ,IM  eft  jf. 

Z""'  TV rtni  Îmnn  fliKl#»  fiir  l’nrr  /]  C'.  . <*(T  tvr>(îlKlc  fllT  1 


‘ Y Ct>  Où  4 P > U II  *L  iauL  ia  uium.  Liiwiw  -y  -m.  j-wm.  vu  Z p 

4.  Ce  Problème , qui  cft  impoflîble  fur  l’arc  A C R , eft  poffible  fur  l’arc 
ANE  s car  en  cct  endroit  on  a l'équation  yy  -y-  2my  -y-  mm  =.  3 mm  -4. 
u x x x , dont  les  racines  n’ont  rien  d’impolïîble. 

5 . Mais  lorfque  fous  le  fî gne  radical  il  y a 4- mm  — u>  x , il  n’eft  pas  ne- 
ccflâirc  que  u a foit  plus  grand  que  4 mp  , pareeque  le  diamètre  6c  le  para- 
métré n’ont  point  le  ligne  — . 

On  demande  que  C B y CD  foit  égal  a C FyC  H 2 G E X AB.  L e- 

quation  clïjj 


2 m y — — n,  x — — x x , y — - — m — V m m — co  x 

uaiiun  v*.  jj i — "V  — w ...  ’ y 

Tx.  Soit  y = V — m : la  première  équation  fc  change  en  x x -+- 

— _ ^.v  v ■+■  Soit  encore  * = * — ; la  fécondé  réduite  cft 

%vv  = — z. z.  Donc  le  diamètre  cft  V—p  f-*--*-  le  parar- 

metre  Vau -y-  4 m p-  IM  eftff^ 
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Exemple  VIII.  y = m — ~x±V  ux  — L .v 

i-  Fig.?i  . les  trois  lignes  A B , AD  , EF  font  par  leur  interfe&ion  un  fro 
triangle  équilatéral.  Il  faut  trouver  le  point  C , duquel  on  tire  les  lignes  C B, 
CD  , CF  fur  les  données  j étant  C D parallèle  à AB  ; CB  , C F parallèles 
à AD  5 le  point  C hors  du  triangle  fous  la  ligne  E F.  Il  faut  enfin  que  le  rec- 
tangle fous  CB  , CD  fôit  égal  au  quarré  de  CF. 

î.  Nous  nommerons  les  connues  A E , co=r=z=AI  = IE-,  les 
inconnues  AB  , x = CD  ; C B , y ; E B = AE  — AB  , u — x-,  CF  = 

C B — B F,  y — 01  -f-  x. 

3.  L 'équation  (bra.yy  — 2 uy  -f-  xy  — — ««  -+-  2 ux  — xx  ; dont  les 
racines  fbnt^i  = a — j.v  ± V ux  — ^ .v.v,  0117  — m — | x±Vo>x  — Lat*. 

4,  La  conflrucHon  eft  telle.  Parce  qu’il  ya  + w,  Art.  1.  Nous  coupe- 

rons B K = AI , m , Sc  nous  mettrons  le  point  K entre  B C ; par  le  point 
I nous  mènerons  IK  égale  & parallèle  à A B , x s parccqu’il  y a — ~x, 
nous  prendrons  KL  — ~ IK  = ^x  = , nous  ferons  tomber  le  point  K 

entre  L & C , 5c  nous  tirerons  IL  infinie.  Dans  le  triangle  IKL  , d’angle 
IKL  efb  égala  l’angle  I AB  de  60.  degrez  , IK  eft  double  de  KL  donc 
l’angle  ILK  eft  droit  j donc  JZ 1 — jk1 , xx , — K~L  1 . -j.v.v  , & IL 
= ,v  / ^ ; & nommant  V \ , f-.  Il  eft  ^ , & tous  les  II  font  auffi 

De  plus  le  centre  M fc  trouve  en  prenant  IM  = j— ~ , Règle  1.  l’on 
prend  Al  fur  IL  en  allant  de  I vers  L , pareequ’il  y a + ».v,  Rcg .3 . le  para- 
métré eft  ~ parccque  mm  eft  nulle , Réglé  7.  le  diamètre  eft  dans  IL , dont 
CL  eft  une  appliquée  , Règle  9.  fi  l’on  fait  pzz  ; aam:  : -’f-A  , ce 

quatrième  terme  Réglé  10.  eft  le  diamètre  double  de  IM  = ~~  ; ainfi 
MN  demi-diametre  eft  égale  à 1 M & le  point  N , tombera  fur  I Réglé  1 1* 
quoique  u ne  foit  pas  nulle  , Réglé  1.  l’angle  CLN  des  coordonnées  eft 
droit  ; & comme  aam  , = p zz  , la  courbe  eft  un  cercle  , qu’on  décri- 

ra du  centre  M,  fedu  rayon  MN,  ou  MI.  C’eft  la  ligne  cherchée  , qui 
fâtisfait  dans  tous  fês  points. 

Dém.  n.L  eft  In  — IL  , , & tous  les  n l ont  la  même  valeur: 

donc  tous  les  reétanglcs  I L x L n font  —yci*  — *11'  > or  par  la  na- 
ture de  l’ellipfe  & du  cercle  s **»>  : pzz:  — irir:  ux  — 

txx-,  donc  tous  les  CL  , cl  = Vu  x — Lxx. 

m m 

Maintenant  1°  au  point  C pris  fur  l’arc  IC  Z , on  a une  racine  vrave. 
a®  Au  point  c pris  fur  l’arc  Z n encore  racine  vraye.  30  Au  point  c pris  fur 
l’arc  «F  racine  fauflc.  40  Au  point  c pris  fur  l’arc  1E  racine  faullè  & dans  tous 
ces  points  l’équation  de  n.  3 . Remarquez  que  bf—  éE  z=.  x — u..  y°  Le 
cercle  paflc  par  les  points  Z , E.  Car  au  point  E , ou  y = 0 y l’équation  y 
= m — ”cx  — Vux  — p-xx  fe  change  en  m — — Lxx:  or 

B b iij. 


X 
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la  ligne  ZE  dl  égale  a AI,  mi  Zl  = j;x  ; & E l ■=.  Z E — Z / , 'donc 
E l "cft  une  appliquée , Se  le  point  E cft  dans  la  circonférence.  Au  point  Z 
1 on  a Z E . y = m = A 1 , 6c  l’équation  j — m — V ux  — Çxx,  fü 

change  en  ”r  x = V i»x  — p-  x x : mais  Z l eft  ”-.v , elle  cft  donc  une  appli- 
quée ; 6c  le  point  Z cft  dans  la  circonférence. 

Exemple  IX.  y = m-+-j-x  mm  — ’L  ^~x. 

ha  »i.  1 . F Igure  91.  (oient  données  de  pofition  les  quatre  lignes  A B , AD , E F, 
G H , qui  par  leur  intcrle&ion  font  l’angle  E AS  droit , 6c  les  angles  G E A, 
GAE,GAS,  GSA  de  45.  degrez  chacun  ; d’où  il  fuit  que  les  angles  en 
G font  droits.  Il  faut  trouver  le  point  C , duquel  on  puillè  tirer  les  quatre 
droites  CB  , CD,  CF,  CH  fur  les  données,  failànt  les  angles  CB  A , CD  A, 
CFA  , CHG  aufli  de  45.  degrez  chacun , ou  bien  il  faut  que  CB  6c  CH 
(oient  parallèles  à AE  ; CD&iCFàAB.  L’on  demande  que  le  produit  de 
C B multipliant  CF  foit  égal  à celui  de  C D multipliant  C H. 

î.  Nommons  AG , z = 1 — GS , car  A G eft  donnée  de  grandeur  -,  les 
inconnues  AB , x = C F , CB, y ; dans  le  triangle  ARB  l’angle  A RB  eft 
droit,  l’angle  RB  A eft  de  43.  degrez  — à l’angle  R AB.  La  rai(on  du  Sinus 
de  l’angle  ARB  , au  Sinus  de  l'angle  R A R de  45.  degrez  cil  celle  de  / 
à , que  je  nomme  de  / à n.  Ain  (I  l’on  fera  cette  proportion  / ; n 

B A , x:  BR  , nx  = A R > & CR  =y  — n x.  Après  cela  dans  le  trian- 
gle CRD  , on  a cette  Analogie  n:  1 ::  CR,  y — nx : CD , * 

L’angle  ^G^cft  droit , donc  AS  = V 2 , que  je  nomme  2 m ; 6c  SR  = 
2 1»  ■+■  » x = R H.  On  aura  donc  C H — RH  — CR—.  2 m-y-  2»  x — y. 

3 . L’équation  (êra  y y — 2 my  — 2 n xy  = — 2 m nx  — 2»  »x  x dont 
les  racines  font  y — m-t-nxrhVmm  — »»xx  , ou^  = m + ”-x  , ± 
\'  m m — L * x . en  fuppolîint  n n = L , oup  = mnn. 

4.  Parcequ’il  y a -4-  m , je  coupe  B K — ni,  de  forte  que  le  point  K tom- 

be entre  B 6c  C , Art.  z.  par  le  point  K je  mène  IK  parallèle  6c  égale  à A B. 
Enfuitc  je  fais,  zz=.  1 : IK , x :KL  ,^X  — IL  = ^x  en  fàifant  n — a -, 

6c  je  fais  tomber  le  point  L entre  K 6c  C , parce  qu'il  y a -+-  | jr. 

Maintenant  le  centre  M eft  en  I Réglé  z.  parccque  la  quantité  a eft  nul- 
le ; 6c  par  la  même  raifon  le  paramétré  eft  V — , Règle  8.  le  diamètre 
eft  dans  IL,  £c  CL  une  de  fes  appliquées  , Réglé  9.  (1  l’on  fût  pz,&: 
nam:  V * ”*//—  : V , ce  quatrième  terme  eft  le  diamètre,  Réglé  1 o. 

dont  la  moitié  V -)\”!—  — MN  le  demi  diamètre  , 6c  N le  fommet  qui  fè 
prend  fur  la  partie  de  I M , où  cft  L , Réglé  1 1.  Enfin  l’angle  CLN  des 
abfciftes  2c  des  ordonnées  eft  droit , 6c  a am  = pzz.  La  courbe  eft  donc  un 
cercle  , qui  (c  décrira  du  centre/  ou  M 6c  du  rayon  MN  = IN.  C’eft 
le  lieu  cherché  , qui  làtisfait  à la  queftion  dans  tous  lès  points. 
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Dcm.  IN=m  puifquc  clic  cft =✓«££!  = 'Z  ~~  donc  7AT=  IA,  IG,  Fio  ,v 
7 E = j / 2 = m , donc  le  cercle  qui  pille  par  N , paflè  aufli  par  A, G,  E. 

Maintenant  le  rectangle  fous  les  fegmens  G L , L N du  diamètre  cft 
y~  — ‘LrvL  , valeur  de  tous  les  rectangles  fous  les  fegmens.  Or  par  la 
nature  du  cercle,  a a m : pzz::  le  rectangle  ~r  des  fegmens: 

mm  — r-xx  — cl  1 quarré  de  l’appliquée  : c’cft  pourquoi  toutes  les  appli- 
quées CL,  cl  font  V m m — Lx  x. 

Enfuitc  i°au  point  C pris  fur  l’arc  NE  , je  trouve  CB  = B K -+-  KL 
+ LC,;  = «+  ^ + v m m — Lx  x : & c’cft  au  point  C que  le  calcul 
a donné  l’équation  de  n.  3.  i°  Au  point  c pris  fur  l’arc  NA , j’aurai  la  raci- 
ne négative  de  n.  3.  De  plus  les  trianglcsqui  fè  font  à ce  point  c étant  fêm- 
blablcs  à ceux  que  l’on  a examinez  au  point  C , Se  les  valeurs  de  a-  5c  dey 
étant  pofitives  aux  deux  endroits  , l’on  viendra  à la  même  équation  de 
n.  3.  30  Au  point  c pris  fur  l’are  E G , j’aurai  la  racine  pofitive  , Se  l’équa- 
tion de  n.  3.  40  Au  point  c pris  fur  l'are  A G on  a une  valeur  négative  Se 
l’équation  de  n.  3 . 

Le  Cercle  CNc  cft  donc  le  lieu  cherché  qui  fatisfait  à la  queftion  dans 
tous  fes  points. 

j.  L’on  fera  évanouir  les  féconds  termes  de  l’équation  y y — 2»>y 

2nxy=.  — 2 mn  x — znn'xx  j fi  l’on  fàitj-  — m — rtx—v,  y — v 

-+-  m -\-7tx  ; la  fubftitution  donnera  pour  réduite  vv  = m m n nxx  t 

vv  — m m — ~ x x , yvv  = j x x. 

Le  terme  vv,  qui  dans  ces  fortes  de  réduites,  Règle  13.  cfl  le  quarré 

de  l’appliquée , nous  apprend  que  CL  ,v  = CB  — B K — KL,  y m 

n x cil  l’appliquée  de  l’équation  , 5c  par  confequent7L  le  diamètre.  Le 
rcrmc  xx  cfl  le  quarré  delà  partie  du  diamètre  pris  depuis  le  centre  7jufi 
qu’à  l’appliquée  : mais  IK,  x , ne  peut  être  cette  appliquée  , puis  qu’elle 
ne  fc  termine  pas  au  point  L ; il  faut  donc  Réglé  13.  fubftituer  IL  ~ à la 
place  de  IK,  x ; Se  à la  place  dexx:  & afin  que  l’égalité  fubfifte , il 
faut  multiplier  aufli  tous  les  termes  de  l’équation  par  , comme  l'on  mul- 
tiplie xx  : ainfi  la  nouvelle  équation  , qui  doit  être  conftruite  cft  p~vv 
— tfre  — “'  H*  D;lns  Ie  premier  terme  vv  , l’on  voit  que  la  raifon 
du  diamètre  au  paramétré  cft  celle  de  aam  à pzz.  Dans  le  terme  Aîüti 
qui  cft  toujours  le  quarré  du  demi-diametre , l’on  connoît  que  ce  demi- 
diametre  eft  , 5c  le  diamètre  .2  = Et  fi  l’i 


1 on 


Elit 


nam  : pzz:;  V ■'  > ce  quatrième  terme  cft  le  paramètre. 

Enfuitc  dans  cette  forte  d’équation  le  fécond  membre  — ‘^4^  eft  le 
rectangle  fous  les  fegmens  NLx  LG,  V -t-  ^ y V , étant 

l’origine  des  ^ au  centre.  Ainfi  IL  = apprend  que" le  point' 7 eft  le 
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centre , &C  que  IM  =.  o.  Enfin  fi  l'on  change  a nm  en  mnn  , pareeque  n 
= i en  mnnzz,,  ou  en  mnn  , pareeque  «?»»  z=zp  , zz=  i : on 

verra  que  aam=zpzz.  Et  comme  l’angle  C L JV efi:  droit , on  conclurai* 
que  la  ligne  cherchée  efi:  un  cercle. 

Exemple  X.  »=w  + ir±/  — mm  ux  — Lxx. 

m 

i.  C-Omme  n.  r.  Exemple  9.  excepté  que  l’on  demande  CB  x CF 
AE1  = CD  x C H -h  AExAB. 

2 n 2 

1.  Comme  n.  1.  Ex.  5).  &c  AE  = A S — V 2 = 2 m. 

3.  Comme  n.  3.  Ex.  5).  excepté  que  CB  x CF  = CD  x CH  -f- 

z » 

A Ex  JB  s’exprime  ainfi  + 

*+•  m x j qui  le  réduit  à y y — 2 my  — 2nxy  — — 2mm  — mnx  — 
2 nn xx.  Dont  les  racines  (ont  en  farlânt  m n = u , nn  — L;  p — « » », 

m • 9 

y = m -+-  £.v  ± y/  — mm  -t-  ux  — x.  Equation  au  cercle  ou  à 1’ellipfe. 

4.  Pour  la  confiruétion , elle  fera  la  même  que  Exemple  9.  n.4.  pour  m 

■+■  ~x  ; &.  l’on  trouvera  comme  là  IL , £ x , ou  £a-.  Le  paramétré  Règle  6. 
efi  v'î~p  — où  il  efi:  évident  qu’il  faut  félon  la  Règle  1 2.  que 

u u (oit  plus  grand  que  *mp  , afin  que  le  Problème  fuit  poflîblc  ; mais  étant 
u—mn,  & p^zmnn  ; «a  efi  mmnn  , +mp  efi  4mm  nn  ainfi  uu  étant 
plus  petit  que  4 mp  , le  paramétré  efi:  une  racine  imaginaire  , & le  Problè- 
me impoffible. 

y Mais  fi  l’on  demandoit  CB  x C F -i- "Je1  = CD  xCH  + | AE  x 

AB;  l’équation  de  n.3.  fera’ xy  T - » — »= 

— -■  -**  ■+-  j m x ; qui  fê  réduira  à 77  — 2»;  — 2 n xy  + m m 2 mnx 
•4-  nnxx  = — mm  -h  j mnx  — n n x x ; dont  les  racines  font,  après  avoir 
po  (csmn  — u,  y — m 4-  ’i-x  — V — nun  -h  u*  — txx  au  cercle,  ou  à 
l’elliplê  , Fig.  93. 

Fis  ?].  <j.  Pour  le  commencement  de  la  confixudion , l’on  fera  comme  n.  4.  Le 

paramétré  V **.  efi  unegrandeur  réelle  , pui/que  uu=mmnn 

efi:  plus  grand  que  4.mp  = 4 mmnn.  Le  centre  le  trouve  fur  I L , en  pre- 
nant IM  = ~~ , Réglé  1 . Le  point  M le  prend  fur  IL  en  allant  de  I vers 
L , parccqu’il  y a -4-  u x , Réglé  3 . Failôns pzz:  a am:  : V : 

/ t.' > ce  quatrième  terme  efi  le  diamètre  , Règle  10.  Ce 

diamètre  efi  dans  IL  , & L C efi  fon  appliquée  Régie  9.  N M efi  la  moitié 
du  diamètre , c’eft-à-dire , V — ~~  , &i  le  fommet  N fc  prend 

en 
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en  allant  de  M vers  L , Réglé  1 1.  Parcccjuc  la  quantité  aam  eft  égale  iF‘c  >3- 
p z, z s de  plus  l’angle  CLN  des  coordonnées  cft  droit  * ainfi  la  ligne  cher- 
chée eft  un  cercle,  qui  fé  décrira  du  centre  M,  8c  du  rayon  M N.  C’eft  le 
lieu  cherché. 

Déni.  Le  rectangle  NL  x » L fous  les  fegmcns  du  diamètre  cft  — 

Or  comme  a,  Am  eft  i pzz  ; ainfi  le  recta  m:  le 

1 S 


aam 

p 


a a i m x 
piz. 


NLxLn,  — -+■ 
L xx  i 


**7£Tl--HrL  eft  au  quarré  de  l'appliquée  CL  , — 
& C L = V — mm  ■+■  u x — L x x.  Maintenant  au 


mm  -+■  ux 

point  C on  a la  racine  vraye  8c  l’équation  de  n.  y . Au  point  c on  a la  raci- 
ne faufîc  6c  l’équation  de  n.  y.  parce  qu’on  y a des  triangles  fcmblables  à 
ceux  qui  le  font  par  les  lignes  tirées  du  point  C.  Ainfi  le  cercle  C Ne  cft  le 
lieu  cherché. 

7.  Remarquez  que  fi  le  calcul  avoit  été  fait  au  point  V 6c  que  L eût  été 
en  « , le  fommet  N auroit  dû  fé  prendre  du  côté  où  L n’étoit  pas. 

8.  L’on  fera  évanoiiir  les  féconds  termes , en  faifànt  7 = v -t-  m -t-  » x, 
6c  la  fubftitution  donnera  w — — mm-\-  3 mnx  — tin  x x s xx  — 

= -ï-fvv.m 

Pour  faire  évanoiiir  le  fécond  terme  qui  refte  , fôit  f -H  ^ = x : la  fubf- 
titution donne  fw=  — y-  — Jf- 

Le  terme  ’Jvv  fait  connoitrc  que  v —y  — m — n x — CB  — B K — 
KL  = CL  cft  l’appliquée , 6c  que  le  diamètre  eft  dans  I L.  D’où  Reg.  13. 
il  fuit  que  A B , x , ne  peut  pas  faire  partie  de  l’abfciflè  N L -,  mais  que 
c’eft  IL  , .•  c’eft  pourquoi  au  lieu  de  v — ~ il  faut  mettre  — 

, afin  que  l’égalité  demeure.  Ainfi  jf  de  la  dernière  équation  fé 
changera  en  lli , 6c  pour  conférvcr  l’égalité , l’on  multipliera  tous  les  au- 
tres termes  par^  , 8c  l’on  aura  f^vv  = 00  - M0  — 0 Où 
l’on  voit  d’abord  que  le  rapport  du  diamètre  au  paramétré  eft  le  même  qlIe 


de  aum  à fzz\  que  le  diamètre  eft  V—pW ” - 


4.  a a m 


s 6c  faifànt  it  > 


PP  Z.  g.  p z,  Z. 

pzit.-V  0nrZ—  — JjTïT  ••  — 0-P- , que  ce  quatrième  terme 

eft  le  paramétré.  Puifque  uam—pzz,  6c  que  l’angle  CLN  cft  droit, 
c’eft  un  cercle.  Enfin  dans  cette  efpece  d’équation  le  fécond  membre  eft  le 
rectangle  fous  les  fégmcns  du  diamètre  , NL  x »L  , ou  fous  V 

-0T  + T , & -W’  - T»  étant  l’origine  des  aJ  au 

centre  M.  Mais  “l  = « — *0  ou  = 0 — *-f  donc  IM  eft  afin 

que  M L foit , comme  eljc  doit  l’étre  , tjz=.  IM  — IL  , C’efl 

Mu  , qui  eft  J#  , IM  , » — f-*-”. 


Ce 
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Exemple  XI.  y—m — %xrh.Vmm — u x — txx. 

tn 

f i.  P Ig.  94.  comme  n.  1.  Exemple  3.  excepté  que  l’on  demande  que  ce 
’94'qui  eft  produit  par  la  multiplication  deC£  6c  CF,  foie  égal  au  quarré  * 
de  CD. 

1.  Comme  n.  1.  Ex.  3.  excepté  AE  = 2 u = r. 

3.  Parla  fuppofition  C ByCF  = çpl , y y — 2 u>y  -¥  xy  — — xx  \ 
dont  les  racines  font  y — a — 7 .v  rt  V uu  — ux  — 7 x-  .v  , ou  y=m  — 

£-*  ± V mm  — co  x — i-  xx  , en  polânt  m = u , z,  =z  1 , n = j , 

/>  = 1- 

4.  Parcequ’il  y a -4-  m , fur  B C nous  couperons  BK  = m.  Par  le  point  K 
nous  mènerons  l’infinie  IK  parallèle  6c  égale  à AB.  Enlùite  nous  ferons 
K L = 7 / K = 7 x = f-*  > 6c  nous  ferons  tomber  le  point  L entre  K 6c  By 
parcequ’il  y a — ~x.  Dans  le  triangle  IK  L , IK  eft  double  de  K L donc 
leurs  fi  nus  lont  doubles  l’un  de  l’autre  j donc  l’angle  IK  L étant  de  60.  de- 
grez  , l’angle  ILK  eft  droit  donc  IL  = xV 7 = p en  fàilânt f-  V 7. 

Maintenant  le  centre  M eft  fur  la  ligne  IL  , 6c  (è  trouve  en  prenant  IM 
— i~p~x.  > Réglé  1.  parcequ’il  y a — ux , le  centre  M le  prend  fur  la  partie 
de  la  ligne  IL  fur  laquelle  le  point  L n’eft  pas , Réglé  4.  le  paramétré  eft 
V ~ï—  — - , parcequ’il  y a -t -mm  , Régi.  3.  Le  diamètre  eft  dans 

IL,  6c  CL  une  de  lès  appliquées  , Régi.  9.  friions  pzz.  : a.t  m : : V — 

■+■  •’  v'  * ‘‘/y V-—  -+-  , ce  quatrième  terme  eft  le  diamètre  , 

Reg.  10.  fa  moitié  eft  MN  , V — ■+■  ——  , le  point  N le  prend  fur 

IL  du  même  côté  où  eft  L , Régi.  1 1 . 

Parccque  nam  — pz,z,  = | , 6c  que  l’angle  CLN  des  coordonnées  eft 
droit , la  ligne  cherchée  eft  un  cercle. 

Le  rctftanglc  N LyLn  des  fegmens  du  diamètre  lêra  — *-p"”x  — 

Or  comme  le  diamètre  eft  au  paramètre  , ce  rectangle  eft  au  quarré 
de  l’appliquée  CL  , 6c  CL  = V mm  — ux  — p-xx  , valeur  de  tous 
les  cl. 

Maintenant  i°au  point  C nous  avons  CB  la  racine  vraye  de  n.  3.  Et 
l’équation  2 uy  — xy  — y y = x x.  2’ Au  point  c pris  fur  l’arc  NA , nous 
avons  la  racine  faullè.  30  Au  point  c pris  fur  l’arc  H»  , la  racine  pofitive  au 
point  c pris  fur  l’arc  An  , la  racine  négative  , 8c  fur  tous  ces  points  l’équa- 
tion de  n.  3. 

Exemple  XII.  y = — m — *.v  -+-  \/  mm  — ux  ■+■  Lxx. 

» *•  m 

I1C?5  ,.Flg.  95-  Comme  Exemple  8.  n.  1.  excepté  qu’il  faut  trouver  dans  un 
des  angles  extérieurs  B AD  le  point  C, 
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1.  Nommez  A E , uSc  chaque  autre  côté  connu  du  triangle  ; AB  , x — 
CD:  CB  , y , D F =:  u-y-yi  CF=r+w+;. 

3 . L’équation  fera  77  2 a y -f-  xy  = — u u — 2 a -v  — .v  .v , dont  les 
racines  font  y = — a — $x±V  — ax  — ^at.v,  imaginaires  Sc  le  Problè- 
me eft  impoflîble  dans  l’angle  extérieur  B AD.  Mais  il  eft  poflible  aillleurs. 
Voyez  Ex.  8. 

4.  Mais  s’il  falloir  que  CB  x CD  — * ~A~B 1 = c7'*  — ÂË  * , y y -t-  2 uy 

-y-  xy  — — 2ux  — ^xx  i dont  les  racines  font  y — — ® ± 

Vau — ux  — fx-x,0U7  = — m — n-x-±-V  mm  — a x — Lje.*-,cnfuppo- 
fant  m — u = z,  — r , n = -f  ,p  = {.  Equation  au  cercle , ou  à l’ellipfo. 

y.  Parcequ’il  y a — m Art.  1.  ajoutez  B K , mkC  B , Sc  par  le  point 
K menez  l’infinie  K I parallèle  8c  égale  à A B , le  point  I tombe  lur  le 
point  E , coupez  KL  , [x  , mettez  le  point  K entre  L Sc  C , tirez  l’in- 
finie IL  = a-f. 

Prenez  IM  = , Réglé  1 . 8ç  faites  tomber  le  centre  M fur  la  partie 

de  IL  , fur  laquelle  le  point  L n’eft  pas , parccqu'il  y a — ux , Réglé  4. 
le  paramètre  eft  V , pareequ'il  y a -4 -mm  , Réglé  y. 

Le  diamètre  eft  dans  IL , 8c  CL  fon  appliquée  , Réglé  9.  faites  pzz: 


/ 4 a <v  et  m m 


./«mit  , t*  »t  m , 4 ;*  .1  m ‘ : 1 j. 

nam  ::  V —5-5 — H * • v — pjrr — *-  pi~  1 c]ul  *c  diamètre. 

Réglé  1 o.  dont  la  moitié  eft  NM , le  Ibmmet  N le  prend  du  côté  , où  L le 
trouve , Réglé  1 1 . & pareeque  nam  , ± n’eft  pas  égal  à p z z , f , la  ligne 
eft  une  elliplê  : 


le  lieu  cherché  eft  dans  l’arc  N C. 


Le  rectangle  NL  x Ln  lous  les  fegmens  du  diamètre  eft  ~~  — 

m v d d r v ¥ ** 


a a tt  m x 
pz  z 


a ax  x 
z z 


Or  par  la  nature  de  Pclliplc  an  m : pzz;  : NL  X Ln  , y™_- 

: CL1  , quarté  de  l’appliquée  mm  — ux  — t xx  i Sc  CL  = 


a a mm  x 
pzz 


V mm  — a>x  — e-xx'  Maintenant  au  point  C vous  avez  la  racine  pofitive. 
De  plus  c’eft  au  point  C que  le  calcul  de  n.  4.  a été  fait. 

Au  point  c vous  avez  la  racine  négative  , 8c  l’équation  y y -y-  2 uy  -+- 
3 x y = — \xx  — 2ax , differente  de  celle  de  n.  4.  L’ellipfo  eft  le  lieu 
cherché  dans  les  arcs , où  l’on  a enfomble  -t-  .v , -t-  y ; ou — x,  — y. 


Exemple  XIII.  y = m — n-x  ± V >»  m ux  — L xx. 

* m 

, Fig.  69.  Exemple  de  M.  D e s c a R T e s.  Soient  AB  , AD  , EF,  Fia. 
GH  , plufieurs  lignes  données  par  pofition  , Sc  qu’il  faille  trouver  un  point  J8- 
comme  C , duquel  ayant  tiré  d’autres  lignes  droites  fur  les  données  , com- 
me CB,  CD  ,C  F,  Sc  C H ,e  n forte  que  les  angles  CB  A ,CD  A , C FE , 
CHG,  foient  donnez  CB  A de  izo.  degrez  , CDA  de  33°.  iy'.  yo". 
CFE  de  30. degrez,  C HT  de  48°.  33'.  17”.  8c  que  CR  multipliée  par 
C F produife  une  fomme  égale  à C D multipliée  par  CH. 

Ce  ij 
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frc.irp.  1.  Suppolons  la  choie  faite  , & examinons  d’abord  ce  que  la  polîtion 
3 ' des  lignes  nous  fait  connoître.  i°  Les  lignes  EF , D A , G H coupent  la 
ligne  A B aux  points  E , A , G.  Ainlï  les  lêgmens  EA,AG  (ont  connus, 
je  les  mefure , & je  trouve  que  la  raifôn  dcEAk  AG  elt  celle  de  j à s, 
v je  nomme  EAz=.j-,&i.AG  = } s & l’unité  , que  je  nomme  * , elt  égale 

au  tiers  de  E A , ou  à la  cinquième  partie  de  A G.  2°  Je  melure  aulfi  les 
angles  que  les  lignes  données  font  par  leur  interlèclion , &:  je  trouve  B A R 
de  6 o.  degrez , AES  de  jo  , AGT  de  ja. 

Enfuite  je  nomme  les  inconnues  A B , xs  CB,  y;  6c  je  prolonge  CB 
julqucs  à ce  qu’elle  coupe  toutes  les  données.  Voyez  le  calcul  , qui  cil 
Liv.  i . Part.  3 . Scct.  3.  6c  à chaque  endroit  joignez  ce  que  je  dirai  ici  qui 
lui  convient. 

L’on  a trouvé  là  que  les  trois  angles  du  triangle  A R B étoient  égaux, 
c’efl  pourquoi  quand  on  a dit , que  z : b:  : A B , x : BR  , — v ell 
audî  égal  a b , &c  b = 1 , ^ = x. 

Là  meme  dans  le  triangle  CD  R , CR  : CD  : : z : c.  ou  comme  le  linus 
de  l’angle  CDA  au  linus  de  l’angle  CRD.  Et  S 77 34  ■ Se 6 02  : z,~  'r  : 
ffZji  = -i  environ  = c.  &c  CD  — CiJgiiï  = l CR. 

Là  meme,  dans  le  triangle  ES  B , B E : BS  ::  z : d.  ou  comme  le  linus 
de  B S E au  linus  de  B ES  , c'cR-à-dirc , comme  / = * à 7 = d . & BS 
— ±L t-A*  — i + ±x  = LBE. 

Là  même , dans  le  triangle  FSC , CS  : CF:  : z : e . ou  comme  le  linus 
de  CFS  au  finus  de  CSF , donc  r = 2 , & CF=  '*y  + — 2y 


» 

b 


j -t-  x = 2 C S, 

Là  meme  , dans  le  triangle  G BT,  B G : BT  : : z : f.  mais  B G = BT, 
donc/  z=z  = r. 

— y/1!  Là  même , dans  le  triangle  TC  H , CT  : CH  ; : z : g.  ou  comme  le  linus 

= 1 de  C HT  au  finus  de  CT  H.  Ce  qui  fait  f = g , &c  CH  = gzy  '*'{/  nZlf 

- * 2 « . 1 0 * z CT 

— 7 — 7.r'4_l  7 A — 7Li>. 

d =z  \ 3.  Après  cela  voyez  la  fuite  de  la  relolution  de  ceProblêmc  L.i.  Part. 2. 

e ■=.  2 Sccl.  2.  Art.  1 . Il  fera  ailé  d’appliquer  ce  que  je  vais  dire  ici  à ce  qui  le  lit 
f = / en  cet  endroit. 

g = j CBy.CFz=CDxCH donne  cette  équation 

k = 3 — dekzzy  — dczzxy  -i-bcfglx 

y y — — ch\*y 

•+■  cfg  Izy  ■+- b cgz  xy  — b cfg xx 


= A E 
l = S 
= AG 
m — 1 
» = 7 

P = 1 Cluantltcz 

z — j, Ce  change  cnyy  — 2m y — ~xy  ■+■ 


e » — (g~~ 

Au  lieu  des  qtiantitcz  r^'~ , l’on  écrit  2*,  au  lieu  dej 
cl ~ hr  ~ = r , l’on  écrit  ^ , Si  l'équation  precedente 

bcffl  x bcfgxx 


« * * — 
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On  tire  les  racines^  = m — ^x  ±.  / mm  — -t-  ~r,-+- 


brfzl  x — tcfgxx 
rz‘  — cgzZ 

6c  au  lieu  de 


Alors  au  lieu  de  — 


hj_[x __  ZJ.  J’, 

r z i — MU 


be  fgl 
e z 1 — c 


ZZZ 

on  a écrit  — p~. 


= * > l’on  a écrit  u, 
Et  l’on  a fiiit^  = ta 


— '-x,  dfc  V mm  -t-  ù)X  — %xx  ’ J—  r — 7 x dr  / 1 4 x — ~xx. 

4.  L’on  a déjà  confinait  m — £ x , Liv.  1.  Part.  z.  Secl.  1.  Ar r.i.  oùl’on 
a tiré  les  lignes  IK  parallèle  à A B , ôc  I L , étant  B K— m i IK  = A B, 
xi  KL  = ”-x  = ~x.  Pourfuivons. 

Dans  le  triangle  /KL,  il  cfl  aile  de  voir  que  IL  = x V ÿ = ~ aufli 
bien  que  tous  les  1 1. 

Je  prends  IM  = , Réglé  1 . & je  fais  tomber  le  point  M du 

côté  où  L le  trouve  , «pareequ’i!  y a ■+•  ux  , Règle  3.  le  paramétré  efl 
V —tir  ■+•  » pareequ’il  ya  + «w,  Règle  5.  le  diamètre  cfl  dans 

IL,  & L C efl  une  de  fes  appliquées , Règle  9.  V — -t-  le  dia- 
mètre , Règle  1 o.  dont  la  moitié  V = V-f  efl  NM,  qui 

efl  plus  grande  que  IM , &c  l’on  mettra  le  fbmmct  N fur  la  partie  de  I M, 
où  L fe  trouve  Règle  1 1.  l’angle  CNL  des  appliquées  avec  les  abfciflés  cfl 
droit , & nam  = pz-z.  ; ainfî  la  ligne  efl  un  cercle  qu’il  efl  aile  de 
décrire  du  centre  M 5c  du  rayon  NM.  11  fatisfait  à la  queftion. 

Le  rectangle  fous  les  fegmens  du  diamètre  cfl  -t-  Et 


par  la  nature  du  cercle  CL,  oun  = / mm  <ax  — L x x. 

Maintenant  i°  au  point  C on  a la  racine  pofitive.  Au  point  c pris  au  def- 
fus  de  A , la  négative  , & dans  ccs  deux  points  la  même  équation  , d’où 
l’on  peut  conclurr.e  que  le  cercle  CN  c fatisfait  au  Problème. 

j.  L’on  fait  évanouir  les  féconds  termes  de  l’équation  y y — e m y -+- 
*-212=  > cn  prenant  v ■+■  m — ^ —y  ; & fi  l’on  écrit  u 

— & — T»  Pour  ~ — l’équation  de- 


pour  — 


ez!  —egzz 


mw 

P 


- r gx.x. 


viendra  x x — " 

Prenez  encore  / -t-  = * > la  réduite  fera  j vv  — ~^-t- 

Je  commence  la  conflruclion  fur  BC , en  prenant  JS  K = m -,  parle  point 
K je  mené  la  ligne  indefinie  IK  parallèle  à AB  , &.  je  détermine  IK  = AB, 
x.  je  coupe  KL  = ~x  = ^x;  6c  par  les  points  /,  L , je  tire  l’infinie  IL. 
Je  trouverai  comme  n.4.  que  IL  cfl  J’ai  donc  CL  = CB  — B K -4- 
KL  , y — m-ir\x  — v.  Et  pareeque  dans  l’équation  dernière  le  terme  fvv 
m’apprend  Réglé  13.  que  vv  cfl  le  quarré  de  l’appliquée,  CL  fera  cette 
appliquée  , qui  efl  terminée  à la  ligne  IL  , laquelle  par  confcqucnt  efl  le 
diamètre  de  la  courbe  cherchée.  Le  terme  (f  me  marque  le  quarré  de  l’ab- 
fcifle  , mais  inutilement  prendrai-je  A m = ^ , pour  avoir  m B — A m 
— AB , jf  — x = f.  Puifque  l'abfciilc  ne  doit  pas  être  fur  AB  , fur  la- 

Ce  ’ iij 
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î>«.  quelle  le  diamètre  n’cft  pas.  C’eft  pourquoi  à la  place  de  AB  , x ; je  fobf- 
,4‘  4 tituë  IL  , — qui  cft  fur  le  diamètre  IL  , qui  fait  un  angle  avec  CL  , qui 
fera  partie  "de  l’abfoiflc  , & qui  contient  l’inconnue  x.  Mais  afin  que  l’éga- 
lité demeure  dans  ~ — x = f , je  multiplie  tous  les  termes  par  £-  , pour 

faire  —f  — ~ Enfuite  dans  l’équation  ^vv  =.  ~*”pm  ■+■  y- (f, 

à la  place  dc/fje  fobftituc  , & afin  de  conferver  encore  l’égalité,  je 
multiplie  aulfi  tous  les  termes  par  ~ , ce  qui  donne  enfin  ' ' ” 


a a + m m m 

+ PP*-*- 


nam' 


P **, 


W 


Cette  derniere  réduite  fait  connôître  dans  le  terme  vv  , que  la  rai- 
fon  du  diamètre  au  paramétré  cft  celle  de  a a m à p zz  , car  dans  ces  lortes 
de  réduction  , ce  qui  multiplie  le  quarré  de  l’appliquée  marque  ce  rapport. 
Dans  le  terme  ■+■  TTT<  qui  toujours,  le  quarré  du  demi-dia- 


px.z 


i A at  éi  m m 

+PP*-*-  . 


mette,  je  vois  que  le  demi-diametre  MN  cft  / - 
metre  / 5 & faifant  a am  : p zz.-:  /- 

/ 


& le  dia- 


a * » mm  . 4-  a a m 1 


ppzz 


— ■+■  ^ ce  quatrième  terme  eft  le  paramétré.  Dans  le  terme 

qui  eft  toujours  dans  ces  fortes  de  réduites  le  quarré  de  la  ligne  ML  prifè  en- 
tre l’appliquée  CL  le  centre  M , je  découvre  quc.ML  étant  — 

, Sx.  IL  étant  y*,  LM  eft  IM  — IL , & par  confcquent  IM 

doit  être  prifo  égale  à jyy.  Et  le  point  M pris  du  côté  de  L ; &c  pareeque  il 
vient  toujours  yyy  — "f,  lorfqu’il  y a -h  a x dans  / mm  -t-a>x  — ^ xx, 
c’eft  pour  cela  que  M'ÜESCARTESa  donné  la  Réglé  3.  Enfin  étant 
aatn  — pzz,  c’eft  un  cercle. 

Toutes  ces  choies  étant  connues , il  n’cft  pas  difficile  de  pourfuivre  le 
refte  de  la  conftrucbion  comme  n.  4. 

* T>m.j.  6.  M.  Descartes  allure  dans  une  de  les  Lettres , * que  dans  la 
Un.  81.  figure  6p.  On  voit  à l’œil , quepuifque  CB  multipliée  par  CF  doit  produire 
une  femme  égalé  à CD  multipliée  par  CH  s le  point  C fe  rencontre  neccjfaire- 
ment  en  quatre  interférions  des  lignes  données.  A fçavoir  en  l' inter feiïicn  A 
par ccqu  alors  les  lignes  B C , C D font  nulles  , & par  confequent  étant  multipliées 
par  les  deux  autres  , elles  compofent  deux  riens  , qui  font  égaux  enté  eux.  Tout  de 
même  en  l'interfeclion  G les  lignes  CH  & CB  font  nulles.  Et  ainf  en  l'une  des 
deux  autres  , qui  ne font  pas  marquées  dans  la  Figure  6 f.  C D C F , G~  dans 
l'autre  CH  CT  CE  font  nulles. 

La  Figure  doit  donc  être  telle  qu’on  la  voit , Fig.  p6.  dans  laquelle  le 
cercle  palTè  par  les  points  d’intcrfccîion  A , G , X,  Y.  Au  point  Y , CD, 
C F font  nulles , au  point , X , CH  , CF  le  font. 

Fie.  ft.  Au  point  A , Fig.  p6.  a.  la  ligne  AD  , à laquelle  les  CD  fo  terminent, 
coupe  la  ligne  AB , à laquelle  les  CB  fc  terminent , & par  confoquent 
les  lignes  C B , CD  font  nulles  au  point  A.  Pour  prouver  que  le  cercle  pâlie 
par  l’interfocUon  A , Fig.  pfo  a.  menez  Al  parallèle  à CB  , Al  fora  une 
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appliquée  égale  à B K , m.  Au  point  A les  ,y  font  nulles  , c’ell  pourquoi  F<°  sp 

ctlacez  les  termes  où  x , fe  trouve  dans  V mm u x t~x~x  , valeur  des 

appliquées  ; il  reliera  Vmm—m  = AI.  D’où  il  fuit  que  AI  cil  verita. 
blemcnt  une  appliquée  , & que  le  cercle  pallè  par  l’intcrfeTion  A. 

Ce  qui  fc  peut  encore  prouver  de  cette  forte.  Suppofons  que  ie  cercle 
pallè  par  le  point  Ai  AI  — m fera  une  appliquée.  Le  rectangle  IN  x In 

‘-fer  =mm  quarré  de  l’appliquée  AI , qui  fera  donc  m.  D’où  il  fuit 
que  le  cercle  pallè  par  le  point  A, 

Au  point  G la  ligne  A B , coupe  la  ligne  G H , & par  conlèqucnt  les 
lignes  CB,  CH  font  milles  au  point  G.  Pour  prouver  que  le  cercle  pallè  par 
le  point  G , menez  l’appliquée  G l paralelle  à Al , A I , m — j A z ; donc 
Az.  = 2m  , Sc  zG  = j : donc  Az  , » AI,  m — i ::  zG  , j ; 

G l , 

Suppofons  A prefont  que  le  cercle  pallè  au  point  G,  AG  cil  a.-  — f. 

Subllituons  cette  valeur  de.v  dans  la  valeur  de  l’appliquée  G l ; ce  (èra 
f = Gl , comme  on  doit  le  trouver  , li  le  cercle  pallè  au  point  G .•  ainli 
il  ell  certain  qu’il  y pallè. 

Au  point  Y les  lignes  CD  , CF  font  nulles.  Pour  prouver  que  le  cercle 
pallè  au  point  Y , menez  l’appliquée  Ytv  , qui  fera  l'angle  YvA  de  60. 
degrez  , donc  AY  = Yu  ■=  A E = s , Sc  zv  = /.  Donc  Az  ,2  : Al\ 
i ::  zv  , i : vt.  | ; & l’appliquée  Y t = A. 

Suppofons  à prefent , que  le  cercle  pallè  au  point  Y fubllituons  j valeur 
de  x , l’on  fora  { = Y t , telle  qu’on  doit  la  trouver  , le  cercle  partant  au 
point  Y.  1 

Au  point  X les  C F,  CH  font  nulles.  Pour  prouver  que  le  cercle  pillé 
au  point  X,  i°  menez  l’appliquée  Xr p -,  & Xp  = pG.  i°  Abbailïèz  la  per- 
pendiculaire XB  s EB  = BG=  4.  3°  Dans  le  triangle  XBG  , le  côté 

X G ell  double  du  côté  XB.  Nommons  XG  , f -,  XB  ell  ~f  & f / « + 

4°  Divifez  XG  en  deux  parties  égales  au  point  S , Sc  joignez  p S : les  angles 
en  S font  droits.  j°  Dans  le  triangle  pXS  le  côté  p X ell  double  du  cotcp  S 
Nommons  pX,  m pS  fera  jv  ; SX  = ~ s it  — ± = Xp=  pG. 

& Ap  = i = x i &czp  = ±.  6° Dans  les  triangles  équianglcs  A zI,rzp 
1 on  fera  , A z , 2 : AI , r ::  zp , ~ : pr  , j.  Et  l’appliquée  Xr  oA  — i 
7°  Subllituons  la  valeur  f de  * , nous  aurons  f valeur  de  l’appliquée  Xr. 

Ainfi  le  cercle  pallè  au  point  X.  1 

On  demande  que  CB  x CF  foit  égal  i CD  x CH.  Le  cercle  pallè  par 
les  interférions , dans  lefquelles  ces  deux  rectangles  deviennent  0 = 0, 
c’eft  ce  qui  arrive  au  pointé  , au  point  G , au  point  X,  au  point 
Y -,  Sc  l’équation  * = o ell  réelle.  Mais  aux  deux  autres  interferions  E, 
m , l’équation  devient  impoflible  , ainfi  le  cercle  ne  peut  pas  y palier.  En 
efièt  au  point  E , ou  CB  , CF  font  zéro  -,  l’équation  çfe  9 — çp  x CHt 
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De  même  au  point  » , ou  CD  , CH  font  zéro  ; l'équation  eft  CB  X CF 
= o.O  n peut  dans  les  Exemples  qui  precedent , & dans  ceux  qui  fui  vent, 
examiner  de  la  même  maniéré  , par  quelles  interjections  les  courbes 
paflènt. 

Exemple  XIV.  y = m — ”-x  •+■  V — mm  -+-  u x — L xx. 

o.  i.  Fig.  69*  de  M.  De  s c a r t e s.  Si  l’on  avoit  demandé  que  c B x CF 
.+-  2 zz  = cJyÿTcH  -t-  7 ab 1 , Sclcrcfte  comme  Ex.  13.  n.  1. 
z.  Comme  Ex.  1 3.  n.  z. 

3 . Voyez  Ex.  1 3 . n.  1.  l’équation  fera 

— de  k zzy  — dezzxy  ■+■  bcfglx 
yy  = —2zz  —cfg\xy  — bcfgxx 

•4-  cfglzy  -t-  b e g \xy  -h  L a:  x 
ez  * — t gz,z 

qui  le  réduit  à.  y y = 2 my  — 2 nxy  — 2 zz-\-b  cfg  lx  — befg  x x -t- \xx. 

z e z*  — c gzz 

ic  à ces  racines  y =m  — fx  -h  V mm  — 2 zz  — -+- 

bcfglx  — bcfgxx  -t-  jXA-.  Mettons  — -+-  b cfg  l = u — 4 , — 

e z* — cgzz  ez'  — egz~ 

lefg  -h  -i  = — p = — 7.  Et  parccquc  z = m — / , ce  fera  enfin 
ez'  — tgzz  

y=m  — £-*  -+- V — M + #J(  — mxx  • au  cercle  ou  à l’elliplê , qui  fe 
conftruira  de  cette  façon. 

4.  Comme  Ex.  1 $ . n.  4.  l’on  conftruira  m — "x  , & l'on  trouvera  IL  = 

|-x.  Enfuitc  on  prendra  IM  = 7 -p~  Règle  1 . & le  centre  M fera  mis  lur  la 
partie  de  IL , où  le  point  L eft , Reg.  3.  le  par.imetrc  eft  ✓ + 

parccqu’il  y a — mm  , Réglé  C.  V ‘ eft  le  diamètre, 
Règle  10.  qui  fera  fur  IL,  & LC  fera  une  appliquée  Réglé  9.  & NM  la 
moitié  du  diamètre  fe  prendra  fur  IL  en  allant  de  M vers  L , Réglé  n . la 
quantité  co  a = 1 6 eft  plus  grande  que  4m p = /.  Ainfi  le  paramétré  eft 
une  grandeur  réelle  , & le  Problème  eft  poffiblc , Reg.  i z.  parccque*  am 

— i n’cft  pas  égal  àpzz=±,  la  ligne  eft  une  elliplè  , Art. 4.  Réglé  z. 
qu’on  décrira  , puilqu’on  a fon  fommet , (on  diamètre  , fon  paramétré. 
C’eft  le  lieu  cherché.  La  Figure  96.  peut  lcrvir  à la  démonftration. 

Le  rectangle  finis  les  legmens  eft  — ^ffcé  -t-  &le  quar- 

ré  de  l’appliquée  eft  — mm  -t-ux  — %x x donc  CL  = V — mm  -h  uix 

— mX  Xm 

Au  point  C on  a la  racine  vraye  , au  point  c la  racine  fàuflè , dans 
tous  les  deux  la  meme  équation. 

Article 
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Conjîrutlion  particulière  à l' Hyperbole  conjîderée  par  rapport  à fes 

diamètres. 

LE  Texte  de  M.  Descartes  rapporté  au  commencement  de  l’Ar- 
ticle V I.  contient  pluficurs  chofes  , qui  regardent  l’hyperbole  : lilczr- 
Ic.  Voici  ce  qui  fuit. 

M.  Descartes. 

Mais  quand  cette  Section  étant  une  hyperbole  , on  a m m ; 
6c  quantité  a>u  eft  nulle  , ou  plus  petite  que  4 mp  , on  doit  tirer 
Fig.  *7-  du  centre  M la  ligne  MOP  parallèle  à LC , & CP  parallèle 
a LM,  &c  faire  MO  égale  à V mm  — ; ou  bien  la  faire 'égale  à 

m j fi  la  quantité  u x elt  nulle.  Puis  connderer  le  point  0 comme  le 
fommet  de  cette  Hyperbole , dont  le  diamètre  eft  OP , & CP  h 
ligne  , qui  lui  eft  appliquée  par  ordre  , & fon  côté  droit  eft 
V , & Ion  côté  traverfanc  eft  y 
Excepté  quand  » * eft  nulle  -,  car  alors  le  côté  droit  eft  V , & 
le  traverfant  eft  1 m.  Et  ainfi  il  eft  aifé  de  la  trouver  par  le  fécond. 
Problème  du  premier  Livre  d’Apollonius. 

Le  Problème  fécond  du  Livre  premier  dApollonius  eft:  la  Propofition 
cinquante-troifiéme  du  meme  Livre  , où  il  enfeigne  la  manière  de  décrire 
une  hyperbole,  étant  donnez  le  diamètre  déterminé  avec  fon  fommet,  le 
paramétré  , 8c  l’angle  que  les  appliquées  font  avec  les  abfciflès.  L’on  a don- 
né, Liv.  z.  Part.  i.  Soft.  4.  Art.  3.  §.3.  la  maniéré  de  décrire  une  hyper- 
bole , en  cherchant  jjlufieurs  de  fès  points  fur  un  plan.  D’où  l’on  peut  con- 
clure que  les  Problèmes  , qui  fê  conftruifènt  avec  une  hyperbole  font 
plans , pareequ’on  ne  fè  fert  dans  cette  defeription  que  de  la  Réglé  8c 
du  Compas. 

Réglé  I. 

Le  centre  M eft  fur  la  ligne  IL  , il  fe  trouve  en  prenant  IM  = 

Cette  Réglé  fùppofe  m , J x 8c  ux  dans  l’équation. 

Réglé  II. 

S I la  quantité  a eft  nulle , le  point  M eft  le  meme  que  le  point  /,  Cela 
fuppofè  m dans  l’équation. 

Dd 
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Réglé  III. 


L Orfqu’il  y a — u x , l’on  prend  le  point  M du  meme  côté  que  le  point 
L par  rapport  au  point  I , c’eft-à-dire , que  l’on  prend  IM  fur  IL  , en  allant 
de  / vers  L.  Ce  qui  fuppofe  m , n-x. 


Réglé  IV. 

L Orfqu’il  y a ux , l’on  prend  le  point  M de  l’autre  côté  que  le  point  Lt 
par  rapport  au  point  I , c’eft-à-dire  , que  l'on  prend  IM  fur  IL  prolongée 
en  allant  de  I vers  le  côté  où  le  point  L ne  fl  pas.  Cela  fuppofe  m , ”-x. 

R E G l e V.  . 

L Orfqu’il  y a — mm  , le  côté  droit  ou  paramètre  eft  V ~~  •+■ 

Cela  fugpofe  encore  dans  l’équation. 

Réglé  VI. 

L Orfqu’il  y a ■+■  mm,  5c  que  la  quantité  ua>  eft  plus  grande  que  4Mpr 
le  côté  droit  ou  paramétré  eft  V Cela  fuppofe  aufli  ~x, 

6c  ux  dans  l’équation. 

Réglé  VII. 

LOrfq  ue  la  quantité  m m eft  nulle,  le  paramétré  eft  Cela  fuppofe  çx 
dans  l’équation. 

Réglé  VIII. 

LOrfquela  quantité  ux  eft  nulle , le  paramètre  eft  V — Cette  Réglé 
fuppofe  \x  & — mm  dans  l’équation. 


Réglé  IX. 

D Ans  tous  ces  cas  le  diamètre  eft  dans  la  ligne  IM  , 5c  CL  eft  une  de 
fes  appliquées.  Ce  qui  fuppofe  m 6c  }■  x. 


Réglé  X. 

A.  Près  que  le  côté  droit  ou  paramètre  a été  déterminé  , pour  avoir  fôn 
côté  traverfànt  ou  diamètre  déterminé  > l’on  fait  comme  pz.z.  à nam  : 
ainfi  le  paramétré  a un  quatrième  terme  , qui  eft  le  diamètre  cherché,  cette 
Analogie  fuppofe  que  le  paramétré  eft  / 4=  i , ou  ~ , ou 
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La  ligne  MN  eft  toûjours  égale  à la  moitié  du  diamètre  , & l’on  prend 
le  fommet  N fur  IM  du  même  côté  du  point  M,  qu’eft  le  point  L , c’eft-à- 
dire  , que  l’on  prend  MN  en  allant  du  point  M vers  le  côté  où  le  point  L 
eft  déjà.  Tout  cela  fuppofè  n-x. 


Réglé  XII. 

M Ais  Fig.  97.  lorfqu’il  y a ->r  mm  t & que  la  quantité  a a n’eft  pas  plus 
grande  , que  -jow/’  , ou  qu’elle  eft  nulle  : l’on  doit  tirer  du  centre  M la 
ligne  MOP  parallèle  à LC,  & CP  parallèle  à LM.  Cette  Réglé  fuppofè 
m ôc  Jat  dans  l’équation. 

Dans  ce  cas  l’on  fuit  les  Réglés  i.  1.  3.4. 

M.  Descartes  dit  qu’il  faut  que  la  quantité  au  ne  fôit  pas  nulle 
ou  plus  petite  que  * mp  mais  il  me  femblc  qu’il  faut  qu’elle  fôit  plus  gran- 
de, car  fi  elle  étoit  égale  , le  paramétré  V Ce  reduiroit 
à zéro. 

Réglé  XIII. 

D Ans  ce  même  cas  , lorfquc  la  quantité  ax  Ce  trouve  dans  l’cquation, 
l’on  fait  MO  — V m m — , qui  eft  le  demi-diametre  déterminé  ; ôc  le 

diamètre  cft/^»»  — ü-^2  , ôc  le  côté  droit  ou  paramètre , V 
- y-  Cela  fuppofè  m , ~x. 

Réglé  XIV. 

X)  Ans  le  même  cas , lorfquc  la  quantité  a x eft  nulle  ; l’on  fait  le  demi - 
diamètre  déterminé  MO  = m -,  & le  diamètre  eft;»  , & le  paramètre 
• Cette  Règle  fuppofè  m,\x  dans  l’équation. 

Réglé  XV. 

D Ans  le  même  cas  le  diamètre  eft  fur  la  ligne  OP , dans  le  point  0 eft  le 
fommet , ôc  CP  une  de  fès  ordonnées.  Cela  fuppofè  m , ~x. 

Réglé  XVI. 

L A raifon  du  paramètre  au  diamètre  déterminé  eft  dans  ce  cas  comme 
atmàpzz.  Ce  qui  fuppofè  m , ~ x. 

M.  Schooten  , qui  a fait  des  Commentaires  fur  la  Geometrie  de  M.  Des- 
c a r t e s , lui  écrivit  fur  le  deflèin  , qu’il  avoit  de  changer  la  pofition 
des  lignes  de  la  Figure  69.  lorfqu’elle  eft  appliquée  à l’hyperbole. 

Dd  ij 
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9 Mais  M.  Descartes,  lui  répondit  * ainfi.  O n finit  bien  que  les  ligner 

UtT.tx.  droites  étant  pofées  , & la  quefiion  n’étant  point  changée  , le  lieu  ne  peut  pus  être 
tout  enfimble  au  cercle  & à l’ hyperbole. . . Cela  n’empêche  pas  , que  voulant  ufir 
de  brièveté ',  & rapporter  tous  les  cas  à un  fiul  exemple , comme  j'ai  fait  en  la 
Fi rr,  j S.  je  n’aye  eu  rai  fin , apres  avoir  donne  le  vrai  lieu  de  cet  Exemple , qui  ejl 
un  cercle  , d'y  appliquer  au  fit  l'hyperbole  , afin  que  toutes  les  Lettres  I , K , L, 
B , C > D , &c.  s’y  trouvant  au  même  lieu  qu  auparavant  , on  pût  entendre  le 
peu  , que  j'en  voulois  dire  , plus  facilement  qu'on  n'eût  fait  , fi  la  figure  eût  été 
changée.  Il  me  fimble  donc  que  vous  ne  devez,  point  y mettre  d’autre  figure , car  il 
faudrait  aujft  changer  le  difeours , & lu  fil  ut  ion  en  ferait  plus  embrouillée...  C'e fi 
aujfi  pour  ufir  de  brièveté  qu'on  ne  parle  point  ici  des  hyperboles  oppofées  , mais  il 
faut  remarquer , que  les  chofis  ai  fées  ont  été  négligées  dans  cette  Geometrie  s mais 
qu'on  n’a  rien  omis  de  ce  qu'il  y avoit  de  plus  difficile  dans  les  matières  , que  l’on 
y a traitées. 

L’on  a choifi  la  pofition  des  lignes  à laquelle  le  cercle  convient , plutôt  que  celle 
à laquelle  l'ellipfi  ou  l’hyperbole  conviendrait  , parccqu'il  y a une  difficulté  parti- 
culière à trouver  le  cercle. 

Je  ne  vois  point  de  difficulté  particulière  pour  le  cercle , fi  ce  ne  fi  qu’il 
faut  que  aam  (bit  égal  à pzz  Ht  que  l’angle  des  coordonnées  (bit  droit. 

La  difficulté  pour  l’hyperbole  , qui  cft  contenue , Réglé  n.  1 3.  & dri- 
vantes , me  paroit  bien  plus  confidcrable. 

Sans  changer  la  pofition  tant  des  lignes  données , que  des  cherchées,  l’on 
peut  avoir  un  lieu  à la  parabole  , Voyez  Exemple  8.  9.  à l’ellipfc , Voyez 
Ex.  1 4.  A l’hyperbole  par  rapport  à fes  diamètres , ainfi  que  M.  D E S c A 11- 
tes  le  remarque  dans  la  même  Lettre,  Voyez  Ex.  9.  13.  16.  à l’hyper- 
bole rapportée  à fes  afymptotes  , Voyez  Ex.  5. 

L’on  cherchera  la  folution  du  même  Problème  fur  les  hyperboles  oppo- 
fecs.  Voyez  Ex.  1.  3. 4.  y.  6. 7.  8.  14.  1 y. 

»+Tom.  M.  Descartes  allure  dans  une  autre  Lettre.  * que  les  deux  conf- 
trustions  qu’il  a données  de  l’hyperbole  , (c  pourraient  expliquer  par 
une  (èulc. 

La  féconde  conftriuftion  commence  Réglé  n.  Voici  comment  elle  aurait 
pû  (c  réduire  à la  première.  Après  la  Règle  6.  l’on  pourroit  ajouter  ces 
mots,  Mais  lorfqu’l  ya+w»,  Sc  que  la  quantité  a a n’eft  pas  plus  grande 
que  4m p , l’hyperbole  , qui  refout  le  Problème  cft  fur  le  diamètre  conju- 
gué de  celui  dont  on  fe  (erviroit,  fi  ««  étoit  plus  grande  que  4»>p  , par 
exemple  fur  le  diamètre  conjugué  de  celui , qui  eft  fur  IL  ; & ce  diamètre 
conjugué  eft  à lbn  paramétré  , comme  p zz  cft  et  aam.  En  effet  de  ce  peu 
de  mots  l’on  conclud,  tout  ce  qu’on  lit  depuis  la  Règle  11.  Car  le  diamètre 
conjugué  cft  , comme  on  l’cnleignc  dans  les  Traitez  des  Serions  coniques, 
moyen  proportionel  entre  le  premier  diamètre  , dont  il  eft  conjugué  , & 
le  paramètre  de  ce  premier  diamètre.  Ainfi  Règle  6,  Lorlqu’il  y a -y-  mm 
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& que  la  quantité  au  eft  plus  grande  que  4m  fi  le  paramétré  eft  V'^p 

— —ïr-  > & Règle  1 o.  le  diamètre  eft  V * - , que  je  nom- 

mepremicr  diamètre  : multipliez  ce  diamètre  premier  par  fon  paramétré, 

le  produit  V “-yjr-  — ‘“p  m ' -K  1 6 m 4 eft  le  quarré  de  la  moyenne  pro- 
portionelle  , dont  la  racine  V 4 m m — ÎLys  eft  la  moyenne  proportiomcl- 
Ie , qui  fera  le  diamètre  conjugué  cherché  } fie  la  moitié  V mm  — tr- 
iera le  demi-diainetre  MO.  Maintenant  fi  vous  faites  fzz,  : aam:; 

V 4mm  — .•  / fpp'"*‘ — cc  quatrième  terme  eft  le  para- 

métré du  diamètre  conjugué.  Et  voilà  cc  qu’apprend  la  Réglé  1 3 . qui  fup- 
pofe  ux  dans  l’équation.  Le  produit  — La^SL.'  .+.  16  m * a deux 

racines  V 4mm  — —p—  , fie  V — 4mm  , je  n’ai  pas  pris  la  féconde, 
parcequ’clle  eft  imaginaire  dans  le  cas , que  l’on  examine  à prefént , & qui 
ftuppofe  que  la  quantité  u a n’eft  pas  plus  grande  que  4 m p. 

Pour  avoir  ce  qui  eft  contenu  dans  la  Réglé  14.  qui  fuppofé  que  la 
quantité  a x eft  nulle.  Je  prends  Réglé  8.  le  paramétré  V , qui  con- 
vient au  premier  diamètre  -,  fie  Règle  ro.  je  fais  pzz, a nm  : : V : 

V ’ ce  quatrième  tenue  eft  le  premier  diamètre.  Je  multiplie  ce  dia- 

mètre par  fôn  paramétré , le  produit  / 1 6 m 4 eft  le  quarré  de  la  moyenne 
proportioncllc  ; dont  la  racine  V 4mm  = 2 m eft  la  moyenne  proportio- 
nelle , ou  le  diamètre  conjugué  cherché  5 fie  fâ  moitié  m cf»le  demi-diame- 
tre  M O.  Maintenant  fi  je  fais  pzz:  aam::  2 m : -}  c’eft  le  paramè- 
tre du  diamètre  conjugué. 

La  Réglé  1 6.  eft  évidente  par  la  maniéré  dont  les  paramétrés  viennent 
d’être  trouvez. 

Les  Traitez  des  Sériions  coniques  apprennent,  que  le  diamètre  conju- 
gué MOP  eft  tiré  par  le  centre  M du  premier  diamètre  , qu’il  eft  parallèle 
aux  appliquées  CL  de  ce  premier  diamètre , qui  devoit  être  fur  IL;  fie  que 
mutuellement  les  appliquées  CP  au  diamètre  conjugué  MOP  font 
parallèles  au  premier  diamètre  IL.  Cc  qui  explique  clairement  les  Ré- 
glés ii.  15. 

La  ligne  MO  étant  le  demi-diametre  cherché , fie  M fon  centre  -,  le  point 
O fera  fon  fbmmet , Réglé  1 y . 

De  forte  que  l’on  a réduit  la  fécondé  conftruclion  que  M.  Descah- 
te  s donne  , à la  première , avec  le  peu , que  j’avois  dit , que  l’on  pour- 
voit ajouter  à la  Réglé  6. 

Réglé  XVII. 

J’Ajoûte  comme  une  Réglé  , i°Fig.  99.  fôit  Ntt  — 2 a le  diamètre  , A 
le  centre  , AN  = Art  — * le  demi  - diamètre  , CB  — y une  appliquée, 
NB  = x une  abfciflé , n B ligne  compofée  du  diamètre  » N & de  l’abicille 

Dd  iij 
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ha  »?  N B =r  2*  -+-  x.  Tous  les  lieux  à l’hyperbole  font  fondez  fur  cette  proprié- 
té j comme  le  diamètre  cft  au  paramétré  , ce  qui  s'exprime  ainfi , comme 
d eft  à y>  : de  même  le  rcétanglc  nB  x BN  — 2 ax  ■+■  xx  fous  la  coupée  8c 
fous  la  comjpofée  du  diamètre  & de  la  coupée  , eft  Àyy  quarré  de  l’appli- 
quée correspondante  C B.  D’où  l’on  forme  l’équation  d-yy  = 2 a x ■+■  x x. 
Que  fi  l’on  avoit  pris  le  centre  A pour  l’origine  des  x , 8c  que  AB  fut  x ; 
n B foroit  B A ■+■  A n , x -i—  a -,  NB  feroit  AB  — AN , x — a ; le  rec- 
tangle nB  y.  B N foroit  xx  — a a , 8c  l’équation  aurait  été  d^y  y — 

, xx  — aa. 

2°  Dans  ces  deux  équations  , 8c  dans  celles  qui  font  réduites  à ces  for- 
mules -,  yy  , ouvv  quarré  de  l’inconnue  , en  laquelle  y a été  changée  , eft 
toujours  le  quarré  de  l’appliquée  au  diamètre  dont  il  faut  fo  forvir.  Les  con- 
nues quelconques  ~ qui  multiplient//  ou v v expriment  toûjours  le  rapport 
du  diamètre  au  paramètre.  L’inconnue'  x fe  prend  fur  le  diamètre  : dans 
l’équation  f-yy  = 2 a x x x , l’inconnue  x commence  au  fommet  N,  8c  la 
connue  2 a eft  la  valeur  du  diamètre  : dans  l’équation  fyy  = xx  — a a, 
l’inconnue  x commence  au  centre  A , &C  la  connue  a a cft  le  quarré  exprimé 
négativement  d»  demi-diametre  AN  = a. 

30  De  forte  que , comme  le  diamètre , dont  il  faut  fo  forvir  pour  conf- 
truire  une  équation , doit  toûjours  être  la  ligne  droite  , à laquelle  fo  ter- 
minent ou  y , onv  inconnue  en  laquelle/  a été  changée  : il  fuit , que  fi 
l’autre  inconnue  quelconque  x n’étoit  pas  fur  ce  diamètre  , il  faudrait  lui 
fubftituer  une  ligne , pour  le  diamètre , 8c  faire  enlùitc  les  changemens  dont 
il  eft  parlé,  Réglé  10.  Sech  4.  Liv.  1 . 8c  tels  qu’on  les  verra  , Exemp.  5. 

6.  1 j. 

4“  Lorlque  l’équation  fo  réduit  à f-yy—  x x -+-  a a , où  le  quarré  du  de- 
mi-diametre eft  exprimé  affirmativement  5 le  diamètre  Nn=  2 a,  que  j’ap- 
pelle premier  , ne  fort  plus  , mais  c’eft  fon  diamètre  conjugué , 8c  l’on  fc 
fort  delà  Réglé  1 2.  & des  fuivantes  , cjui  font  fondées  fur  ces  proprictcz  des 
hyperboles.  1.  Le  diamètre  conjugue  palfo  par  le  centre  du  premier  dia- 
mètre , & il  cft  parallèle  aux  appliquées  du  premier  diamètre  j 8c  mutuel- 
lement les  appliquées  du  diamètre  conjugué  font  parallèles  au  premier  dia- 
mètre. 2.  Le  diamètre  premier  , le  diamètre  conjugué  ,1e  paramétré  du 
premier  diamètre  font  en  proportion  continue  ; comme  auffi  le  diamètre 
conjugué,  le  diamètre  premier,  le  paramètre  du  diamètre  conjugué.  Enfin, 
s’il  eft  befoin , l’on  fubftituera  auffi  une  ligne  à la  place  de  x , 8c  l’on  fera 
dans  l’équation  les  changemens , que  l’on  verra.  Ex.  7.  10.  n.  13. 

On  n’a  pas  cité  ici  à la  fin  de  chaque  Règle  les  Exemples , où  elle  eft  em- 
ployée , ni  les  exceptions  qu’elle  y fouffre  > une  fimplc  leéturc  fait  allez 
appcrccvoir  l’un  8c  l’autre. 
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Exemple  I.  r = -4-  V «»+  L xx. 

m 

1.  p Ig.  98.  Soient  données  de  pofition  les  trois  lignes  AB , AD  , EF, 
dont  AB , EF  font  parallèles , & A D les  coupe  à angles  droits  : & qu’il 
faille  trouver  plufieurs  points  , tels  que  C , duquel  ayant  tiré  les  droites 
CB,  CD,  C F perpendiculaires  fur  les  données  j ce  qui  eft  produit  par  la 
multiplication  de  CB  Si  CF,  moins  le  quarré  de  EA  , foit  égal  au  quarrc 
de  CD  , plus  ce  qui  eft  produit  par  la  multiplication  de  EA  Sc  CB. 

1.  Nommons  la  donnée  EA  ,m  = B F j les  inconnues  A B , x = C D t 
CB  , y s CF  = y m. 

3.  L’équation  fera  y y — mm  •*- x x : dont  les  racines  font  y = rfc 
V m m -t-  xx  , ou  en  faifant  f>  = m , y =rfc  V mm  -+-  L xx. 

4.  La  conftrurtion  fo  fora  ainli.  Parceque  la  quantité  a>  eft  nulle , le  cen- 
tre eft  au  point  A , Règle  z.  le  paramétré  eft  , &C  foifant  Règle  1 6.  m : 

]>  : : î-ys-  : 2m  , ce  dernier  terme  eft  le  diamètre , dont  la  moitié  m ■==. 

AO  — AE , donne  les  deux  fommets  O , E du  diamètre  déterminé  E O, 
qui  eft  fur  la  ligne  O D , Si  CD  , eft  une  de  fo  s ordonnées  , auflî-bicn  que 
ci  parallèle  à CD  , Règle  1 j.  L’angle  droit  CD  O eft  celui  que  les  cou. 
pécs  & les  ordonnées  doivent  faire;  Ainfi  l’on  peut  décrire  les  hyperboles 
oppofées  COc,  CEc  s $£  trouver  tous  leurs  points  C , c , en  ne  foifonc 
qu’extraire  la  racine  quarrée  de  mm  -+•  p-xx,  après  avoir  déterminé  la 
valeur  de  x.  Voyez  Liv.  1.  Part.  t.  Sert. 4.  Art.  3.  §.  3. 

L’ona^D  = CB,  y j Ad  = cB,  — y.  L’hyperbole  COc  fotisfoit 
au  Problème. 

Le  rcrtanglc  ED  y.  DO  c (ïyy  — mm.  Or  p : m;;  y y — mm  : x x. 

Réglé  16.  mjy  — m ' =.  f xx  j y = ±Vmm-k-Lxx , racine  que  l’on 
trouve  fur  les  deux  hyperboles  oppofocs.  Mais  l’équation  y y — mm  — xx 
ne  fo  trouve  que  fur  l’hyperbole  ZOz,  j car  fur  l'hyperbole  YEy  on  a yy  -t~ 

2 my  = m m -4-  x x. 

La  racine  qui  eft  pofitive  for  ZOz,  eft  négative  fur  YEy. 

5.  Il  fout  remarquer  que  le  centre  A n’eft  pas  for  IL  , mais  br  AB, 
Réglé  1 . le  point  M ou  centre  eft  en  A , Réglé  1.  le  paramétré  eft  , le 
diamètre  2 m , la  raifon  de  l’un  à l’autre  comme  m à f , Réglé  14.  1 6.  le 
diamètre  eft  fur  OD  menée  par  le  centre  A , 8c  parallèle  à CB  ; AO  ScAE 
font  demi-diametres , & les  points  O , E les  fommets  s CD  parallèle  à A B 
eft  une  ordonnée  , Réglé  11.  15.  parceque^  — m , l’hyperbole  eft  équila- 
tere , Art.  4.  Réglé  z» 


Digitized  by  Google 


1 1 6 Commenta ï'r e s sur  la  Geometrie 


Exemple  II.  y = V — mm  + L xx. 

m 

Fig  .99.  comme  n.  1 . Exemp.  i . excepte  c ’B  XCF  +■  £ A1  = CtD  * •+■ 
£ A~XcTB' 

i.  Comme  n.  2.  Ex.  1. 

3.  Léquation  eft  y y -+-  my  -4-  m m = x x ■+■  my  s y y = — mm  h-  x x-, 
dont  les  racines  font/  — ±V  — mm  -^-F-x x , en  mettant  p = m.  Equa- 
tion à l’hyperbole  rapportée  à les  diamètres. 

4.  La  conftruction  fera  telle.  Le  centre  cil  en  A , parccquc  la  quantité 
«eft  nulle.  Réglé  2.  le  paramétré  eft  V-fmp,  Réglé  8.  le  diamètre  eft 
dans  A B,  &C  CB  une  appliquée,  Reg.9.  faifons  p : m : : *mp  : V . ce  qua- 
trième terme  eft  le  diamètre  déterminé , Réglé  xo.  dont  la  moitié  A N = 
An  eft  V ~ demi-diametre  > N,  n les  fommets  des  hyperboles  oppofées  ; 
le  fommet  N fe  prend  en  allant  du  centre  A vers  B , Réglé  1 1 . l'angle  des 
coordonnées  elt  CB  A , ainfi  l’on  peut  décrire  les  deux  hyperboles  oppo- 
fées , comme  on  a dit  Ex.  1 . les  deux  hyperboles  làtisfont  au  Problème 
fur  les  arcs  NX,  nx. 

Dém.  Les  rectangles  N h X nb  , »f?  X NB  font  x x — ^ , d’où  l’on 
forme  l’équation  myy  = pxx  — m' , y = ±V  — mm  -+-  L * 

Maintenant  aux  points  C , c pris  fur  les  arcs  infinis  NX,  nx  on  a l’équa- 
tion de  n.  3 . fur  les  arcs  finis  N Z , n z.  l’équation  y y — mm  — xx  au  cer- 
cle. Sur  les  arcs ZY ,z, y l’équation -t-  m = x à la  ligne  droite. Donc,  &C. 

5.  Il  faut  remarquer  que  le  centre  A n’eft  pas  for  IL  , mais  fur  AB, 
Réglé  i.z.  le  paramétré  cftV  + mp  , pareeque  la  quantité  ux  elt  nulle. 
Réglé  8.  le  diamètre  eft  fur  la  ligne  AB,  & CB  eft  une  de  les  appliquées. 
Réglé  9.  faifons  p : m : V 4mp  : V , ce  quatrième  terme  eft  le  diamè- 
tre déterminé  , Réglé  10.  dont  les  moitiez  AN , An  donnent  les  fommets 
N,  n des  deux  hyperboles  oppofées  ; le  point  N ft  prend  du  côté  , où  le 
point  B fc  trouve  : mais  on  aurait  pû  aufli  le  mettre  de  l’autre  côté , puif- 
cjue  les  deux  hyperboles  làtisfont  également , Règle  1 1 . l’hyperbole  eft 
cquilatere  , pareeque  p—m. 

6.  L’équation  yy—xx  — mm  eft  un  lieu  à l’hyperbole  équilaterc  , qui 
peut  fe  conftruire , comme  dans  les  lieux  Géométriques  , en  prenant  A N 
= An  = m j & par  la  nature  de  cette  hyperbole , l'on  a nBy.BN=cBi, 
xx  — mm  — yy. 

Exemple  III.  y — — m db  V m m + L x x. 

r,,  i-  Comme  n.  1.  Exemple  1.  excepté  que  l’on  demande  , que  ce  qui  eft 
ieo!  produit  par  la  multiplication  de  CB  & CF , foit  égal  au  quarré  de  CD , 
Figure  100. 

2.  Comme 
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î- L’équation  eft  y y ■+■  2 my  = xx  ; dont  les  deux  racines  font  'y  — — 
m±y/mm  + lxx , en  pofant p—m.  Equation  à l’hyperbole. 

4.  Parccqu’il  y a — m , audcfliis  d e AB,  coupez  B K — m ; par  le 
point  K menez  l’infinie  I K parallèle  à AB  ÿlAcft  m.  Parceque la  quantité 
« eft  nulle , le  centre  eft  en  l , Reg.  2.  parccqu’il  y a -hmm&c  qilc  Ta  quan- 
tité U X eft  nulle  , le  paramétré  eft  ~~  j & fiiifant  m p : : ; , m \ qui 

eft  le  diamètre  déterminé  EA , que  l’on  mène  par  le  centre  I parallèle  à 
CB  j & CD  parallèle  à.  AB  eft  une  appliquée } IA  — IE  = m , donnent 
les  fommets i A , E , Réglé  1 2.  14.  1 j.  l’angle  CDI  eft  celui  que  les  coor- 
données doivent  faire  , ainfi  l'on  peut  décrire  les  deux  hyperboles  oppofées 
CAc,  cEc  , comme  Ex.  1.  Elles  font  le  lieu  cherché.  L’on  a A D ==  B C 
y ; Ad  = cB  , — y.  ’ 

Dém.  Les  rectangles  ED  y.D  A , Ed  x A d font  yy  + 2 my  ; d’où  l'on 
forme  l'equation  yy  -h  a my  = ' x x , dont  les  racines  font/=  — m± 

Vmm  + r.xx.  Cette  équation  fe  trouve  fur  les  deux  hyperboles  oppofées 

La  racine vraye  fe  prend  fur  l’hyperbole  CAc.  6c  la  fimlTc  fur  l’hvDcr- 
bolc  cEc. 

j.  L’on  fera  évanoiiir  le  fécond  terme  de  l’équation  y y -h  2 my=  Xx  en 

prenant;-  -t - m — v , y = v — tw  j 6c  la  fubftitution  donne  v v m m — 

XX,  vv  = xx  -t-  mm  , à l'hyperbole  équilatere.  Les  Traitez  de  lieux 
Géométriques  apprennent  que  lorfquc  mm  a -+-  , étant  joint  au  quarréde 
x . qui  devroit  être  l’abfcille  , alors  x eft  l’appliquée,  & v l’abLciflè  ; ainfi 
le  diamètre  doit  être  parallèle  à CB,  y,  qui  fût  partie  de  v ; de  plus  ce 
diamètre  doit  être  conjugué  de  celui  qui  auroit  fervi , fi  l’on  avoir  trouvé 
xx  — mm.  Mais  comme  l’hyperbole  eft  équilatere  . le  diamètre  conju-mé 
eft  le  meme  , que  le  premier  diamètre , 2 m.  U faut  conftruirc  l’équation 
xx  = vv—mm,en  regardant  x comme  l’ordonnée  , v comme  l’abfciilè 
qui  part  du  centre. 


Exemple  IV.  y — 


zSzVux-y-K.  xx. 

m 


— Fi&- 1 o i.  Comme  n.  1 . Ex.  1 . excepté  que  l’on  demande  CDy  rr r,- 

CDXCB=CB'-M\  xc/ 

2.  Comme  n.  2.  Ex.  1.  excepté  AE=  u>  s C F=y  + u. 

3 . L’equation  fera  xy  •+■  a.  x — x y =yy  — xx  ; yy  — «x-t-  x x ; dont 
lesjracines  fontj»  = =fc  V * x + x x , o\iy=  ± V <»x  -y- Lx  x , en  fiiifant 
cclrëTôrte 'équation  eft  A l’hyperbole  équilatere  , qui  le  conftruira  de 

. i"e  ?entrc  M f ans  *a  ligne  AB , Sc  fe  trouve  en  prenant  AM= 

3 , > Réglé  1 , pareequ’il  y a 4-  « x , le  point  M fe  prend  du  côté  où  B n’cft 

Ee 
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pas , Réglé 4.  parccque  la  quantité  mm  cft  nulle  , le  paramétré  eft  a*  le 
diamètre  cft  dans  A M , Règle  9.  fi  l’on  fait  p : m::  u:  ce  quatrième 

terme  eft  le  diamètre  n A Réglé  10.  dont  la  moitié  MA  — M n,  ~ eft 
égale  à.  AM,  ainfi  les  fommets  font  A , n ; Réglé  1 1 . L’angle  CR  A des 
ordonnées  avec  les  coupées  eft  droit  : l’on  peut  donc  décrire  les  deux  hy- 
perboles oppofées. 

Dém.  Les  rectangles  n B X AB  , Ab  y.  b n font  xx  -+-  ~~  d’oii  l’on 
forme  l'équation^  = a-v+ Llf  dont  les  racines  font^  = et  V u x ■+■  L x x. 

Maintenant  i°  fur  les  arcs  infinis  A Z de  l’hyperbole  C Ac  , y x de  l'hv- 
perbole  cNc  on  a l’équation  de  n.  3.  y y — u x -+-  xx.  ^0  Sur  les  arcs'  in- 
finis  z,X  de  l’hyperbole  CAc,nY  de  l’hyperbole  cNc  on  a l’équation  y y 
— — o>x  ■+■  xx,  30  Sur  l’arc  fini  Az  on  a l’équation  y y — 2 xy  — ux  -+- 
x x.  40  Sur  l’arc  fini  ny  on  a l’équation  y y -+-  2 xy  = — ux -t-  xx. 

Exemple  V.  y = £x  ± ^ ux  -+-  L xx. 

y *•  m 

,.Fig.  102.  comme  n.  1 . Ex.  1 . excepté  que  l’on  demande , que  C D mul- 
10*.  tipliée  par  C F , /oit  égal  au  quarré  de  CB, 

1.  Comme  n.  2.  Ex.  1.  excepté  AE  = u -,  CF=y  ■+■  u. 

3 . CD  X CF  = cTb  1 s’exprime  ainfi  xy  ■+■  u x = y y dont  les  racines 

font  y — \x  + i ou  y=z}-x±Vux  + Lxx  ,enfinlânt  s = 

j — u ; n±;p=zism  = 4.  équation  à l’hyperbole  , & par  rapporta  les 
diamètres  , & par  rapport  à Ces  alymptotes.  Ôn  la  conftruira  par  rapport  à 
fes  afymptotes.  Art.  8.  Exemp.  3.  Ici  on  va  la  conftruire  par  rapport  à fes 
diamètres. 

4.  Pour  la  conftruction  , parccqu’il  y a -4-  £x  — |x  , je  coupe  BL  — 
1 a B = |x  : & je  mets  le  point  L entre  B &cC  i par  les  points  L , A je 
tire  l'infinie  A L.  Dans  le  triangle  AB  L rctf  angle  en  B , AL  = x ✓ 7 > ou 

, en  nommant  * , En  fuite  fur  AL  je  prends  AM  = , & le 

point  M cft  le  centre  des  hyperboles.  Réglé  1.  parccqu’il  va  + «x,  le 
point  M tombe  du  côté  où  L n’eft  pas , Réglé  4 pareeque  mm  cft  nul , le 
paramétré  eft  , Règle  7.  le  diamètre  cft  fur  AM , & C L une  de  fes  appli- 
quées, Réglé  9.  je  fais  p;  a*m::  ^ , qui  cft  le  diamètre  »A 

double  de  AM  , Reg.  10.  fa  moitié  donc  AM  — Mn  eft  le  demi-diametre, 
les  fommets  font  A , n -,  le  lommet  A Ce  prend  du  côté  , où  cft  L , par  rap- 
port au  centre  M , Reg.  1 1 . l’angle  CL  A cft  celui  des  coordonnées.  L’on 
peut  donc  décrire  les  deux  hyperboles  CAc,cnc.  Elles  fatisfont  au 
Problème. 

y.  Dém.  Le  rectangle  nL  x AL  , cft— 4-  t-~r  d’où  par  la  nature 
de  l’hyperbole  on  aura  CL  = y Lxx. 

La  racine  négative  fc  trouve  fur  les  arcs  ny,  Az$  la  racine  pofitive  fur 
les  arcs  A C , n Ÿ 2c  fur  tous  la  même  équation  xy  ■+■  ux  —y y. 
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Le  centre  Meft  fur  la  ligne  FE,  cardans  les  triangles  équiangles  ME  A, 
ABL  , AB  , x : BL  , \ x : : ME  : E A , a = i.  Donc  ME  = a , 8c 
AM  = Vf  = ~rL- 

Parccquc  m — s eft  plus  grand  que/»  ss  , les  hyperboles  ne  font  pas 
cquilateres. 

6.  Je  fais  évanouir  les  foconds  termes  ,en  prenant  , y = v-*-\ x,  5c  par 
la  fubfcitution  l’on  trouve  vv  — ±xx  = a>  x , xx  ■+■  = f vv  -,  8c 

prenant  encore  x = /-,  x —j~ — fy,la  fubftitution  fournira  encore 

jf  — =zfvv,  A prêtent  je  confidere  que  Reg.  17.  dans  cette  forte 

de  réduites  vv  eft  le  quarré  de  l’appliquée  , 6c  que  CL  =.  CB  — B L , y 
— Ÿ x = v eft  cette  appliquée  , d’où  il  luit  que  A L , avec  qui  C L lait  un 
angle  , eft  le  diamètre.  Enfuite  je  coupe  AM  = ~ = 2,  6c  j’ai  MB  — 
MA  -4-  AB  , “ ” -+-  x = f : mais  dans  cette  forte  de  réduite  (f  eft  le  quar- 
ré de  l’abfciflè  , 6c  l’abteilfo  doit  être  fur  le  diamètre , 6c  le  diamètre  ne 
peut  pas  être  fur  AB , puilqu’il  eft  fur  A L.  C’cft  pourquoi  pour  A B , x 
je  mets  AL,  Et  je  change  * ■+■  = f,  en  ~ =.  il,  ce  qui 

le  fait  en  multipliant  tous  les  termes  par  J , afin  de  conforver  l’égalité.  Après 
cela  dans  la  réduite  ~ vv  =Jf  — , pour  jf)e  mets  1f£,  6c  je  multi- 

plie tous  les  autres  par  — pour  que  l’égalité  fubfifte  , 8c  la  derniere  réduite 
eft  vv  — 111  — —Ar-lr  > ù11!  nie  fait  connoître  1®  dans  le  terme 
,que  le  rapport  du  diamètre  au  paramétré  eft  celui  de  a a m à pzz,c ar 
la  quantité  connue  qui  multiplie  vv  exprime  cette  raifon.  1®  Dans  le  ter- 
me — , qui  elt  le  quarré  du  demi-diametre , que  ce  demi-diametre 
eft  f|v>  le  diamètre  !j£i,  en  fuifant  nam:  pzz::  ^ , que  ce 

quatrième  terme  eft  le  paramètre.  30  Le  fécond  membre  11-1  — 
eft  le  rectangle  fous  ‘il  ■+■  6c  il  — , étant  le  centre  M l’origine 

des  il , qui  feront  par  confoquent  les  ML.  Mais  il—  ~ -+-  : donc 

étant  AL  = , AM  eft  , 6c  le  point  M doit  le  prendre  du  côté  où 

L n’cft  pas. 

Exemple  VI.  y — — fx±^ — mm  -+-  Lxx. 

1 , S Oient  Fig.  8 y.  A B , A D , EF,  GH  , quatre  lignes  droites  données  Fi0. 
de  pofition  , 6c  qui  font  autour  du  point  A huit  angles  de  45.  degrez  cha- 
cun. Il  faut  trouver  un  point  c dans  l’angle  B AF , duquel  ayant  tiré  d’au- 
tres lignes  c B , cd  ,t  F,  cH , en  forte  que  les  angles  c B A,  cdA  foient 
droits  i les  angles  cFA  , cil  A de  45.  degrez  j 6c  que  ce  qui  eft  produit  de 
la  multiplication  de  cB  par  »d  foit  égal  à ce  qui  eft  produit  de  la  multipli- 
cation de  cF par  cH  , moins  le  quarré  d’une  ligne  donnée  z — 1 = m. 

x.  Nommez  A B yx~cd  je  B,  y :HB  — BF = AB  ,x  ; cF  =zx  — y y 
tH  = y -+-  .Y* 

Ee  % 
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3.  L’équation  fera  y y -f-  x y = — mm  -+•  xx  , dont  les  racines  font  y 

= — Ÿ x =fc  V — + ou;  — ~ x ± / — m m L x x > en  fai- 

fânt  » = j- , p = 4 , à l’hyperbole. 

4.  Je  coupe  ÆL=jr*:=7X,je  fais  tomber  le  point  B entre  L Sec  s 

par  les  points  L , A je  tire  l’infinie  A L = y/^ou  Jx.  Apres  cela  parce- 
qu’il  y a — m m , & que  la  quantité  ux  eft  nulle  , le  paramétré  eft 
V , Réglé  8.  Se  faifant p z.z,  : : x *m  ::  V : V , l’on  a 

le  diamètre  N»  , Règle  10.  dont  les  moiticz  MN  , Mn  donnent  les 
fômmets  N,  »,  le  point  N étant  pris  du  côté  de  L , Règle  1 1.  car  le  dia- 
mètre eft  fur  AL  , St  c L eft  une  de  lès  appliquées  , Règle  2c  le  centre 
eft  le  point  A , parccque  la  quautité  a>  eft  nulle.  Règle  1.  l’angle  c LA 
eft  celui  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec  les  appliquées. 

y.  Dém.  Dans  les  deux  hyperboles  oppofées , les  rectangles  n L X NL, 
NL  y.ln  font  — y~-  d’où  par  la  nature  de  l’hyperbole  on  tire  la 
valeur  des  appliquées  c L , cl  = V — mm  ■+■  L xx. 

Au  point  c dans  l’angle  B AF  on  a la  racine  vraye  , St  l’équation  de  n.3. 
dans  l’angle  HA  P on  a la  racine  fauflè  St  l’équation  yy-hxy-—  mm  -+- 
xx  differente  de  n.  3.  dans  l’angle  fA  b on  a la  racine  fauflè  , mais  l’é- 
quation de  n.3.  dans  l’angle  D Ah  on  a la  racine  vraye,  mais  l’équation 
y y -y- x y = mm  x x.  Donc , 2c  c.  Parccque  pz*z-=.  xx  m , l'hyperbole 
eft  équilatere. 

6.  L’on  fait  évanoiiir  les  féconds  termes  de  l’équation  y y h-  xy  = xx 
— mm. 

Si  l’on  fait  v — A * = y , la  fubftitution  donnera  vv=.  ±xx  — mm, 
ou  vv  = Lxx  — mm.  Je  commence  à conftruire  cette  première  réduite, 


: B -t-B  L , y -t-  ±x  = v s qui  doit 

, St  qui  eft  terminée  à la  ligne  L A 

_ ts  L , A , d’où  je  conclus , que  A B,  x ne  pouvant  pas 
être  l'abfciflé,  il  faut  prendre  à là  place  , AL,  ^ St  la  mettre  dans  l’équa- 
tion w — f-x  x — mm  , c’eft-à-dire , le  quarré  pour  xx , & t afin  qye 

l’égalité  fubfifte  , multiplier  tous  les  autres  termes  de  la  même  équation  par 
44  , ce  qui  produit  ~ynj  = , en  multipliant  par  m St 

divifant  par  p , f4?  v v — — yrr  ■+- 

Par  cette  équation  je  connois  i°  que  la  rajfon  du  diametre  au  paramétré 
eft  celle  de  xxm  à pz>z.  1°  Que  le  demi  - diametre  eft  V qr.—  » parce- 
que  le  terme eft  ici  le  quarré  de  ce  demi- diametre  j ainfi  le  dia- 
metre eft  V s St  failânt  xxm  : pzz.::  V*44^:  V ±m.e~— 


p Z Z 


» — 1 r » * * . 

quatrième  terme  eft  le  paramètre.  30  Le  fécond  membre  ~~  — ygy  eft 
le  rectangle  fous  ^ -4-  ,Se^  — V ~~  > les  AL  — “ ayant  leur 

commencement  au  centre  : donc  le  point  A eft  ce  centre.  Et  failànr  A N 


ce 
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= An  = V'  > vous  avez  les  fommets  N,  ».  Ce  qui  montre  , com- 
ment M'DtscARTEsa  trouvé  les  Réglés  , qu'il  nous  a données. 


Exemple  VII.  y = m±  ^ mm  — ux  — rxx. 

i . S Oient  Fig.  103.  données  de  pofition  les  quatre  lignes  AB  , AD  , EF , yle> 
GH,  qui  font  un  parallélogramme.  Il  faut  trouver  au  dedans  de  ce  parallelo-  ‘°i- 
gramme  une  infinité  de  points  C , defquels  ayant  tiré  d’autres  lignes  droites 
CB,  CD  ,C  F,  CH,  lur  les  données  > 8c  dont  CD , CH  , foient  paral- 
lèles à AB , EF  -,  8c  CB  , CF  à.  AD , GH  ; ce  qui  eft  produit  par  la  mul. 
tiplication  de  CB  , CF , foit  égal  à ce  qui  eft  produit  par  la  multiplication 
de  CD,  CH. 

i.  Nommez  les  connues  AG  = ER=DH  = dh  — m = u = 1 -, 
AR  = GE  = B F = bf , 2 m ; les  inconnues  AB  =C  D , x > C B , y t 
CF—  2m  — y i CH—  a — x. 

3.  L’equation  fera  y y — 2 my  = — ux  - h xx  , dont  les  racines  font  y 
= m ± V mm  — ux  -t-  xx , ou  y =.m±  V mm  — ux  ■+■  p-xx  , en  fai- 
llit p=  m.  Equation  à l’hyperbole. 

4.  Entre  B 8c  C coupez  É K = m : prenez  IK  parallèle  à.  AB.  Faites 

IM  = jj  pour  avoir  le  centre  M Règle  1 . qui  fè  prend  de  I vers  K à cau- 
fo  de  — ux  , Règle  3.  / eft  le  milieu  de  A R s M eft  le  milieu  de  //'. 
Enluitc  parccqu’il  y a -y-  mm  , St  que  la  quantité  u u = J n’eft  pas  plus 
grande  que  -fmp  — + ; l’on  doit  Réglé  1 1.  tirer  par  le  centre  Al  la  ligne 
MOP  parallèle  à CK,  8c  CP  parallèle  à KM  t pareeque  ux  fè  trouve 
dans  l’équation  -,  vous  faites  MO  = V mm  — qui  eft  le  demi  diamè- 
tre déterminé  M n ; 8c  le  diamètre  déterminé.  nO  eft  V-tmm  — ,■  & 

le  paramétré  fera  V Réglé  13.  la  raifon  du  diamètre  au  para- 

métré eft  celle  de  p à m 5 car  ces  quatre  termes  font  proportionels , p:  m:  : 

V m m — —f—  : V j Réglé  1 6.  le  diamètre  déterminé  eft  fur 

OP , les  points  O , » les  fommets  , CP  une  ordonnée  , Règle  1 y.  l'angle 
GP  O clt  l’angle  des  coordonnées  j ainfi  l’on  peut  décrire  les  deux  hyper- 
boles , comme  il  a été  dit , Ex.  1 . n.  4.  qui  feront  le  lieu  cherché. 

y.  Dém.  i°  Pour  l’hyperbole  EO  R , CP1  eft  -hxxÿle 

reftangle  nP  X.P  O , yy  — 2m  y ■+■  , d’où  par  la  nature  de  l’hyper- 

bole on  tire  l’équation  yy  — 2 my  -y-  mm  — mm  — u x -y-Lx  x i y = 

m -y-V  mm — ux  -y-  L xx  = CB. 

TH 

On  peut  encore  trouver  la  valeur  de  y par  cette  Analogie  m : p::  cp*  ; 
nP  x OP.  Déplus  6.  1.  Eucl.  «P  X OP  -y-  ôm1  — m p1  ; ce  qui  donne 

Px  — — u x ■+■  txx  -t-  mm,  St  y = m -y-  V m m — ux  -y-  txx.  Ces 

Ee  iij 
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deux  manières  de  trouver  la  racine  politive  de  y peuvent  s’appliquer  à tou» 

les  points  de  l'hyperbole  EOR.  _ 

i°  Pour  l’hyperbole  oppofée  AnG  , la  valeur  de  cp 1 eft  la  même  que 
dans  l’hyperbole  £ O R.  D’un  autre  côte  vous  trouverez  , loit  que  c b > y 
ait  une  valeur  pofitive  , foit  qu’elle  en  ait  une  négative  ,Mp,  m — y : 
np  = Mp  — Mn  , m — y — V mm  — ; Op  =.  Mp  -+-  MO  ; m — y 

5 & le  rcrtangle  np%pO  , y y — 2 my  -f-  » comme 


dans  l'hyperbole  EOR.  Tout  le  refte eft  entièrement  le  même , excepté 

j m — •/  mm ux  ^ xx.  Il  eft  aile  de  le  convaincre  foi-même  que 

fur  tous  les  arcs  des  deux  hyperboles  oppofecs  on  a l’équation  y y — 2m  y = 
xx co  x de  n.  3 . toutes  les  lignes  neceflàircs  pour  cela  font  tracées  fur  la 

Fig.  103.  , 

6.  Vous  ferez  évanouir  les  féconds  termes  de  I’equation  y y — 2m  y — 

xX a,  x , fi  vous  prenez  y = v m : la  lubftitution  donnera  w — m m 

VLvv “i  — xx  — Faites  encore  , x = /-+-  } la  fubftitution 

donnera  | -1-  ^ =/’+’  Si  la  quantité 

w « étoit  plus  grande  que  4m  p,  le  terme  feroit négatif , & 

alors  l’équation  f vv  =/ -+-  fo  conftruiroit , comme  f-yy 

■ — x x — a a formule  ordinaire  à l’hyperbole  par  fos  diamètres  ; c’eft- à-dire, 
que  le  diamètre  fe  prendrait  fur  I K à laquelle  fo  terminent  les  ck  ordon- 
nées  — 11  — r b — bk  , y — m.  Mais  ici  au,  1 n’cft  pas  plus  grande  que 
4 mp  y 4 > ainfi  le  terme  — eft  pofitif , & égal  à 11  faut 

donc  Réglé  1 7.  conftruire  les  hyperboles  conjuguées  à celles  , dont  on 
fc  feroit  lervi. 

Car  pu  i (que  ~ eft  pofitif  dans  l'équation  fvv  = Jf -y-  *£■  — 

Sf/Z” , je  la  change  en  celle-ci  LJf=vv  — mm -y-  , en  multipliant 

tout  par  p 8c  en  divifant  tout  par  m : & cette  équation  contient  le  terme 
connu  — mm -y-  = — / -h  7 négatif , Sc  elle  peut  fe  conf- 

truire fous  cette  forme.  De  plus  t , qui  marque  le  rapport  du  diamètre  à 
fon  paramètre  , apprend  que  l’équation  doit  fe  conftruire  dans  les  hyper- 
boles conjuguées,  parccque  JL  exprime  le  rapport  du  diamètre  conjugué  à 
fon  paramètre.  Ce  qui  fe  démontré  ainli. 

Les  Traitez  des  Sortions  coniques  apprennent , que  le  diamètre  conjugué 
eft  moyen  proportionel  entre  le  premier  diamètre  & le  paramétré  de  ce 
premier  diamètre  : donc  aulfi  le  moyen  proportionel  entre  les  termes  , qui 
expriment  la  raifon  du  diamètre  a Ion  paramétré  > exprimera  la  raifon  de 
ce  moyen  proportionel  avec  les  extrêmes.  Comme  le  diamètre  étant  4 , fon 
paramétré  / 6 5 le  moyen  proportionel  S eft  le  diamètre  conjugue.  De  mê- 
me la  raifon  du  diametre  au  paramétré  étant  de  / à 4 j le  moyen  propor- 
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tioncl  2 exprimera  la  railondu  diamètre  conjugué  : car  4 : g : : g : rü.  & Fi«. 
/ ; 2 : 2 : xoj. 

Cela  étant  fuppofé , dans  l'équation  fvv  , la  raifon 

du  di;imetre  premier  à Ton  paramétré  eft  comme  m a p -,  Sc  luppolant  que 
la  raifon  du  diamètre  conjugué  s’exprime  par  q ; on  aura  m:  q.-  „•  q;  p _ 

15.  Mais  aufli  le  diamètre  conjugué  eft  au  premier  diamètre  : comme  le 
premier  diamètre  eft  au  paramétré  fécond  ; &:  leur  raifon  s’exprimera  par 
q : m:  : m : le  paramétré.  Enfin  le  diamètre  conjugué  q eft  à fon  pa- 

ramétré : comme  p = 1?  eft  à m.  Donc  le  diamètre  conjugué  eft  à 
fon  paramètre  comme  pàm  , ce  qui  eft  exprimé  par  L dans  la  féconde 
équation  tjf  =vv  — mm- t- 

Dès  que  vous  avez  apperçu  , que  l’équation  doit  fe  conftruire  avec  les 
hyperboles  conjuguées  , vous  commencez  la  conftruftion  , qu’il  vous  fau- 
dra abandonner  enfuite , parccqu’clle  doit  vous  faire  connoître  le  premier 
diamètre , fes  appliquées  & le  centre.  Ainfi  fur  CB  vous  coupez  d’abord 
B K = m , Sc  par  le  point  K vous  menez  l’infinie  IK  paralelle  à AB  , &c 
vous  avez  CK=  CB  — BK , = y — m = v ; & pareeque  CK  = v c(l 
l’appliquée  de  la  reduite,  vous  connoifléz  que  le  premier  diamètre  eft  fur 

IK , à laquelle  les  c k , v font  terminées.  Enfuite  vous  prenez  IM  

~ , afin  d’avoir  MK  = IM  — IK  , — x , ou  Mk  — Ik  — IM , * 

— =/>  qui  eft  la  coupée  de  la  reduite  , & comme  cette  coupée  a fon 

origine  au  centre  du  diamètre  , vous  concluez  , que  le  centre  eft  en  M. 

Maintenant  on  fçait , que  ce  centre  eft  commun  aux  hyperboles  con- 
juguées , l’on  fçait , que  le  diamètre  conjugué  doit  paflér  par  ce  centre  & 
être  parallèle  aux  ordonnées  C K des  premières  hyperboles  -,  ainfi  vous  mè- 
nerez l’infinie  MOP  parallèle  à CK,  &c  le  diamètre  conjugué  fera  fur 
MOP  : l’on  fçait  que  les  ordonnées  à ce  diamètre  conjugué  doivent  être 
parallèles  au  premier  diamètre  IM,  & qu’elles  doivent  partir  des  points  C, 
ci  ainfi  vous  tirerez  l'appliquée  CP  parallèle  à IM. 

Après  cela  pour  avoir  les  fommets  O , n des  hyperboles  conjuguées  il 
refte  à connoître  les  demi-diametres  MO  , Mn.  Ce  que  vous  ferez  ainfi  en 
fuppofant  ce  que  nous  avons  déjà  dit,  que  le  diamètre  conjugué  eft  moyen 
proportionel  entre  le  diamètre  premier  & fon  paramétré. 

Dans  l’équation  ?vv=Jf- 1-  ^ — s^fM  , la  quantité  = montre  que 

la  raifon  du  diamètre  au  paramètre  eft  comme  m à p ; la  quantité  — 

“yyf  eft  le  quarré  du  demi-diametre , lequel  eft  par  conféqucnt  /'ü  _1 
iLyff  > & le  diamètre  2 V 

Faites  m:  p:  : y/ —p~  : V * mp  — uu,  qui  eft  fôn  paramétré. 

Multipliez  le  diamètre  ✓ par  fon  paramétré  s/imp  — u «, 
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le  produit  eft  — dont  les  racines  — 4mm, 

^ 4mm  — — ) font  moyennes  proportionclles  entre  le  premier  dia- 
mètre 6c  Ton  paramétré  5 mais  étant  a « moindre  que  * m p la  racine 

^ m 4mm  ou  V “ “■  eft  imaginaire  5 ainfi  vous  prendrez 

V 4 mm — — ou  V p ~ * * ” pour  le  diamètre  conjugué  cherché , tel 

que  le  donnera  Réglé  13.  De  plus  , comme  on  l’cnfeigne  dans  les  Trai- 
tez des  Sections  coniques , le  paramètre  du  diamètre  conjugué  eft  auffi 
troifiéme  proportionel  de  ce  diamètre  8c  du  premier  diamètre  : ainfi  quar- 

rez  le  fécond  terme  de  la  proportion  qui  eft  le  premier  diamètre  V — 
, vous  ferez  V~f-  — ~~  ■+■  > divifez  ce  quarré  par  le 


premier  terme  qui  eft  le  diamètre  conjugue  V 4 mm  — -p-  , le  quotient 
y/  1 m fera  le  paramétré  cherché  du  diamètre  conjugué}  ce  para- 
métré eft  le  même  que  celui , que  vous  avez  pris  n.  4.  en  fuivant  la  Réglé 
13.  8c  la  railon  du  diamètre  conjugué  à Ion  paramètre  eft  comme  p à w, 
car  ces  quatre  termes  font  proportioncls  p : m : : V 4 mm  — —f-~  : 
y'  +"■ 4 g*”-.  Après  que  vous  aurez  connu  toutes  ces  choies , vous  dé- 

crirez les  hyperboles  oppofées  conjuguées  EOR,  AnG  , 8c  la  démonf- 
tration  fera  celle  de  n.  4.  Dans  tout  le  n.  6.  vous  voyez  comment 
M.  D e s c a R t E s a trouvé  les  Réglés  qu’il  a données. 

7.  Vous  pouvez  connoître , que  les  deux  hyperboles  oppofées  EOR, 
AGn  paflènt  par  les  quatre  points  d’intcrfe&ion  A , R , E , G -,  par  la 
méthode  donnée  , Art.  6.  Ex.  13. 

On  demande  ici  CBxCF  = CD*CH.  Au  point  A , vous  avez  c B 
— 0,  ci  — 0 ; au  point  R,  CD  = o,  CF=  0 } au  point  £ , cf=o, 
eh  = 0 -,  au  point  G , cb  = 0 , c h = 0 : de  forte  qu’à  ces  quatre  points 
CB  x CF=  C D X CH  fc  réduit  a 0 = 0. 


Exemple  VIII.  7 = — m ■+* tx  — ^ — ux  + Lxx. 

i.plg,  104.  Comme  Ex.  1.  n.  1.  excepté  CB  x CD  = <?£*• 

1.  Comme  Ex.  1.  n.  1. 

3#  L’équation  fera  xy  ■= y y -+-  2 my  -+-  mm  dont  les  racines  font  y = — 

m+fx±  V — mx  + ^xx  , ouy  = — m + \x±  V—  *>  x -+-  L**. 

* = M = , » r=  7 > P . 

4.  Sur  C B nous  coupons  B K = m , au  dcftiis  de  A B , &c  le  point  K 
tombera  fur  la.  ligne  EF,  parccquc  B K = AE , m . Donc  la  ligne  E F 
tiendra  la  place  de  la  ligne  1K  , qu’il  faudroit  tirer  par  le  point  K paral- 
lèle à AB. 

Enfuitc  nous  prenons  KL  = ^x  — \x  — ~ A B — j IKjSC  nous  met- 
tons le  point  L entre  K Si  C , = = Main- 
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Maintenant  nous  faifons  IM  = , Réglé  x.  &i  nous  faifons  tomber  le 

point  M en  allant  de  I vers  L , pareequ’il  y a — ux  , Reg.  3 . d’un  autre 
côté  , la  quantité  m m étant  nulle  , le  paramétré  eft  — , Réglé  7.  le  dia- 
mètre eft  dans  IM,  8c  CL  eft  une  de  lès  appliquées  , Réglé 9.  Après 
cela  faifons  pzz  : aam  : : — : ~~  : ce  quatrième  terme  eft  IN  le  dia- 
mètre , Régi.  10.  & pareeque  fa  moitié  eft  égal  à IM , il  fuit  que  le 
point /eft  le  fommet  d’une  des  hyperboles  ; nous  prendrons  M N égale  aulfi 
de  l’autre  côté  de  M , c’cft-à-dire  , en  allant  vers  L , pour  avoir  N 
fommet  de  l’hyperbole  cherchée  , Reg.  11.  Enfin  nous  connoillons  l’angle 
C LN  que  les  coupées  5c  les  ordonnées  doivent  faire  : ainfi  nous  décrirons 
les  deux  hyperboles , qui  font  le  lieu  demande. 

Dém.  Les  rectangles  IL  x L N , Ni  X //  font  — —p\”  * d’où  par 
la  propriété  de  l’hyperbole  on  trouve  CL  =.  V — ux  ■+■  L xx. 

On  voit  à l’œil  que  la  racine  vraye  fo  trouve  fur  les  arcs  NC , EZ  , Sc 
la  fauilè  fur  les  arcs  Ne , Ez , 6c  que  fur  tous  ces  arcs  on  a l’équation 
de  n.  3. 

Exemple  IX.  7 = fS—t—Tx  <>u  * = — m — \y  -+- 

V mm  -t-  U y -+-  £77. 

-Fig., o,  . qui  eft  celle  dcM.  Descartes.  Soient  données  de  pofi- 
tion  les  quatre  lignes  droites  AB  , AD  , EF,  GH,  qui  fo  coupent,  com- 
me on  voit  dans  la  Figure.  Il  faut  trouver  le  point  C , duquel  on  puifle 
tirer  d’autres  lignes  droites  CB  , CD , CF,  C H fur  les  données , de  forte 
l’angle  CB  A (oit  de  no.  degrez,  l’angle  CD  A,  de  60.  l’angle  CFE  de 
90.  l’angle  CHG  de  30.  ou  , ce  qui  eft  le  même  , que  ces  quatre  lignes 
foient  fur  une  foule  C B prolongée. 

Il  faut  encore  que  ce  qui  eft  produit  par  la  multiplication  de  CB  6c  CH, 
foit  égal  à ce  qui  eft  produit  parla  multiplication  de  CD , CF. 

1.  Soit  EA,  b — 3 »’  AG  ,e=  s >C B ,y  i AB  , x ,•  CD , y •+■  x t 
B F = à caufo  du  finus  de  90.  degrez  double  du  finus  de  3 o.  C F = 
+ * , Cfi+5H=CB+BG  = ; + t-x. 

3.  L’équation  fora  y = à l’hyperbole  par  rapport  à fos  diamè- 

tres , 8c  par  rapport  à fos  afymptotes  , Art.  4.  Reg.  2. 

On  conftruira  cette  équation  par  rapport  à lès  afymptotes , Art.  8.  Ex.  y. 

A prefent  on  va  la  conftruire  par  rapport  à fos  diamètres,  en  fuivant  les 
Réglés  de  M.  Descartes  , 6c  opérant  à l’égard  de  x , comme  il  or- 
donne d'operer  à l’égard  de  y.  Car  ici  l’on  détermine  y 8c  l’on  cherche  x. 

Les  termes  fo  rangeront  ainfi  xx  -t-  bx  -4-  s yx  = 2 cy  — b y dont  la 
racine  eft  x = — m — n-y  -t -V  mm  uy  -+-  p~yy  en  fâifimt  z = / ,•  n=. 

± ; m = ±,  u=  ± b + =z  ï -t-  1 0 = ^ , p 

F f 


Fi«; 

10). 
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4.  Parcequ’il  y a — m , fur  B A , l’on  ajoute  AI  — m au  deflùs  de  A -, 
par  le  point  I l’on  mené  Kl  parallèle  5c  égale  àCB  , y ; par  les  points  C, 
K l’on  mene  encore  l’infinie  CK  parallèle  à.  Al f ; lur  CK  l’on  prend  KL  = 
%-y  = \y  = 4 CB  , 5c  l’on  fait  que  le  point  K foit  entre  L 5c  C , parce- 
qu’il y a — , Art.  1.  par  les  points  L , / , l’on  tire  l’infinie  IL.  Pour  con- 

noître  IL,  abbaillez  I V perpendiculaire  fur  L K , VK  = ~ IK  à caufc  de 
l’angle  en  I de  30.  degrez  ; donc  77^  = ~yy>  LF—  2 y : donc  IL  = 
y V = ry  en  faifiint  V~  = a. 

A prclênt  l’on  prend  IM  = / ry.  pour  avoir  le  centre  My 

Réglé  1 . le  point  M tombe  fur  la  partie  de  la  ligne  IL  , ou  le  point  L n’eft 
pas,à  caufc  qu’il  ya+«x,  Rcg.^Sc  pareeque  a a — ^ eft  plus  grande  que 
4»ip—  ^ , y ayant  -4-  m m } le  paramétré  eft  V—a—  — Reg.C 

le  diamètre  eft  dans  la  ligne  IM,  fie  C L eft  une  de  lès  appliquées , Règle  9. 
La  raifon  du  paramètre  au  diamètre  eft  celle  de  pzz , à aam  , Réglé  xo. 

ainlî  ce  diamètre  eft  •'  <*ont  moitié  MN  = 


4 a a»  m tn  m 


» étant  pris  du  côté  où  eft  L , donnera  le  fommet  N 

d’une  hyperbole  ; fie  M»  — MN  donnera  tout  le  diamètre  Nn  , Reg.  1 1. 
L’on  pourra  donc  décrire  l’hyperbole  C N , qui  rclûut  le  Problème. 

Dém.  Le  rectangle  « L x L N eft  a-%^  -4-  -1-  , d’où  par  la 

propriété  de  l'hyperbole  on  tire  la  valeur  de  l’appliquee  CL  , qui  lèra 
^ mm  ■+■  cd y -H  r-yi' 

Maintenant  menez  A Z parallèle  à CB  , vous  aurez  CZ  — AB  , x , 
K Z = AI , m , fie  CZ  , .v  = y/mm  -4-  uy  -t-  Lyy  — n-y  — m , racine  de 
n.  3.  Au  point  C , où  le  calcul  a été  fait.  Ainli  l’hyperbole  NC  eft  le  lieu 
cherché.  Ce  qu’il  fàlloit  démontrer. 

3.  Il  faut  remarquer  , que  quoique  M.  Descartes  n’ait  pas  parlé 
du  cas  , où  y n’a  point  de  ligne  radical  dans  là  valeur  , Sc  quoique  les 
Règles  fèmblent  n’ètre  que  pour  la  conftruction  dey  5 cependant  elles  ont 
fervi  ici  à conftruire  x avec  la  même  facilité  fie  la  même  juftellc  j car  on  a 
conftruit  — m — ”-y  de  la  même  manière  fur  AB  , ou  fil  parallèle  CKy 
qu’on  aurait  fait  fur  C B , Art.  1.  L’on  a trouvé  le  centre  M fur  IL  en  cou- 
pant I M — Réglé  1.  Le  point  M a été  mis  du  côté  où  L n’cft  pas, 
à caufc  qu’il  y a + ar,  Règle  4.  Le  paramétré  a été  V -*%-  — > 

parcequ’il  y a -4-  mm  fie  que  la  quantité  m eft  plus  grande  que  + mpy 
Réglé  6.  le  diamètre  s’eft  trouvé  dans  IL  5c  CL  a été  une  de  les  appli- 
quées , Réglé  9.  La  raifon  du  paramètre  au  diamètre  a été  prifè  comme 
p z.  z.  à.  nam,  Reg.  10.  La  moitié  M N a été  prifè  du  côté  , où  eft  L 5c  a 
donné  N le  fômmct . Réglé  11.  Enfin  pareeque  nam  — n’eftpas  égal 
à pzz  — L’hyperbole  n’eft  pas équilatere. 

6.  On  peut  auffi  réufür  par  l’évanoüillcment  des  féconds  termes.  Repre- 
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nons  l’équation  n.  3.  * x ■+■  b x ■+■  5 y x = 2 cy  — b y , ou  xx  -h  2 m x 
2 nJ--  = 2cy  — b y. 

Soit  t"  x = f — m — ^ ; la  fubftitution  donne  Jf  — mm  — 2~.f  I 

^2  = 2cy  — by  , Jf—  mm  = 4-  10L11  -t-  2cy  — by  ; & fai  faut 

>r  2C  — b = u , Jf — mm  =.  tyy  ■+  uy  , yy  ■+.  ==, 


n n p z m n 

«-;> 

«f m± 

P 


Soit  i“;+  J7==v,  y = 


vv 

m * m m 
+ PP 


*>  m 
*P 


par  la  fubftitution  vous  trouverez 


■ = V , y = v — ■ 

vvjnm  '?][ m_l  m [f *_*mjn  m_  r-  narr<.rm,»  ,° 

pp  p p ’ pJJ  v +pp  ^ p • parccquc  3 — 


~ eft  Réglé  1 7.  le  quarré  du  demi-diametre  déterminé  , mis 

ncgativement.il  fuit  que  ce  demi-diametre  e(kV-jfpm  — '-y  quantité  icel- 
le , étant  o>  « > 4 mp.  40  Je  commence  la  conftrucHon  , &c  je  trouve  CL  = 
CZ+ZK  + KL  = at  + w 4.”^=  f ordonnée  de  l’équation  5 d’où  je 
conclus  que  le  diamètre  eft  fur  IL  & non  pas  fur  A Z , avec  qui  les  C Z , x 
font  un  angle.  Je  tranfportc  A Z, y , ou  1K  fur  IL,  comme  n.4.  & je  trou- 
ve / L = “f.  Ainfi  l’équation  de  n.  x°  y = v — ~ Ce  change  en  ^ ^ 

— , & fùbftituant  ^ à la  place  de  v dans  £ (f =.  vv  — . «lî 

& multipliant  tout  par  pour  conferver  l’égalité  j cette  équation  devient 

Pour  la  conftruirc  , je  remarque 
le  diamètre 


f t L J I X.X.  tf  f SS 

que  le  demi-diametre  eft  V 


a * m * m m 


t*- 


-fPP**  P **•  ' ~pjxr& 

; 6c  pareeque  donne  la  proportion  du  diamètre  au  paramètre. 


ce  paramètre  fera  V —£r  — 


a m u «t  m m 


4 f P*-  z- 


* v yf 

Z.  T 


A a » m m m 

.‘tZP*-*’ 


— ~ eft  le  reélangle  de  ~ 
& = n. 


j°  Le  fécond  membre  de  l’équation. 


I yf  AA  é*  1 mm 


A Am  * 
p Z.Z. 


* y 


p HZ. 


A p p Z.X. 

7JT  eft  la  ligne  prife 


depuis  L juiqu’au  centre  M de  l’hyperbole  : ainfi  IL  — , \[  fuit  que 

~ > & il  faut  prendre  IM  du  côté  , où  L n’eft  pas , afin  que  ML, 
6°  Le  centre  étant  trouvé  , vous  prenez 


IM  eft  ~~ 

*2  foit  IM- 4-  IL  , -t-  “A 

MN,V 


a a m * m m 
4 MU 


— 77T  = Mrt , pour  avoir  les  fommets  N,  ». 


Exemple  X.  y = — w-t-  p-x  ±V  mm  — ux-p-  L xx. 

**  m 

,.Fig.  106.  Soient  données  de  pofition  les  lignes  A B ,EF,  GH  parai-  Fi*, 
leles  entr’elles  , & AD  qui  les  coupe  en  faifànt  des  angles  de  30.  degrez. 10<* 
Il  faut  trouver  le  point  C , duquel  on  mené  fur  les  données  les  lignes  CB, 
CD,  CF,  CH,  de  forte  que  les  angles  CBT,  CFS,  CH  G lbient  de 
60.  degrez  chacun  , ou  que  les  trois  lignes  CB , C F , C H n’en  compofènt 
qu’une  ; & que  l’angle  C DA  fbit  de  30.  degrez  , ou  que  CD  foit  parallè- 
le à AB.  De  plus  il  faut  que  le  produit  de  C B par  C H fbit  au  produit  de 
CD  par  CF;  comme  / à 4. 

x.  Soient  B F,  j BH , s » A B , x;  CB , y i CF  -,  y -1-  3 >*  CH  , y 4. 

F f ij 
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/.  BR  c(l  {x  ={  AB  , Si  RC  = {CD  = 2y- h x. 

3.  L’équation  fera  y y -+-  7 y — 7*7  = t * à l'hyperbole  par  rapport  à 

fes  diamètres  & à fes  afymptotcs  j dont  les  racines  font  y — — t_+ jr± 
y'  ±2. i.v  -+-  -pj.VX  , OU  7 = M + J-Jfi/wW W* -4-  L X*  , fi  l’oil 

pofe  i = m , / >-i  = »=  u,^  = -jT«  L’équation  à l’hyperbole  par 

rapport  à lès  diamètres  le  conftruira  ainfi. 

4.  Parcequ’il  y a — m , il  faut  prendre  BK  = »au  deflus  de  C B ; & 

par  le  point  K mener  K I parallèle  & égale  à.  AB,  x j cnfiute  couper  K L 
— faire  tomber  le  point  L entre  K & C , parcequ’il  y a -+- 

” .v~,  Arc.  z.  * Pour  déterminer  la  valeur  de  IL  , il  faut  oblêrver  que  le 
cVé  X I eft  pu  idruple  de  L X , ^.v,  Si  que  par  confcq'uent  par  le  Theoré- 
n • 1/  la  Trigonométrie  , il  faut  que  le  finus  de  l’angle  oppofé  à IK  loit 
qm  ir  1 le  du  finus  de  l’angle  oppofé  à.  KL.  Or  étant  l’angle  IK  L égal  X 
A3C  de  110.  degrez  à caufe  des  prallcles  AB  , IK  ; les  deux  angles 
K L I,  K IL  font  6ç>.  degrez  entr’eux.  C’eft  pourquoi  l’angle  KLleft  de 


+9°  V , dont  le  finus  eft  7 S S*  S , & l’angle  KIL  de  10.  degrez  54  , dont 
le  fines  oit  ■ ? go  9 s ce  qui  manque  , afin  que  le  premier  finus  loit  qua- 
druple du  fécond  , pouvant  fe  négliger.  Le  Théorème  de  Trigonométrie 
me  fournit  donc  cette  Analogie.  Comme  7SS$ S finus  de  l'angle  KLI  eft 
à SoS »2  finus  de  l’angle  IKL  de  1 10.  degrez  ou  de  1KH  de  60.  degrez 
1 i_  wv  t n j J ne  - eft  à IL  a6Sc2  — 


7)  J Si 


complément  de  IKL  a deux  droits  : de  même  I K , x 1 
— i-  , en  faifant  fff§f  = » , étant  \y=  1. 

Maintenant  il  faut  prendre  IM  = ~ff  , Réglé  1.  & faire  tomber  le 
point  AJ  du  coté  où  eft  L , parcequ’il  y a — m x , Réglé  3.  mais  parce- 
qu'il  ya  + mm  Si  ux  , & que  la  quantité  ai  a>  = -pj  eft  moindre  que 
4mp  = {{  , par  le  centre  M il  faut  tirer  AJ  OP  parallèle  à LC,  Si.  CP 
parallèle  X LM,  Réglé  1 1,  prendre  MO  = V mm  — ^f=Mn  ; le 
paramètre  égal  à V “pr  > Rcgle  1 3.  le  diamètre  eft  dans  la 

ligne  OP  , lesfommets  O , n , Reg.  1 y.  On  peut  décrire  l hvperbole  COc, 
elle  eft  le  lieu  cherché. 

t-v  t — r x a * x x a a u m x , g a te  m m m . Jifj)  «,_!_*** 2.  v _•  1/» 

Dém.  cp  = "ti pü~  ■+■  p z,  i,  3 — y x > ic 


recïançlc  ?tP  X O P , y y -t-  ^ 


> mm  • 


îc:  «PxOP;  CP*  *’  donc  wP  xPO  = f— XCP3 


-+-  Vs--.  f- 

• * ^ 1 x n x y . 

donc  yy-\-  2 my '£  *■ 


n n x x * P 

— — = WW ûï  jtf, 


dont  la  racine  eft  y — — m -y- ”-x  -y- V m m — «x  -4-  % xx.  Dans  tous  les 
autres  points  de  l’hyperbole  OC  on  aura  une  des  valeurs  de  y ôc  l’équa- 
tion de  n.  3 . 

6.  Reprenez  l’équation  y y 4-  7 y — {xy  = \x,  de  n.  3.  Faites  y -4- 

Z i-x  — v , v — i -1 ~{x=y  , fubftituez  pour  y ôc  y y leur  valeur , la 

première  rçduite  fera  v v — ;x  — t»  x x.  — i x > 7«  x x *x~=z 


1 
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f •— » y OU  Jâxx  C*  - — v V w w y v-ii  taiiaiiL  — cû  , *■  

, = p.  Maintenant  multipliez  par  m , divifez  par  p , l’équation 

deviendra  xx  — — f-vv  — ~.  Il  faut  encore  prendre  x — 

~ =z  f,  f -t-  jj  = x ; Sc  la  fubftitution  donnera  J[ — = jvv 

T > * v v =//■+•  T Î7T“  — //  , 4P/> • Sl  quan- 

tité  m»  étoit  plus  grande  que  +mp  , le  terme  4 m f4>  fèroit  négatif, 

pareeque  dans  ce  terme  , ~-p  multiplie  a>u  &c  4 m p ; &.  l’équation  fè  cont 
truiroit  comme  à l’ordinaire  j c’eft-à-dire  , que  le  diamètre  feroit  fur  TTC, 
à laquelle  le  terminent  les  appliquées  CL,  v = y -f.  i — -i*  = CB  -+- 
B K — KL.  Vous  voyez  la  railon  de  la  Réglé  6.  Mais  ici  u>  u = ~ n’eft 
pas  plus  grand  que  4 mp  = *£  , ainfi  le  terme  ' r~p  * *mm  eft  pofitif,  5c 


il  faut  Réglé  1 7.  conftruire  les  hyperboles  conjuguées  à celles  , dont  on  Ce 
fèroit  fèrvi,  fi  uu  avoit  été  plus  grand  que  4m  p. 

Avant  que  de  changer  l’équation  ~vv  = Jf+y-  — ^ffy  , on  s’en 
fèrt  pour  découvrir  le  centre  &c  le  premier  diamètre.  L’on  coupe  donc  B K 
= | = m , l’on  mène  7K  = x parallèle  à AB  , l’on  prend  KL  = zx  i 
l’on  tire  IL. 

L’on  a donc  CL  = C B ■+■  B K — TC  L , y -h  | — ~x  — v , la  ligne 
CL  , qui  feroit  l’appliquée  ; fi  l’on  confinai  foi  t (f  _ 

découvre  que  le  diamètre  premier  feroit  fur  IL  à laquelle  cette  applîq^ucc 
Ce  termine.  Enfuite  coupez  Im  = , par  le  point  m menez  l’infinie  m M 

parallèle  à CL  , la  ligne  MKeCilK  — Im,  x — jj=f  qui  eft  la  ligne 
laquelle  doit  Ce  prendre  fur  le  diamètre  depuis  le  centre  jufqu’à l’appliquée: 
mais  le  diamètre  n’eft  pas  fur  / K , puifqu’il  eft  fur  / L ; le  centre  M fè  trou- 
vera donc  en  faifant  IK  , x:  IL  , j-:  : Im , ~~  : IM  , 

Après  avoir  trouvé  le  centre  M , l’on  remarquera  que  le  diamètre  con- 
jugué dont  on  a befoin  eft  fur  AT  O , qui  pailè  par  le  centre , ôc  eft  parai- 
lele  à CL  appliquée  au  premier  diamètre  IL  ; &.  une  de  fes  appliquées  fera 
C P tirée  parallèle  à ce  premier  diamètre  IL. 

D’ailleurs  , fi  l’on  fè  fèrvoit  de  l’équation  jW  — Jf  +0LL «»»»| 

pareeque  fon  diamètre  fèroit  fur  IL , il  faudrait  fubftituer  ML  À la  place  cle 
mK  , c’eft  à-dire  , IL  — IM  , y-  — jy{  à la  place  de  IK 


Im  , x — 


—y  ! & pour  /,  qui  eft  .v  — ff , mettre  *4 , & enfin  pour  Jf,  écrire 


a dm 


Après  cela  l’on  apprend  dans  les  Traitez  des  Sedions  coniques  , que  le 
diamètre  conjugué  eft  moyen  proportionel  entre  le  premier  diamètre  & le 
paramétré  de  ce  premier  diamètre.  Le  premier  diamètre  eft  _ 

Ff  uj 


Fia. 

lof. 
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*~p~ï~C~  > ^on  paramètre  eft  V , multipliez-les  l’un  par  l’au- 
tre , le  produit  eft  — S^jüI  »,  ♦ qui  cft  égal  au  quarré  de 

la  moyenne  proportionclle  , ainfi  fa  racine  V 4mm  — fera  cette  mo- 
yenne} 6c  le  diamètre  conjugué  qu'on  cherche.  Il  ne  faut  pas  prendre  l’au- 
tre racine  >/ — 4 mm  = / m "•  t. , parcequ’clle  eft  imaginaire, 

étant  a u moindre  que  4 mp.  De  plus , comme  on  l’enlcigne  dans  les  Trai- 
tez des  Sections  coniques  , le  paramétré  de  ce  diamètre  conjugué  cft  troi- 
lïémc  proportionel  au  diamètre  conjugué  V 4 mm  — , 6c  au  premier 


diamètre  V •'  il  faut  donc  quarrer  ce  premier  diamètre 

pour  avoir  divifer  ce  quarré  par  le  dia- 


metre  conjugué  V4  mm  — , ou  V — -t-  4mm  , le  quotient 

V *-rrT~  — eft  le  paramétré  du  diamètre  conjugué.  Et  la  raifon  du 


PP  x.  p ^ 

diamètre  conjugué  à fbn  paramétré  eft  celle  dc^  z,z  à a * m , car  ces  quatre 


termes  font  proportionels  pzz,  : a am  : ; ^4  mm — .•  y1  4 

Après  cela  fi  le  diamètre  conjugué  eft^««  — ï-î—  , fâ  moi- 


r'*4 


tié  MO  doit  être  4mm  — =/ww  — 

Vous  connoîtrez  ces  memes  choies  en  changeant  l’équation  ~^vv  — 

• , marn' Mat,  amm  _ pzz  rr 

«1  ^ p z z ai  P z- z-  >en  celle-ci  t xmJ]  — vv  mm  -+•  —y  j &.  ce 

/-Kl  nopmpnt  /<>  fl  i rn  m 1 « 1 <1  f Jai.laM»  /”*  T) 


Xi  * MfPpXtX.  > W».  MMntJJ  ^ ^ -T- 

changement  doit  le  faire  , puifque  / devient  l’ordonnée  C P. 

Or  dans  cette  nouvelle  équation  marque  la  raifon  du  diamètre  au 
paramétré  5 — mm  - 1-  eft  le  quarré  du  demi-diametre  mis  négative- 
ment; ce  demi- diamètre  eft  donc  V mm — — MO  ; 8c  le  diamètre 


eft  V 4 mm- 


Et  fi  vous  faites  pz* 


nam::  V 4mm  — ü-~  •" 


V — *~f\  * r ' j ce  quatrième  terme  eft  le  paramètre  du  diamètre  n O. 
Vous  voyez  comment  M.  Descautes  a trouvé  les  Règles  12.  13. 

ij.  1 6. 

E X E M P L E 


XI.  y — — m -t-  ■+■  v mm  ■+■  ^xx. 

i-  F Ig*i07-  comme  Ex.  10.  n.  1.  excepté  CBy.CH=  CD  x CP- 1-  \AB. 

2.  Comme  Ex.  10.  n.  2. 

3.  En  fuivant  Exemple  10.  n.  3.  la  première  équation  eft_y^  ■+•  sy  = 
7 y y -I-  ï*y  -+-  £ y -4-  7*  -+-  Çx  , 6c  la  dernière  y = — f h-  -1-  V~-^- 
~;xx  , ou  y = — w + ^ + y'mw  + t; .v.v  ; étant  z = 1 , m = \,  n = 
7 > ? = -h- 

4.  Comme  Ex.  10.  n.  4.  vous  conftruirez  — m -t-  |.v , 6c  vous  trouve- 


rez IL  = 
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A prefont  parceque  la  quantité  « eft  nulle  , le  centre  Af  eft  en  I,  Reg.z. 
parcequ’il  y a h - mm,  8c  que  la  quantité  uu  eft  nulle  -,  par  le  centre  M 
menez  M O parallèle  à CL  , te  CP  parallèle  à LM,  Réglé  1 1.  le  demi-  [j0, 
diamètre  M O eft  m = Mn  ; le  diamètre  O n eft  2 m , le  paramétré  J *a”>™  U * 
Règle  14.  le  diamètre  eft  fur  OP  , te  CP  une  de  Tes  appliquées  Réglé"”  1 j! 
la  raifon  du  diamètre  au  paramétré  eft  celle  dcpzz  à.  a/tm,  Re^le  16. 
L’on  peut  décrire  l’hyperbole  OC , qui  eft  le  lieu  cherché. 

Déni.  CP*  = ~j~  } nPxPO  — yy  2 my *g*r  *»»»* 

T*— • Or  pzz:  **m::  nPxOP  : cp\  nPx  P O = LZ*  xcp\  vv 
•+-  2my—j  n x y ■ * j dont  la  racme  , apres  avoir 


•s  * * ' — — 4 -u  v — w m -t- 

« at  * ' s f vv  =■—  -t-  xx.  v = CL  eft  l’ordonnée,  qui  étant  terminée  à 
IL,  fait  voir  Rcg.  17.  que  IL  eft  le  diamètre,  & que  pour  IK , x , il  faut 
mettre  IL  — , te  pour  w,  & afin  que  l’égalité  demeure  , multi- 
plier tout  par  “ j ce  qui  donne  vv  = - 

Mais  parceque  eft  pofitif , la  cor.ftrucHon  doit  fe  foire  avec  les 
hyperboles  conjuguées.  Le  centre  commun  des  hyperboles  eft  I à caufo 
(]ue  ~ le  quarré  de  V'==  LL.  Ainfi  le  diamètre  conjugué  fora  lur 
I O parallèle  à l'appliquée  CL,  te  CP  parallèle  à IL  fora  une  appliquée  au 
diametre  10.  Puifquc  le  diamètre  conjugué  eft  moyen  proportionel  entre 
le  premier  diametre  te  le  paramètre  de  ce  premier  diametre  j & que 
étant  le  quarré  de  la  moitié  du  premier  diametre  , cette  moitié  Yera 
^ ~pTC  > ^ 1e  diametre  V * , dont  la  raifon  à fon  paramètre  eft  celle 

de  nnm  à pzz.  C’eft  pourquoi  fi  l’on  foit  tt&m  : pzz::  y/***”1  : 

^ > ce  quatrième  terme  eft  le  paramétré  du  premier  diametre.  ^Main- 
tenant que  l’on  multiplie  par  le  produit  Vifm*  eft  le 

quarré  du  diametre  conjugué  , qui  fera  V+mm  = 2m.  De  plus  le  para- 
mètre du  diametre  conjugué  eft  troifiéme  proportionel  du  diametre  conju- 
gué &du  premier  diametre  : multipliez  donc  le  premier  diametre 
par  lui-même  , fon  quarré  eft±±-£îr  , divifoz-le  par  le  diametre  conjugué 
2m  , lz  quotient  eft  le  paramètre  du  diametre  conjugué.  Or  la  rai- 
fon de  2 m a p eft  comme  p zz  à aœm.  Ces  chofos  expliquent  les 
Réglés  11.  14.  ij.  16.  Après  cela  l’on  conftruira  & l’on  démontrera 
comme  n.  4.  - 

Exemple  XII . y =2  — m + ”-x  + V — ff— ux + x. 

‘ "C  ■"  / 

*•  C Ig*  108.  comme  Ex.  10.  n.  i.  excepté  que  l’on  demande  que  C B x F:®. 
CH  = CD  X CF — y% 
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î.  Comme  Exemple  io.  n.  z. 

3 . Comme  Ex.  i o.  n.  3 . excepté  que  la  première  équation  cft  y y -+-  s y 

= I jy  •+■  -+•  f y -t-i*  — 7 » la  derniere  y y ■+•  7 y — t*  y -+-  — 

Ïx+Tïx*  = *r  — ï*  -*-tïxx  + 7X—  '*  = — t — i*  + Tîxx, 
dont  la  racine  cft  y = — -*■  ^.v  -+■  ✓ — * — i * -t-  tj  > ou.y  = — 
m ■+■  -x  -t-  V — /7"  — » x -t-  Çx  x , en  faifant  | = m , ^ = » = « , / = 

V'-nrrï  = />• 

4.  L’on  conftruira  — 0*  -4-  *-#  , &:  l’on  trouvera  IL  — comme 

Ex.  1 o.  n.  4.  L’on  prend  IAf  = , Reg.  t . & l’on  met  le  centre  M fur 

IL  , en  allant  de  I vers  le  côté  où  L eft , pareequ'il  y a — ux,  Règle  3 . 
pareequ’il  y a — Jf,  le  paramétré  eft  / -t-  » ^c8*c  5-  *c  dia- 

mètre eft  fur  I L , & CL  une  de  les  appliquées  , Réglé  9.  l’on  fait  pz,&: 
* a f:  : V -h  ; ^ , Sc  ce  quatrième  tenue  eft  le 

diamètre , Réglé  1 o.  dont  la  moitié  V ■+■  jtt  = MN  ■=.  M n , Sc 

l’on  fait  tomber  le  fommet  N du  côté , ou  eft  L , Règle  1 1 . l’angle  des 
coupées  avec  les  ordonnées  cft  CL  N.  Toutes  ces  choies  étant  connues, 
on  peut  décrire  l’hyperbole  NC  , qui  fatisfàit  au  Problème. 

Or  aaf : 


Dém.  Le  re&angle  NL  x » L = “ 


a 4 s * 

JE*- 


p z.  z.  ; ; NL  X »L  : CL*  > d’où  l’on  forme  CL  = / — jf — «x  -t- 
Sc  C B ,y  = — W-+-?.v-4-v' — (J — «r+ ^xx,  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

XIII.  yz=— m + *rx’*‘ 'S JT ~ u x •*-}**’ 


Exemple 


1.  S Oient  Fig  1 09.  données  de  pofition  les  quatre  lignes  AB  ,AD,EF, 
G H , dont  les  trois  AB,  EF,  GH  font  parallèles  , & à diftances  égales 
entr’cllcs  j St  AD  les  coupe  à angles  droits.  Il  faut  trouver  un  point  C , 
d’où  ayant  tiré  les  lignes  , CB,  CD,  CF  , CH  perpendiculaires  fur  les 
données  CB  multipliée  par  CD  MTc  un  produit  égal  au  produit  de  CF 
multipliée  par  C H. 

2.  Soit  AE  — 1 s AG  = AB=zCD  , *;  CF,  y -+-  / »•  CH, 


y -+-  2. 

3 L’équation  fera  yy  "=■  y y ■+■  3 y ■+■  ’ > dont  les  racines  font  y = 

{x  + ^xx,  ouj-  = — m + ”-x-+i  VJf—ütx  + J-xx> 
en  faifant  ' = m = u ; z,=  j = » —fip  = |.  a 1 hyperbole  pai  rap- 
port aux  diamètres  & aux  afymptotcs. 

4.  Pareequ’il  y a — m , fur  CB  on  prendra  F K = w»,par  le  point  K l’on 
mènera  Kl  égale  & parallèle  à AB  , x j on  coifpera  Kl  = 7 x » 

& par  les  points / , L on  tirera  l’infinie  IL  = xV^  = ^,  en  mettant  a 
— /a.  Mais  les  //  prifês  de  l’autre  côté  de  I lont  — — > fur  IL  on  pren- 
dra IM  — Réglé  1 . Si  le  centre  M tombera  du  côté , où  eft  L,  parce- 

' qu’il 
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qu’il  y a — ax,  Règle  3.  parcequ’il  y a -+-  Jf , & que  uu  = 1 cft  plus  n0. 
grand  que  4pf  = ÿ , le  paramétré  eft  V“  — 1L/-LÎ:  > Règle  6. 10’* 
le  diamètre  eft  dans  IL  , 6c  CL  eft  une  de  lès  appliquées  , Règle  9. 
le  paramétré  elt  au  diamètre  , comme  pzz.  à a nf  , Réglé  10.  là  moi- 
tié jWN  le  prend  du  côté  où  cft  L , Réglé  1 1.  l’on  prend  Mn-=  AIN 

V — tTt  pour  avoir  le  lômmet  n de  l’hyperbole  oppofee  j l’an- 
gle CL  M cft  celui  que  les  coordonnées  doivent  faire.  Ainfi  l’on  peut 
décrire  les  deux  hyperboles  qui  fatisfont  à la  queftion. 

Dém.  Le  rectangle  NL  x » L eft  = +.  £|g  ce  qui  fe 

trouve  fur  II  comme  fur  I L.  Or  nn f : pzz,  : NL  x nL  : CL*  donc  CL 


— V Jf — co  x -+-  yx  x. 

Maintenant  i°  au  point  C le  trouve  la  racine  vraye.  i°  Au  point  c pris 
fur  l'arc  Ne  la  racine  faillie.  3®  Au  point  c pris  entre  Ef  6c  Ab , la  racine 
vraye.  40  Au  point  c pris  audcllùs  de  GA  la  racine  faillie  6c  partout  l’équa- 
tion de  n.  3.  ce  qui  arrive  dans  tous  les  points  des  deux  hyperboles  qui 
donnent  toujours  une  des  valeurs  dc_y  & xy  —yy  •+•  3 y -+-  n. 

Le  centre  M tombe  fur  la  ligne  A B ; car-  AI  = B K = m — i , 6c 
dans  les  triangles  femblables  MAI , IKL , LK  , ±x  : Kl,  x : : IA  , \ • 
MA , J.  Et’ dans  le  triangle  M AI  reélangle  en  A , IM  =Vif=:\Vs 
= , êc  parccque  IM , ± Vf  > Mn  , V'o  j le  fommet  n doit  tomber 

entre  I 6c  M. 

j.  L’équation  cft  n.  3 • yy  •+■  sy — xy  — — 2 ; faites ^ -f- 1 — -ly  — 
v s vous  aurez  vv  — ± = ±xx  — ±x  , vv  — Jf  = f**  — u x } en  fup- 
polànt  p = j , f = 7 , «=7  comme  n.  3.  fvv  — f =xx- 


il  ■ 

P I P n- 

Faites  encore  x — f = r , 6c  vous  trouverez  ’-rv  v = r r -4-  

Apres  avoir  connu  comme  n.  4.  que  l’ordonnee  C L = v =y  + i 1 x 


pu 


* p 1 <■  * 


P , — \p  *pp.  p~  * — « 

laquelle  doit  être  conftruite , pareeque  u a > 4 mp. 

Dans  cette  équation  , montre  la  raifon  du  diamètre  au  paramètre, 
ÏTT  eft  le  demi-diametre  . Vf~f/—  le  diamètre» 

V fjjïf  — ±4“  lc  Par;lmctrc  • étant  p z z,  = -i  , anf  = ± , l hyperbole 
n’eft  pas  cquilaterc.  Dans  cette  forte  d’équation  à l’hyperbole  , ie  terme 
eft  le  quarré  de  la  ligne  LM  prife  depuis  le  point  L jufqu’au  cen- 
tre M : mais  IL  , f = f-  -+-  ff  : donc  IM  ■=  “-ff  , 6c  le  point  M doit 
fè  prendre  du  côté  où  L cft  , parccqu’il  y a -f-  ff  -+-  f=  IL  , f.  Et 
parcequ’il  y a toujours  4-  ff  ou  -t-y fl , toutes  les  fois  qu'il  y a — oox 
dans  V Jf — ux  ^ xx  , c’cft  pour  cela  que  M.  De  s c a r t e s a don- 
né la  Réglé  3 . 

La  démonftration  peut  fè  faire , comme  n,  4.  G g 


9 
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Exemple  XIV.  y = — » + ^±v'* 


■ mm  ■ 


• u>x  < 


m XX* 

m 


i.plg.  109.  Comme  Ex.  1 3.  n.  1.  excepté  que  l’on  demande  CBxCD 
= CtxCH  2S  JÊ\ 

z.  Comme  Ex.  13.  n.  z. 

3.  L’équation  ferayy  -h  jy  — xy  = — ’ dont  le»  racines  font  y = — 

V — 7 — ±x+±xx,  ou y = — »/  -(-  7*  =h  / — mm — ux 
-+-  L x x , en  faifànt  ~ = m = u , 1 = z,  p = {.  Equation  à l’hyperbole 
par  rapport  à Tes  diamètres  , & à lès  afymptotcs. 

4.  Comme  Ex.  13.  car  IM,  eft  égal  à , ~Vs  , &:  le  centre 
M tombe  encore  fur  AB.  Excepté  pourtant  que  le  paramétré  eft  Réglé  j. 

V -4-7-^  ■+■  ±^i~  = 3 V j , le  demi-diametre  eft  V A-A~p  * -+-  ‘—fj  = 

3 V C’eft  pourquoi  le  lommet  n tombe  au  delà  de  I , étant  IM  < Mn. 
De  plus  aaw=.±J,  pzz  = \. 

3.  L’on  fera  évanouir  le  fécond  terme  fi  l’on  prend  v — i _t_  La;  = 7, 
la  mbftitution  donnera  7 xx — ’ x = v v -+-  ~ : %,xx — ux  = vv  -t-  mm, 
en  fuppofânt  que  ces  lettres  ont  les  mêmes  valeurs  que  n.  3 . Enfuite  je  mul- 
tiplie tout  par  m , & je  divifê  tout  par  p , pour  faire  xx — - = ™vv- 

■+■  Je  fais  encore  f -t-  = x : la  fubftitution  donnera  Jf  — 

p VV  -t-  . . p VV  JJ  ' p . 

Pour  conftruire  cette  équation  , je  prends  B K — m -,  par  le  point  K je 
mené  1 K égale  8c  parallèle  à AB  , x : je  coupe  KL  égale  à 7 x = ~x , 
IM  = 7 V s ' par  les  points  f,  L je  tire  l’infinie  IL.  Cela  étant  fait , je 
connois  que  CL  eft  C’Zi  4-  B K — KL  , y 4-  m — L*  =3-4-7  — 7*  = 
* Et  comme  v eft  l’appliquée  , il  fuit  que  le  diamètre  eft  fur  IL, 
'7- 

Enfuite  fur  IK  je  prends  IV=  ~~  , de  forte  que  VK  = IK  — IV,  x — 

cftf  : ainfi  le  point  V où  commencent  les  f feroit  le  centre  des  hyperbo- 
les , fi  le  diamètre  étoit  fur  IK  : mais  comme  il  eft  fur  IL,  je  change  l’é- 

M v » rn  r «r»  * x * * m a f 

quation  x 2 ^ — J 5 en  z 2 p x.  — x • 

Je  mets  donc  dans  l’équation  fvv  — Jf  — 'Lfyy1  — 7-  > P°ur  Jf  la 
quantité  -J-f , 8c  afin  que  l’égalité  fubfiftc  , je  multiplie  tous  les  termes  par 

- - • » • i i • i • . m a.  m « J a M * m m m 


V 
Réglé 


M A 

XX  » 
a a m 
f 


ce  qui  produit  la  dernicre  réduite  vv  = 


Dans  le  terme  *77  vv  je  connois . que  le  diamètre  eft  au  paramètre  com- 
me axm  à p e > dans  le  terme  quarré  de  -J  — ML  , je  connois  que 
M eft  le  centre  ; dans  le  terme  — îffr  > eft  le  quarré  du 

demi-diametre  périmé  négativement  , je  connois  que  ce  demi-diametre 

& 


eft  ■+■  7x7'  > £c  que  le  diamètre  eft  V 


a a u tu  m m 

//^X 


+ aa  m 1 
fXX 
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peut  alternent  achever  la  conftruétion  & la  demonftration  j & reconnoicre 
les  Réglés  de  M'Descartis. 


Exemple  XV.  y — m — \x  ± V mm  — a x ? 


X X. 


4.  Coupez  B K = m , par  le  point  K menez  IK  égale  & parallèle  à A B 
: , prenez  K L = = fj  x ; par  les  points  I , L tirez  l’infinie  IL.  Dani 


le  triangle  IK L , vous  connoilfez  les  cotez  IK  , KL  , & l'angle /KL 
vous  pourrcz^donc  par  la  Trigonométrie  connoître  le  côté  IL  /que  vous 


nommerez  -z=-. 


Maintenant  parccqu’il  y a •+•  m m , & qUe  « « cft  moindre  que  ; 
après  avoir  trouvé  le  centre  M fur  IL  , en  prenant  IM  = aé,m  Rc^le  r 
& mis  le  point  M du  côté  où  eft  L , pareequ’il  y a — a x * rcAc  3 °vous* 
tirerez  Règle  1 1.  par  le  centre  M , la  ligne  MOP  parallèle  à LC  , Sc  CP 
parallèle  à LM  i vous  ferez  MO  =V  mm  — ij?  —MN , qui  Vont  les 
demi- diamètres  ; &c  le  diamètre  NO  eft  V *r»m  _ sl ti"  } Je  paramétré 

~ * les  Commets  font  O,  N,  CP  une  ordonnée  j & la 

raifon  du  diamètre  au  paramétré  eft  celle  de p z z.  à a x m , Réglé  13.  u 
1 6.  Après  cela  vous  pouvez  décrire  l’hyperbole  O C , qui  eft  le  lieu 
cherche. 

TV.™  1 a«a_»CT  m titrnmx  , t»xx  »7n  . . 

ucm.cj  — - 4PP14 pT»  1 TT-  X O P — yy — + 

ï £ Ur pzz.  : nam:  : NP  x PO  : cp\ 

Donc  AP  x PO  = jTâ  X C7  , d ou  otant  ce  qui  s'efface  & ajoutant  mm 

de  chaque  côté,  on  forme  une  équation  dont  la  racine  eft  y = m - 

r + V mm  — « .v  -+-  £ xx  , &c. 

Le  Lecteur  eft  averti  que  du  nombre  des  Exemples  Je  1 3 e eft  retranche, 
ce  qui  fait  que  le  1 je  elt  le  même  que  le  1 6e  dont  il  cft  parlé  dans  quel- 
ques endroits.  Le  1 je  eft  devenu  14e , 8c  celui-ci  13'.  1 
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Article  VIII. 

Conflruéiion  particulière  à l’Hyperbole  confédérée  par  rapport  à fes 

Ajymptotes. 

IL  ne  s’agit  ici , que  de  faire  voir  dans  quelques  Exemples , que  le  Pro- 
blème de  Pappus  , lorlqu’il  eft  propole  en  trois  ou  quatre  lignes  , peut 
quelquefois  fc  conftruire  avec  l’hyperbole  rapportée  à les  afymptotcs. 

J’ajouterai  ceci  comme  une  Réglé.  i°  Fig.  i io.  (oient  les  lignes  droites 
Nu  y N n les  afymptotcs  des  hyperboles  CP,  A Y ; N leur  centre  j l’ab- 
fcilîè  N u =.  a ; l’appliquée  uC  — b , parallèle  à l’autre  afymptote  Nn, 
l’ablciilè  NO  prilè  for  une  des  afymptotcs  Nu  , l’appliquée  O P parallèle  à 
l’autre  af.  mptote  Nn  i ou  Nn  ablèillè  prilè  fur  une  des  afymptotcs  Nn  , 
= a ,■  l’appUquce  n C parallèle  à l’autre  afymptote  Nu , =zy  ; oul’abfcillè 
Nn  prilè  en  allant  de  N vers  Y,  = — x,  l’appliquée  nY  paralelle  à l’a- 
fymptotc  Nu  = — y s pareeque  les  .v  commencent  en  N , Si  que  les  -h  y 
font  au  d dons  de  Nn  , les  — y au  dcllùs.  Tous  les  lieux  à l'hyperbole 
rapp  n iée  à lès  afymptotcs  , font  fondez  for  ccttc  propriété  xy  = a b , le 
rectangle  fous  une  coupée  N u = a Si  lous  une  appliquée  correlpondante 
u C , b , eft:  égal  à un  autre  rectangle  fous  une  autre  coupée  Nn  , x Si  fous 
fou  appliquée  correfpondantc  ne , y. 

i°  Les  afymptotcs  font  toujours  les  lignes  droites  , Nu,  Nn  for  l’une 
delquellcs  Nn  , l’on  prend  les  ablèillès  Nn  , Nn  i Si  de  laquelle  partent 
les  appliquées  » C , ne  parallèles  à l’autre  afymptote  Nu.  De  forte  que  11 
l’appliquée  ne , y , ou  l’inconnue  v en  laquelle  y a été  changée  , ne  lè 
trouvoit  pas  parallèle  à Nu  , il  faudrait  lui  fubftituer  une  autre  ligne , qui 
fût  parallèle  a Nu,  Si  faire  enfoite  dans  l’équation  les  changemens  que 
l’on  verra  , Ex.  3.4.  5 . 

30  II  eft  libre  ordinairement  de  prendre  les  ablèillès  Nn  , Nn  fur  l’a- 
lymptote  Nn  ; Sc  alors  les  n C , ne  font  appliquées  5 ou  bien  de  prendre  les 
ablèillès  Nx  = ne  , Nu  = nC  fur  l’afy mptote  Nu  -,  Si  alors  les  appli- 
quées font  u C = Nn  , x c = N ». 

Exemple  I.  y = 

1.  F Ig.  1 10.  Comme  Art.  5.  Ex.  1.  excepté  que  l’on  demande  ici , que 
ce  qui  eft  produit  par  CB  X C H foit  égal  a ce  qui  eft  produit  par 
CD  X CF. 

1.  Comme  Art.  j.  n.  2. 

3.  CBxCH=CDxCF  s’exprime  ainfi  en  termes  analytiques  , uj 
— *.v  = xy  —2mxiy  = 
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Pour  réduire  2xy  — uy  = 2m  x , divifôns  par  2 , le  quotient  eft  x y ^ eu. 
\uy  = mx  i prenons  x = z ÿ « s fubftituons  la  valeui'de  .*•  à (a  p!a  tlo‘ 
ce  , nous  aurons  \y  — = 7 um  5 faifons  encore  y — m = v , éc  la 

fubliitution  donnera  la  réduite  = équation  à l'hyperbole  par 

rapport  à lès  afymptotes. 

4.  Pour  la  contraire  , fur  AG  coupons  AU  = {u  , z=  VG  : nous  au- 
rons U B — AB  — AU , x — 7 u — z = Cu  s les  Ub  = ex  auront  la 
même  valeur  , le  point  b étant  pris  du  côté  de  G -,  les  U b = Yx  , le  point 
b étant  pris  du  côté  de  Y , auront  une  autre  valeur  , car  U b = U A -+• 
Ab,  f u — x = — z. 

Par  le  point  U menons  UN  parallèle  à AE  5 fur  l’infinie  U Nu  coupons 
UN  7 AE  — m — B » = NO  , pareeque  AE  eft  2m  ; nous  aurons 
Cn  — CB  — Bn  ,y  — ni  = v - Nu  -,  toutes  les  en  auront  même  valeur, 
les  n Y feront  nb  — b Y , m — y — — nj  , car  l’appliquée  Y b — y.  Et 
pareeque  Cu  — z le  termine  à UN,  fur  laquelle  on  prend  Nu  = v i & 
que  Cu  eft  parallèle  à Nn  > les  lignes  Nn  , Nu  feront  les  afymptotes , dont 
N eft  le  fbmmet.  Enfin  je  décris  l'hyperbole  CP  entre  les  afymptotes 
Nn  , Nu , & par  le  point  P » enfuite  fôn  oppoléc  A Y , fuivant  les  Mé- 
thodes que  les  Traitez  des  Sections  coniques  fourfiiflènt.  Elles  font  le  lieu 
de  la  queftion. 

Déni.  Etant  NO  = m , PO  = UG  — -j  u.  i°  Par  la  nature  de  l’hyper- 
bole entre  fès  afymptotes , nous  aurons  N u y »C  = N O y O P , uz  = 

7 um  ; fubftituons  pour  v fâ  valeur^ — m , ce  fèra^e. — mz  — 
fubftituons  encore  pour  z fâ  valeur  x — fa,  nous  ferons  y = — 
équation  propofée.  De  plus  le  calcul  a été  fait  au  point  C.  1°  Au  point  c 
pris  fur  l’arc  Pc  , nous  avons  NO  y.  OP  =.  Nn  X » c , 7 a>m  = u De 
plus  nous  avons  là  cb  , y ; cf  = fb  — c b , 2 m — y s c d = Ab  , x s ch 
— cd  — dh  , x — co  j &C  c b y c h = c d y c f , uy  — xy  — 
xy — 2m x , équation  de  11.3.  30  Au  point  Y fur  l’hyperbole  opposée, 
nous  avons  par  la  nature  de  l’hyperbole  NnynY  =.  NO  y O P , vz  — 

7 um.  Subftituons  pour  — v fâ  valeur  m — y ; pour  — z fâ  valeur  7® — x, 
nous  ferons  \um  — mx  — 7 «7  -t-  xy  ; y = 77-—.  De  plus 

nous  avons  là  Y b = y j Yf  = b f — Y b , 2 m — y ; Y d — Ab  , — 
x } Y h = Y d -+-  d h , — x -\r  a>  -,  ScYb  y Yh  -=.Yd  y Yf,  — xy  -+- 
uy  = — 2 m x -4-  xy  ; 2 xy  — uy  — 2 m x , équation  de  n.  3 . L’on  trou- 
vera dans  tous  les  pôints  des  deux  hyperboles  les  mêmes  chofcs.  Ainfi  elles 
fatisfont  entièrement  au  Problème.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

L’hyperbole  oppofée  A Y pallè  par  le  point  A , car  nous  avons  NR  = 
VA  = 7 6)  ; AB  — VN  — mjèc  comme  auparavant  Nn  ytiY  = N R. 
yAR,vzz=±um. 
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Exemple  II.  y = 

I.P  le  ni.  Comme  Art.  t.  Exemp.  y.  n.  1.  excepté  qu'il  faut  que  CB 
£ x CD  Ibit  égal  à CEX  CH. 

1.  Comme  n.  z.  du  meme  Exemple  , excepté  qu’on  trouvera,  en  fai- 
fant  les  memes  raifonnemens  , CF=  B F — CB , 1 — y ; B R =.  b x ; 
CR  = B R — CB  ,b  x — y -,  CH  — jCT=zCB-b-BT,y  + bx-, 

CD  L±±ï. 

3.  CBXCD  = CFXCH  fait  VL±Ï£Z  = **-rrf*T±22  qui  fe 
réduit  à zbxy-h  y=zbx;  xy  -b-^-=\x.  Prenez  * ■+■  ^ =* , *=* 

. jl  y mettez  * pour  x -h  dans  le  premier  membre  ,z  — -L  pour  a-  dans 

le  fécond  j l’équation  fera  y z = ±z  — ±-h  , ± z — yz  = J-^. 

Prenez  encore  | — y = v , fubftituez  , la  réduite  eft  vz  ■=.  ~ , équa- 
tion à l’hyperbole  entre  fes  afymptotcs. 

4.  En  voici  la  conftruclion.  Sur  A B coupez  AU  = & UB  fera  U A 

*+■  AB  , -b-+-x=z.  Par  le  point  V menez  VN  parallèle  à B C ; prenez 
VN=t  , c’eft-à-dirc  , que  le  point  N eft  au  milieu  de  VK  , parceque 
VK  = BF-=  1.  Par  le  point  N tirez  l’infinie  NO  parallèle  à A B , de 
forte  que  C#  — Bu — CB,  7 — y = v.  Parceque  C u = v fê  termine  à 
la  ligne  NO  , fur  laquelle  on  prend  Nu  = VB  = z -,  6c  que  C » eft 
parallèle  à VN  ; les  deux  lignes  NV,  NO  font  afymptotcs  , 6c  N leur 
fommet.  Il  refte  à prendre  NO  = V , 6c  tirer  OP  = NO  Sc  parallèle  à 
NV,  6c  décrire  l’hyperbole  CP  par  le  point  P,  6c  entre  les  afymptotes  N 0 
NV.  C’cft  le  lieu  cherché. 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  rapportée  à fes  afymptotcs , Nu  X Cu 
= NO  X OP  , vz  = ^ ; mettez  pour  v 6c  z leur  valeur  , vous  aurez 
xv  — •2r=I7;  y = -A- — . Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

J li  4 b1  J >4*4-1  ‘ 

i°  L’hyperbole  PC  pallè  au  point  A , parceque  la  C B — 0 , CD  = 0, 
C H = 0 i ce  qui  rend  zéro  les  produits  CBy,CD  = CFy.CH.  20  La 
fécondé  hyperbole  paffe  au  point  E , parceque  là  CD  — o,CF=o-,  ce  qui 
produit  le  même  effet.  30  Aucune  ne  pafle  au  point  G , parceque  là  C F =. 
0 , CH  = oi  ce  qui  rendrait  CB  xC  D = 0 , 6c  qui  eft  faux. 

Exemple  III.  y = %x  + V ux-h 

«.Fig.  ni.  Comme  Art. 7.  Ex.  y.  n.  1. 

. 1.  Comme  n.  1.  du  meme  Exemple. 

3.  Comme  n.3.  du  même  Exemple.  Reprenons  enfuite  l’équation  xy 
+ a*  = y y j (bit  ;+»=  v,;  = v — ù>  ; la  fubftitution  fournira  vx 
— vv  — 2 uv  uuÿ  vx  — vv  ■+■  i u v = uu.  Soit  encore  x — v -t~ 
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2 a>  — z i la  réduite  fera  vz  = u u , [équation  à l’hyperbole  par  rapport  à 
fes  afymptotcs. 

4.  La  conftruclion  fè  fera  ainfi.  Etant  B F = AE  ,a,  CFeft;  + i»=:v. 
Qu’on  prenne  EN—  2 AE  , 2 u j que  par  N on  mene  N R égale  8c  paral- 
lèle i C F,  v i qu’on  prolonge  CD  en  R.  Coupez  RS  = N R , 8c  par  les 
points  N,  S tirez  l’infinie  NS.  Vous  avez  RD  — N E , 20» ; donc  CJ 
— CD  + DR  — Rî,  x -+-  -z  w — i/  = z.  Les  droites  ATF,  NJ  font 
afymptotes , pareeque  CS  ==  * , i°eft  terminée  k NS  , fur  laquelle  on 
prendra  les  abfciflès , z°  elle  eft  parallèle  à N F.  Mais  CF  =.  v n’cft  pas 
parallèle  à NS  : il  faut  donc  lui  fubftituer  CT  terminée  à N F,  8c  paral- 
lèle à N S : CT  — v V 2 = av  en  pofànt  V2  = ».  L’on  mettra  *v  pour  v 
dans  l’équation  vzz=  a>u> , 8c  afin  que  l’égalité  fubfifte , l’on  multipliera  le 
fécond  membre  par  <»  ; 8c  l’équation  fera  réduite  à avz  = auu.  C’eft 
pourquoi  fi  l’on  coupe  NO  = u , 6c  que  l’on  mene  O A = aa>  parallèle  à 
NS  , ôc  qu’on  décrive  l’hyperbole  A C , par  le  point  A 8c  entre  les  afymp- 
totes NF,  NS , elle  fatisfera  au  Problème. 

Dém.  O A cft  = u V 2-  Ainfi  l’hyperbole  cherchée  paflè  par  le  point  A. 
Or  par  la  nature  de  l’hyperbole  entre  fès  afymptotcs  NS  X CS  = NL  x 
LA,ou  CT  y.CS  = AOy.AL,*v  z — aua,  t/z  = u u.  Subftituez 
les  valeurs  de  z 8c  de  v , vous  aurez  l’équation  xy  -+-  u x — y y — 0 6c  la 
racine  y — Jx  -+•  V ux  +,5r*)  6cc. 

Exemple  IV.  y — — m ■+■  }-x  -t-  v' Jf — »x-t-fxx. 

t.Flg.  109.  Comme  Exemple  13.  n.  t.  Art.  7. 

z.  Comme  Ex.  13.  n.  1.  Art.  7. 

3 . Comme  n.  3 . du  même  Exemple.  Maintenant  reprenons  l’équation 
. — y y — j y -4-  xy  = 2.  6 c faifons  x — 3 — y = v , afin  que  l’équation  fè 
change  en  vy  = 2.  Equation  à l’hyperbole  prife  entre  fes  afymptotes. 

4.  L’on  a vu  Ex.i  3 . n.  4.  que  C B cft  y = MQ,  CD  = x , A M cft  3 
=r  QD  , le  point  M eft  le  centre.  Soit  QS  — MQ,  joignez  M S i vous 
aurez  CS  = CD  — QD  — QS , x — 3 — y = v.  Les  lignes  MS  , MB 
font  afymptotes  , pareeque  CS  = v fe  termine  k MS  , fur  laquelle  on 
prendra  les  abfciflès  -,  z°  elle  eft  parallèle  k MB.  Mais  CB  — y n’eft  pas 
parallèle  à l’afymptote  M S , je  lui  fubftituë  donc  C T parallèle  6c  égale  à 
M S z=yV2=  ny.  Je  mets  t*y  pour  y dans  l’équation  vy=  2 : 6c  pour 
confèrver  l’égalité  , je  multiplie  aufli  le  fécond  terme  par  a , 8c  l’équation 
devient  nvy  = 2 n.  Je  coupe  MO  — V2  a,  je  mene  O P égale  à MO  8c 
parallèle  à M S.  On  peut  décrire  l’hyperbole  PC  par  le  point  P , entre  les 
afymptotes  MB , MS,  qui  fera  le  lieu  cherché. 

Dem.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  entre  lés  afymptotes , MO  x O P = 
MS  x SC,  2 a = a vy,  vy  — 2,  Pour  v mettons  là  valeur,  l’équation 
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fc  changera  en  — y y — 3 y a-  xy  ■=.  2.  Equation  de  n.  3.  D’où  l’on  pourra 
former  la  racine  y = — m -k-  ~x  V Jf  — ux  ■+■  £-xx  , comme  l’on  a fait 
Art.  7.  Ex.  13.  n.  3.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 


Exemple  V. 


b x -h  xx 

J — jr^jTZT? 


l,MPi  i.flg.  113.  Comme  Ex. 5.  n.i.  Art.  7. 

z.  Là  meme  , n.  z.  où  l’on  a pofé  EA  , b = y?-,  A G , c — 

3.  Là  meme  , n.  3.]  Enfuitc  l’equation  y = , fe  réduit  à ~cy 

— b y — / xy  = b x •+•  xx  , ou  7 y — S xy  = y x -t-  x x , — x y — | x 

-+•  f x x.  Soit  | — x = &,  x = — V"1"  T •'  k fobftitution  donnera  y ~ 
= 7~*  — -H  a-*-rf?. — 7~~  = rff-  Soit  encore  y •+• 

— jz  = v > en  fobftituant  on  fera  i>~  = yff  a l'hyperbole  entre  les 
afymptotes. 

4.  La  conftruction  fê  fera  de  cette  manière.  Coupez  A N = L fUr  A G, 

vous  aurez  B N = AN  — AB  ,1  — xz=z.  Par  le  point  N tirez  l’infinie 
IN  parallèle  à CB  -,  fur  CB  prenez  B , menez  I K égale  fie  paral- 

lèle aBN,ij  prenez  JCL  = y KI=  y z , & par  les  points  / , L tirez  l’in- 
finie IL:  vous  aurez  C L —C B -h  B K — KL  —y  -1-  — jz  = v. 

Les  droites  IN , IL  font  les  afymptotes  , parccquc  CL  ,v  i°  eft  termi- 
née à IL  j z°  elle  eft  parallèle  à IN.  A prelent  menez  C S égale  fie  paral- 
lèle à B N,  z,  = KL  A caufo  de  v z , CS  devrait  être  la  coordonnée  de 
CL  , v:  mais  clic  n’cft  pas  parallèle  à l’afymptote/L  , il  faut  donc  la  tranf- 
porter  for  CR  , que  vous  tirerez  parallèle  à IL.  Pour  cela  vous  obforverez 
que  les  triangles  IKL  , CS  R font  entièrement  égaux  } les  angles  en  IC  fie 
S de  60.  degrez.  Ainfi  dans  le  triangle  KIL,  la  fomme  des  deux  autres 
angles  L , J eft  de  1 zo.  degrez.  Mais  la  raifon  des  finus  de  ces  angles  eft 
foivant  le  Problème  de  Trigonométrie  , comme  leurs  cotez  oppofoz  1K  ; z ; 
K L ,jz  , ou  comme  s ■ à /.  c’cft  ce  qui  convient  au  finus  94.4g s de  l’an-, 
gle  I-LK  de  109.  deg.  71 , 8c  au  finus  1SSS0  de  l’angle  LIK  de  10.  d.sj1, 
les  focondes  étant  négligées. 

On  connoîtra  donc  par  le  même  Problème  la  valeur  du  côté  IL  , que  je 
nomme  a z , fie  qui  eft  égal  à C S.  Il  faut  encore  changer  l’équation  -v  z — 


Ai*  en  a v z : 


I 5 4* 
US  ' 


Enfin  coupez /O  = /ff*Æ  , menez  OP  = 10  fie  parallèle  à IL.  Décri- 
vez une  hyperbole  entre  les  afymptotes  10,  IL  , fie  qui  pâlie  par  le  point 
P , elle  eft  le  lieu  cherché.  Tirez  P T parallèle  fie  égale  à IO  ; Se  d’un  point 
quelconque  C,  CK  , CS  parallèles  chacune  à une  des  afymptotes. 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hvperbole  entre  les  afvmptotcs  , 10  x OP  ou 
P O X PT  = I R XC  R ou  CL  X C R , auz,z=± f**  , uzz=±jj  j fie  fobf- 
tituant  la  valeur  de  v ; y z -t-  Ai*  — jzz  = {la  ; ÿc  fobftituant  la  valeur 
de  - , j y — xy  = j x jxx,  yy  — $xy  ==  jx  -+-  .v.v,  équation  de  n.3. 

Ex  E M PLE 
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Exemple  VI.  zbxj — y + bx  — 2. 

*.N  Ous  avons  trouvé  Art.  5.  Exemple  6.  dans  la  démonftration  n.  i°,F  (i 
que  le  point  c Figure  81.  étant  pris  dans  l’angle  EA  B,  l’équation  étoitu”.'  ** 
zbxy  —y  b\ : = 2 , laquelle  nous  allons  conftruire  Fig.  1 1 4.  étant  b — 

tjüi  Art‘  J*  Ex'  I*  n* 1-  BB  = 1 • 

i.  Changeons  l’équation  en  x y •+•  'rx  = f-*  -+■  ; faifons  y -h  ~—v , 

y —v  — ’r  ; la  fubftitution  donne  z/x  — — h — i--+-L.  s.. 

* O * b g b (f  * * a £ 

— ry  — ïV  Faifons  encore  a:  ^ — 2L  = s > l'équation  eft  réduite  à 

v z ~ fb‘ 

. 3*  Fig.  1 14.  Prolongez  B C , jufqu’à  ce  que  B K Toit  r > comme  CB 
cft  là  — y , nous  aurons  CK  — B K — CB  , t ~h  y = v = IN,  étant 
CJV&  Kl  parallèles  à AB.  Maintenant  coupez  A T = -^-,  menez  l’in- 
finie IT  parallèle  à C B.  Coupez  au/fi  IV,  VS  parallèle  à AB  fuivant  la 
raifon  de  2 b à / j & par  les  points  S , 1 tirez  l’infinie  S IL  dans  les  trian- 
gles fèmblablcs  IS  V , IN L , nous  avons  cette  proportion  IV:  VS  : : 2 b : 

7 ::  IN,  v : NL,  % -,  de  plus  NM—  AT , -,  CM  = AB  , x:  donc 
CL  = CM-hMN  — NL=ix-h~—-=  z. 

'-b  *b 

IL  , IK  font  les  deux  afymptotes , pareeque  CL  , z.  eft  terminée  à IL, 

Scelle  eft  parallèle  à IK  : mais  CK,  v n’eft  pas  parallèle  à IL:  il  faut 
donc  lui  fubftituer  C R que  nous  tirons  parallèle  à IL  , & qui  fera  égale 
à.  IL  = s = *v  en  faifant  L-/  s —a.  Et  enfin  l’équation  vz  = 1-  fe 
changera  enavz  b b V/. 

A préfent  coupez  10=  rV^r  , Si  menez  O P égale  à 10  & paral- 
lèle à/ L. 

Décrivez  l’hyperbole  CP  entre  les  afymptotes  II,  IK  , &c  qui  paflè  par 
le  point  P.  C’eft  le  lieu  cherché. 

Dém.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  entre  lès  afymptotes  IL  x LC  = 
IOxOP,*zv  = 2±,  = De  plus  au  point  C vous  trouverez  l’é- 

quation propofee  -,  comme  on  l’a  trouvé  Art.  y.  Ex.  6.  dans  la  démonftra- 
tion n.  2 Au  pointe  pris  dans  l’angle  BAH,  oncb  — -*-y  , vous  aurez 
c b ==  cb  bk  , y T = v , c r =.  av  s ni  = ^ , cl  =.  cm  -4-  mn 
— ni,  x -t-  L ^=aj&(rxe/=:/0xOP,  = Maison 

y trouvera  une  équation  différente , à favoir  celle  qui  cft  Art.  j.  Ex.  6. 
dans  la  même  démonftration. 

idbr 
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Dèmonjiration  que  M.  Descartes  dame  du  Problème  de  Papput 
appliqué  au  Cercle  de  Fig.  6 y. 


M.  Descartes. 


Fie.  69. 


Démon f 
tr.uion 


(]UI 

•vient 
d’être 
expli- 
qué. 


ET  les  démonftrations  de  tout  ceci  {ont  évidentes.  Car  compo- 
fant  un  efpace  des  quantitez  , que  j'ai  alignées  pour  le  côté 
dt  un  d10ic  & le  traverfant  3 & pour  le  fegment  du  diamètre  NL  ou  OP, 
v“  fuivant  la  teneur  de  l’onzième  , du  douzième , dutreifiéme  Théo-, 
rême  du  premier  Livre  d’Apollonius  ; on  trouvera  tous  les  mêmes 
termes  , dont  eft  compofé  le  quarré  de  la  ligne  CP  ou  CL  , qui  cil 
appliquée  par  ordre  à ce  diamètre.  Comme  en  cet  Exemple  ôtant 
J M , qui  cil  de  NM  , qui  eft  /*)»-+-  4mp  , j’ai  IN  , à 
laquelle  ajoutant  IL,  qui  eft  ^ , j’ai  NL  , qui  eft  *rx  — -+- 

1 !1  -J  :o  ï>  -h  t-  »t  p ; & ceci  étant  multiplié  par  ^ V a>  u -+-  +m  p , qui 
elVle  côté  droit  de  la  figure  > il  vient  xV uu-h  *mp  — ~ ^uu>  ■+• 
^Tp  +■-“-£■  -t-  1 mm  pour  le  reélangle  , duquel  il  faut  ôter  un 
efpace  , qui  foit  au  quarré  de  NL,  comme  le  côté  droit  eft  au  tra- 

verlant.  Et  ce  quarré  de  NL  elt  — xx yrrx  mx  ^fl  + 

* rn p -K -777—  •+■  ~p£T  — ïTfrr  V »»-¥■  4 rnp,  qu  il  but  diviler 
par  aam  , 8c  multiplier  par  p zz\ à caufe  que  ces  termes  expliquent 
la  proportion  , qui  eft  entre  le  côté  traverfant  8t  le  droit,  8c  il  vient 
T-xx  — a.v  + .v/wM+  ^ W/I+  —y  — Ce 

qu’il  faut  dire  du  reétangle  precedent , & on  trouve  mm -h  ux  — 
txx  pour  le  quarré  de  CL  , qui  par  conlequenç  eft  une  ligne 
appliquée  par  ordre  dans  une  ellipfe  , ou  datas  un  cercle  , au  leg- 
ment  du  diamètre  N L. 

Et  fi  l’on  veut  expliquer  toutes  les  quantitez  données  par  nom- 
bres , un  faifant  par  exemple  E A = s , AG  = s , A B = B R , B S 
= i B E , G B =.  B T , CD  — L CR,  C F = .*  C S , C H = ‘r  CT, 
8c  que  l’angle  A BR  loit  de  60.  degrez  , 8c  enfin  que  le  rectangle 
des  deux  CB  8c  CF , foit  é<ial  au  rectangle  des  deux  autres  CD  & 
C H -,  car  il  but  avoir  toutes  ces  chofes  > afin  que  la  queftion  foit 
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entièrement  déterminée.  Et  avec  cela  fuppofanc  AB  — x , & C B 

—y  , on  trouve  par  la  façon  ci-devant  expliquée  yy  = 2y xy 

SX  — XX  , &cy  = / — ±X  -i-Vf  4X  —±xx.  Si  bien  que  BK 
doit  être  / , &c  KL  doit  être  la  moitié  de  K 2 , &:  pour  ce  que  l’an- 
gle 1 KL  ou  A B R eft  de  60.  degrez  , & KIL  qui  dt  la  moitié  de 
K IB  ou  1KL  de  30.  IL  K.  eft  droit.  Et  pourceque  IK  ou  AB  eft 
nommée  .*• , KL  eft  'rx  > &c  IL  eft  x V-t  ; & la  quantité  qui  étoit 
tantôt  nommée  z eft  / , celle  qui  étoit  a eft  /a. , celle  qui  étoit  m 
eft  1 , celle  qui  étoit  u eft  4. , ôc  celle  qui  étoit  p eft  a.  De  façon 
qu’on  a V~  pour  IM , &c  pour  N M.  Et  pour  ce  que  a a m qui 
eft  a eft  ici  égal  à pzz  , & que  l’angle  1LC  eft  droit , on  trouve 
que  la  ligne  courbe  NC  eft  un  cercle.  Et  on  peut  facilement  exa- 
miner tous  les  autres  cas  en  même  forte. 

1 . Le  Problème  de  Pappus  , tel  que  M.  D e s c a r.  t e s l’a  rclôlii  , a 
été  propofé  en  quatre  lignes  , Liv.  i.  Part.  3.  Sert.  1. 

Le  calcul  a commence , & la  valeur  des  lignes  cherchées  CB  ,CD  , CF, 
CH  a été  trouvée.  Là  meme , Sert.  3. 

La  refolution  a été  donnée  , L.  1.  Part,  2.  Sert.  2.  Art.  1.  où  l’on  a trou- 
vé y =■  m — + + ux  — £(  x x. 

La  conftrurtion  des  quantitez  -+-  m — £ x s’eft  faite , là  même , Art.  2. 

La  conftrurtion  de  V mm  -4-  ux  -4-  C xx  (b  trouve.  Là  meme , Art.  6. 
Exemple  13.  On  y voit  aulfi  la  démonstration.  Il  ne  relie  plus  qu’à  expli- 
quer la  démonftration  que  M.  Descartes  donne  en  c et  endroit. 

1.  Le  demi-diametre , qui  jufqu’à  prêtent  a été  exprimé  par 
_4_  s’exprime  ici  par  V u u -t-  4-mp  : & ces  deux  expreflîons  lônt 

la  même  choie  , comme  on  l’apprend  dans  les  principes  de  l' Algèbre. 

On  dira  le  même  du  paramétré  ou  côté  droit  j V au  -+-  4 m p , qui  aupa- 
ravant a été  exprimé  par  V 

3. La  démonlïration , que  nous  voulons  ici  expliquer , fuppote  deux  pro- 

{>rictez  de  l’ellipfe  8c  du  cercle  , qu’ Apollonius  démontre  convenir  à l’d- 
ipfe  dans  le  Théorème  13.  du  Liv.  1.  Il  fuit  maintenant  les  expliquer. 

Soit  Fig.  1 1 j.  NCR  uneelliplè  , ou  un  cercle  , dont  N R — d — 2*  Fi5. 
eft  un  diamètre  ; M le  centre  , MN  — MR=.a  ; NV  = p le  paramétré  UI* 
du  diamètre  N R s N L = x une  abfcilTè  de  ce  diamètre  -,  C L = y une 
appliquée  à ce  même  diamètre.  Joignez  R P , prolongez  L C julqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  P G p.irallcllc  au  diamètre  N L;  menez  encore  F H paral- 
lèle au  même  diamètre.  Vous  aurez  HF  —PG  = NL  , x. 

Hh  ij 
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ho.  (j  L’efpace  , ou  rectangle  HFPG  eft  au  quatre  de  l’abfcillc  NL , comme 
le  côte  droit  ou  paramétré  N P cft  au  côté  traverfànt  ou  diamètre.  C’eft  la 
première  propriété  qu’il  faut  ici  démontrer.  R N , su:  N P . p HF , x : 
FP , De  plus  le  rectangle  HFPG  eft  HFx  FP  =p—  1 &fo  quatre 
de  NL  cft  xx-  Or  p : 2 a : : f-~  : x x : donc  comme  le  paramétré  ou  côté 
droit  eft  au  diamètre  ou  côté  traverlânt  : de  meme  l’elpace  ou  rectangle 
HP  PG  cft  au  quarré  de  l’ablcilTc  NL. 

La  Icconde  propriété  eft  que  le  quarré  de  l’appliquée  C L eft  égal  au 
rectangle  LNPG  fous  l'abfcilîe  L N & le  paramétré  N P , moins  le  rectan- 
gle HFPG  compris  lôus  F H = LN  ôc  fous  H G que  la  ligne  RP  retran- 
che de  LG  — N P paramètre  : en  un  mot  CL1  = LN  x A'/1  — H FXHC> 
ce  qui  fo  démontre  ainfi.  Etant  NL  = x , RL  cft  R N — NL,  2/1  — x -, 
Sc  le  rectangle  N L x L R eft  2 h x — x x:  Or  par  la  nature  de  l’ellipfe  & 
du  cercle  , comme  le  diamètre  2 * eft  au  paramètre  p : de  meme  2 ax  — 
-v.v  rectangle  des  lêgmens  NL  x LR  du  diamètre  cft  à y y quarré  de  l'ap- 
pliquée CL:  2 ayy  = 2 ap  x — pxx  , Scyy  — L'ftlr.Llf.  D’ailleurs 
le  rectangle  NL  x NP  cft  px  -,  le  rectangle  HFx  HG  cil  > comme  on 
l’a  vû  un  peu  auparavant.  Donc  NL  x~NP  — HFX  HG  — pjj_  — 

— *.  lfé_ ~ p*_.  Mais  on  vient  de  voir  77  — i t p x ~ p x.i  : donc  CL 1 quar- 
ré de  l’appliquée  C L eft  égal  au  rectangle  L N x N P , moins  le  rec- 
tangle HFX  HG. 

4.  Suivons  à prefont  la  démonftration  de  M.  Descartes.,  i aIM 
cft  7-yr  , Rcg  1 . Art.  6. 


1 0 Le  paramettre  NP  cft  Règle  j.  V -*■*— 


4»; 


ou  f- 


4»>p  > Réglé  10.  pzz:  aam: 


V nu  -b  4 »>p  : jy-  V au -b  4m  p , OU  V 


le  paramétré  \ 
, qui  eft  le  dia- 


métré  N R , dont  la  moitié  AIN  eft  V - * » "ü” 

±£iü_LP“ 

■+-*»>/<.  Ainfi  7N=  NM—  IMcft^V uu-b  4wp  — Vjnî-  5°IL 

Art.  6.  Ex.  13.  n.4.  Donc  NL  = IL  + JN  eft“  — ~ r ïfz  v'wa 

4.  m p.  40  II  faut  multiplier  NL  par  le  paramétré  NP  , pour  avoir  le  rec- 
tangle L N X N P — xV  uu-b  4»‘p  — jf  V uu-b  4-mp  -b  '2-^  4-  2 mm. 


ï°  nl1 

a .4  iv  * «> 


a a * m x 


p z z 


m Jt  m>  u mm 
4 PP 


/t  .T  9» 

pzz. 


2 tP  ^ u u ■+*  4 mP‘  <’°  Nous  avons  démontré , que  comme  le  paramé- 
tré NP  eft  au  diamètre  NR,  ou  Réglé  10.  commets  eft  à * a rn  : de 
tnéme  le  rectangle  HFG  P eft  au  quarré  de  N L.  Donc  cmvertendo  com- 


le  diamètre  N R eft  au  paramétré  N P , ou  comme  a*m-k  pz&:  ainfi 


a m v * m m 

i p p z z 


m a m ' 
p zz 


4 mp  cft  à l’efpace  ou  rectangle  HFP  G — ^ x x — a x 

Nous  avons 


■+-  x V n u -h  4m  p -b  m-~p—  -b  mm — ~ V u u-b  4 mp.  7 
encore  démontre  que  li  on  ôte  ce  rectangle  HFx  F P du  rectangle 
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m et  et 

XP 


*4Î 

2mm  s 


LNy.NP  , qui  efl  xVuu  -+-  4mp — V uu *mp 
il  reliera  le  quatre  de  l’appliquée  CL,  — L Xx  -+-  ax  ■+■  mm  : donc  CL 


œ x 


_ L 


xx . 


Ce  qu’il  falloit  démontrer. 


;=  y/  mm  -h m — , J 

j , Ce  que  M.  Descar  tes  ajoute  touchant  les  valeurs  de  differentes 
quantitez  fe  trouve  Art.  6.  Ex.  ij. 

Article  X. 

Des  Lieux  plans  (j-  folides , & de  la  maniéré  de  les  connaître ^ 

M.  D e s c A R T e s* 

AU  relie  à caufe  que  les  équations , qui  ne  montent  que  juf-^p"''1 
ques  au  quarré  , font  toutes  comprifcsen  ce  que  je  viens  d ’ex- 
pliquér  ; non  feulement  le  Problème  des  Anciens  en  3 . èc  4.  lignes  = 
cil  ici  entièrement  achevé  ; mais  aufli  tout  ce  qui  appartient  a ce 
qu’ils  nommoient  la  compofition  des  lieux  folides  ; & par  confc- 
quent  auffi  à celle  des  lieux  plans , à caufe  qu’ils  font  compris  dans 
les  lieux  folides.  Car  ces  lieux  ne  font  autre  chofe , Gnon  que  lorf- 
qu’il  ell  queftion  de  trouver  quelque  point , auquel  il  manque  une 
condition  pour  être  entièrement  déterminé  , ainfi  qu’il  arrive  ea 
cet  Exemple  , tous  les  points  d’une  même  ligne  peuvent  être  pris 
pour  celui  qui  eft  demandé.  Et  fi  cette  ligne  cil  droite  ou  circulai- 
re on  la  nomme  un  lieu  plan.  Mais  fi  c’elt  une  parabole  , ou  une 
hyperbole,  ou  une  ellipfe,  on  la  nomme  un  lieu  folide.  Ettoutes- 
fois  & quantes  que  cela  cil , on  peut  veiiir  à une  équation  qui  con- 
tient deux  quantitez  inconnues  j &c  ell  pareille  à quelqu’une  de  cel- 
les , que  je  viens  de  reloudre.  Que  fi  la  ligne  qui  détermine  ainfi 
le  point  cherché  , ell  d’un  degré  plus  coTnpofée  que  les  Seétions 
coniques  , on  la  peut  nommer  en  même  façon  un  lieu  furfolide, 

& ainfi  des  autres.  Et  s’il  manque  deux  conditions  à la  détermina- 
tion de  ce  point , le  lieu  où  il  fe  trouve  eft  une  fupcrficie  , laquel- 
le peut  être  de  même  ou  plate,  ou  fpherique , ou  plus  compofée. 

Mais  le  plus  haut  but , qu’ayent  en  les  Anciens  en  cette  matières 
a été  de  parvenir  à la  compofition  des  lieux  folides  : & il  femblc 
que  tout  ce  qu’ Apollonius  a écrit  des  Sedlions  coniques  n’a  été  qu’à 
deffein  de  la  chercher.  De  plus  on  voit  ici  que  ce  que  j’ai  pris  pour 

H h iij- 
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le  premier  genre  des  lignes  courbes , n’en  peut  comprendre  aucu- 
nes autres , que  le  cercle  3 la  parabole  , l'hyperbole  , 8c  l’ellipfc- 
Qui  eft  tout  ce  que  j’avois  entrepris  de  prouver. 

i . Les  lieux  Géométriques  fo  divifont  en  lieux  à la  ligne , ou  à la  fin-fa- 
ce , ou  au  lolide. 

Les  lieux  à la  ligne  font  ou  plans  , ou  folides  , ou  furfolides. 

Lorfque  le  lieu  eft  une  ligne  droite  , ou  une  ligne  circulaire , il  s’appelle 
plan.  Lorfque  le  lieu  eft  une  ellipfo  , ou  une  parabole  , ou  une  hyperbole, 
il  s’appelle  (olide.  Lorfque  le  lieu  eft  une  ligne  plus  compofée  que  les  Sec- 
tions coniques  , il  s’appelle  furfolidc. 

L’on  divifo  aufli  les  lieux  à la  ligne  courbe  en  diffèrens  genres  , Voyez 
Liv.  x.  Part.  i.  Sect.  4.  Art.  x. 

La  conftruction  des  lieux  folides  comprend  celles  des  lieux  plans.  Car 
pour  conftruire  un  lieu  au  cercle  , il  ne  faut  pas  tirer  d’autres  lignes  que 
pour  conftruire  un  lieu  à l’ellipfe  : & pour  conftruire  un  lieu  à la  ligne 
droite  , il  ne  faut  tirer  qu’une  partie  des  lignes , qui  fervent  à conftruire  un 
lieu  folide , c’eft-à-dire  , dans  l’Exemple  de  M.Descautes  , il  faut 
tirer  les  lignes  qui  conftruifcnt  m , \x  , car  tous  les  lieux  à la  ligne  droite  fc 
reduifent  a la  formule  y = rt  m =fc  ~x. 

1.  La  différence  qu’il  y a entre  les  lieux  à la  ligne  , à la  furfoce  , au 
folide  , eft  telle. 

Lorfqu’on  cherche  un  point , qui  fotisfoflè  à la  queftion  , & qu’apres 
avoir  trouve  la  derniere  équation  il  ne  manque  qu’une  condition  , afin 

3 uc  le  point  cherché  foit  entièrement  déterminé  : le  lieu  eft  à la  ligne 
roitc  ou  courbe  , & tous  les  points  d’une  meme  ligne  peuvent  être  pris 
pour  celui  qui  eft  demandé.  Dans  l’Exemple  13.  Art.  6.  Fig.  69.  on  cher- 
che le  point  C ; pour  déterminer  ce  point , il  y a deux  chofcs  à foire , deux 
conditions  à remplir.  La  première  c’cft  de  fixer  le  point  B , la  longueur 
de  la  igné  AB  , x , afin  de  voir  en  quel  point  la  ligne  C B doit  couper 
la  ligne  A B.  La  féconde  c’ïfc  de  déterminer  la  longueur  de  la  ligne  B C. 
Car  ces  deux  chofcs  étant  connues,  comme  d’ailleurs  le  point  A*  Sc l’angle 
ABC  font  donnez  , le  point  C eft  évidemment  trouvé. 

Or  quand  on  en  eft  venu  à cette  derniere  équation  y — m — n-x  ■+■ 
V,w»+  ax  * — £;*•*,  qui  nous  marque  un  Problème  indéterminé, il  ne  refte 
plus  qu’une  des  deux  conditions  à remplir , pour  rendre  le  Problème  déter- 
miné ; il  ne  refte  plus  qu’à  prendre  à volonte  la  longueur  de  la  ligne  A B, 
x.  Car  des  que  je  l’aurai  déterminée  d’une  telle  longueur  , elle  me  fora 
connue  , & la  valeur  de  C B ,y  = m -r-  ■+■  V mm  ■+■  u>  x — p-  xx , ne 

contenant  plus  que  des  grandeurs  connues  , elle  me  fora  aufli  connue , & 
je  déterminerai  aifoment  fa  longueur  CB,  £c  je  fàurai  exactement , où  eft 
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le  point  C.  On  a vu  dans  tous  les  Exemples  des  Articles  3.5.6. 7.  8. où  il 
11e  manquoit  que  cette  condition  au  point  C , pour  être  entièrement  dé- 
termine j que  le  lieu  a été  une  ligne  , & que  tous  les  points  de  toute  cette 
ligne , ou  d’une  de  les  parties  làtisfàiloient  à la  qucllion  , Se  pouvoient  être 
pris  pour  celui , qui  étoit  demandé. 

Lorlqu’on  cherche  un  point , qui  làtisfaflè  à un  Problème  , Se  qu’aprés 
la  dernière  équation  trouvée , il  ne  manque  que  deux  conditions , afin  que 
le  point  cherché  loit  entièrement  déterminé  : le  lieu  eft  à la  furface  plane 
ou  courbe  > Se  tous  les  points  d’une  furface  finie  ou  infinie  peuvent  être 
pris  pour  celui  qui  eft  cherché , pareeque  tous  donnent  également  la  lolu- 
tion  du  Problème.  C’cft  ce  qui  le  verra  dans  les  Problèmes  1. 1.  3.4.  j.  6. 
qui  fuivent. 

Mais  lorlqu’on  cherche  un  point , qui  làtisfaflè  à un  Problème , Se  qu’a- 
près  avoir  trouvé  la  dernière  équation , il  manque  trois  conditions  au  point 
cherché  , pour  être  entièrement  déterminé  : le  lieu  eft  au  folide  fini  ou 
infini , & tous  les  points  d’un  folide  peuvent  être  pris  pour  celui  qui  eft 
cherché.  Voyez  les  Problèmes  7.  8.  de  cet  Article.  M.  Descautes"  5" 
dit  dans  une  de  lès  Lettres , * que  cet  endroit  de  fa  Geometrie  fert  pour  les 
lieux  ad  line  as  très  & ad  fuperficiem. 

Pour  les  lieux  à la  furface  , cela  eft  clair  : mais  pour  les  lieux  au  lolide, 
ou  à la  quantité  qui  fc  mefure  par  trois  lignes , 8e  qui  eft  de  trois  dimen- 
fions , cet  endroit  de  la  Geometrie  n’y  peut  lcrvir , qu’en  ce  qu’il  donne 
lieu  de  condui  re , que  fi  les  lieux  à la  ligne  demandent , qu’il  ne  manque 
qu’une  condition  ; fi  les  lieux  à la  lurface  demandent  qu’il  ne  manque  que 
deux  conditions , afin  que  le  point  cherché  foit  entièrement  déterminé  ; les 
lieux  au  folide  doivent  fuppolèr  qu’il  manque  trois  conditions  pour  cette 
entière  détermination. 

3.  M.  Descartes  conclud  i°  qu’il  a entièrement  achevé  le  Pro- 
blème des  Anciens  propofé  par  Pappus  en  trois  ou  quatre  lignes > parce- 
qu’il  a donné  la  rclolution  de  tous  les  Problèmes  , dont  les  équations  con- 
tiennent le  quarré  des  deux  inconnues  , ou  de  l’une  des  deux.  Il  eft  cer- 
tain, comme  il  le  reconnoit  lui-même , St  comme  on  l’a  remarqué  , Art.i. 
n.  5.  qu’il  faut  encore  la  refolution  des  Problèmes  , dont  l’équation  con- 
tient le  plan  des  inconnues  , làns  avoir  aucun  de  leurs  quarrez. 

La  rclolution  de  tous  ces  Problèmes  étant  donnée , il  fuit  que  le  Problè- 
me de  Pappus  en  trois  ou  quatre  lignes  eft  entièrement  achevé  dans  les  cas, 
où  la  railon  du  rectangle  lous  deux  des  lignes  cherchées  eft  au  quarré  de  la 
troifiéme , ou  au  rectangle  lous  la  troifiéme  Se  une  donnée  , ou  au  rectangle 
des  deux  autres , comme  une  grandeur  connue  eft  à une  grandeur  connue! 

Mais  comme  cette  raifon  peut  être  differente  , le  Problème  n’eft  pas  , Sç 
ne  peut  pas  entièrement  être  rclolu,  puilque  il  peut  s’étendre  à toutes  fortes 
de  dimenfions.  Voyez  Liv.  1.  Part.  3.  Sect.  5.  Art.  1.  n,  z.  3. 
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M.  D E 5 c a r t e s conclut!  i°  qu’il  a entièrement  achevé  tout  ce  qui 
regarde  la  compofition  des  lieux  plans  6c  folides.  Ce  qui  fuppolè  aulfi  la 
compofition  des  lieux  folides  , dont  l’équation  contient  le  rectangle  des 
inconnues  , fins  avoir  aucun  de  leurs  quarrez  -,  car  alors  il  faut  necellàire- 
ment  (è  fervir  de  l’hyperbole  prife  entre  lés  afymptotes. 

M.  Descartes  conclut!  30  que  le  premier  genre  de  lignes  courbes 
ne  comprend  que  le  cercle  , l'elliple , la  parabole  , 6c  l'hyperbole.  Cela 
cft  vrai , Si  peut  le  connoître  par  ce  raifonnement.  La  valeur  de  y s’ex- 
prime ainiî  y — ± m rt  ^x  =fc  y'±ww»  ± x ± x x ou  pour  rcnfèr- 
00000  0 

mer  l’hyperbole  entre  lès  afymptotes  y ■=.  ± m ±n-x  ± ± V ± w m 

00  000 

± ± J,  xx- 


o 0 

Je  fuppolè  i°  que  tous  les  termes  font  nuis , excepte  n—  , 6c  que  l’équa- 
tion eft  y = 2—  -,  le  lieu  cft  à l’hyperbole  rapportée  à fes  afymptotes, 
Article  8. 

Je  fuppolè  i°  que  le  terme  ™ eft  nul , ce  qui  renferme  plufieurs  cas. 

Si  ce  qui  eft  lous  le  ligne  radical  cft  nul , ou  fi  l’on  en  peut  extraire  la 
racine  quarrée  -,  le  lieu  eft  à la  ligne  droite  , Art.  3 . 

Si  l’on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  quarrée  de  ce  qui  eft  lôus  le  ligne 
radical  , 6c  que  la  quantité  £ xx  foit  nulle  j le  lieu  cft  à la  parabole 
Article  4.  y. 

Si  l’on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  quarrée  de  ce  qui  eft  fous  le  ligne 
radical , 6c  qu’il  y ait  — ^xx  s le  lieu  eft  au  cercle  ou  à l’elliplè.  Art.4.  6. 

Si  l’on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  quarrée  de  ce  qui  cft  lous  le  figue 
radical , 6c  qu’il  y ait  -t-  T~  x x j le  lieu  cft  à l’hyperbole  , Art.  4.  7.  8. 

Je  n’ai  pas  mis  le  cas  où  les  deux  termes  ™ -t-  Vmm  -+-  ux  ■+■  p-  xx  lè 
rencontrent , pareeque  y = ™ -+-  V mm  -t-  u x -t-  £ .v  * cft  une  équation 
du  quatrième  degré  , 6c  du  lècond  genre. 

Voilà  toutes  les  différentes  valeurs  poflibles  dey  , c’eft-à-dirc  , toutes  les 
différentes  relolutions  poflibles  des  Problèmes , dont  les  équations  ont  des 
inconnues , qui  ne  montent  enlèmble  ou  lèparément  qu’à  deux  dimenfions. 
Or  ces  équations  ne  conviennent  pas  à d’autres  courbes , qu’au  cercle , ou 
à l’elliplè  , ou  à la  parabole  , ou  a l’hyperbole  : Si  les  courbes  à qui  ces 
équations  conviennent  lont  du  premier  genre , Liv.  2.  Part.  1 . Secl.  4.  Art.  r. 
Donc  le  premier  genre  de  lignes  courbes  ne  comprend  que  le  cercle  , I ci- 
liplè , la  parabole  , Si  l’hyperbole. 

4.  Il  refte  à apporter  des  Problèmes  à la  fur  (à  ce  6c  au  lôlidc  , 6c  à mon- 
trer qu’il  manque  deux  conditions  dans  les  Problèmes  à la  furfacc , 6c  trois 
dans  les  Problèmes  au  lblidc.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  deux  fortes 
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de  Problèmes  ne  font  pas  proprement  des  Problèmes  , mais  des  Théorèmes, 
fuivant  ce  qui  a été  dit  Liv.  i.  Part.  i.  Secl.  4.  Règle  10.  Ainfi  le  Problè- 
me V I.  qui  fert  à l’explication  de  cette  Réglé  eft  un  Problème  à la  fur; ace. 
Venons  à d’autres  Exemples. 

PROBLEME  I. 

I.  H Tant  donné  Fig.  17.  le  rectangle  M R , trouver  dans  ce  rectangle  le  Fio.  17. 
point  >4,  par  lequel  ayant  tiré  la  ligne  G A H parallèle  aux  cotez  M N,  P R, 
ôc  la  ligne  F AK  parallèle  aux  cotez  MP  , NR  -,  il  le  faflè  quatre  rectan- 
gles PA , AR,  MA  , AN,  qui  foient  en  proportion  Géométrique. 

Nommons  M N , a — P R-,  M P , b = KF  = N R;  P F,  x — M K 5 
FA  , y =PGz=HRi  FR  = PR  — PF  , x — x = KN  ; G M = 

MP  — PG  , b — y = N H. 

L’on  demande  que  GP  x P F {oit  à FR  x R H : comme  GM  x AI  K eft 
à KNx  N H , c'eft-à-dire  en  termes  analytiques  xy  a y — Xy  : : bx  — 
xy  : a b — bx  — ay  xy . 0 — 0,  pareeque  les  termes  font  les  mêmes 
dans  les  deux  membres  de  l’équation  , 6c  toutes  les  conditions  du  Problème 
étant  remplies  , les  deux  inconnues  x,  y ne  font  point  déterminées  , 6c  de- 
meurent arbitraires.  Mais  pour  refoudre  le  Problème  il  y avoit  deux  chofos 
à faire  : la  première  étoit  de  déterminer  le  point  F,  ou  la  grandeur  de  P F 
= x , afin  qu’on  fçût  , où  l’on  devoit  élever  la  ligne  F K-,  la  féconde  étoit 
de  déterminer  le  point  A , ou  la  grandeur  de  FA  = y , afin  qu’on  connut 
par  quel  point  il  fàlloit  mener  la  ligne  G A H.  Après  la  refolution  du  Pro- 
blème ces  deux  conditions  manquent  au  point  A , afin  qu’il  foit  déterminé  ; 
puifquc  je  ne  connois  ni  fur  quel  point  F de  la  ligne  P R il  faut  élever  F K, 
ni  par  quel  point  A de  la  ligne  F K il  faut  tirer  G H.  Le  lieu  eft  donc  à la 
furface , tous  les  points  de  la  furface  déterminée  MR  fâtisfont  au  Problème, 

6c  peuvent  être  pris  pour  le  point  cherché. 

En  effet  il  eft  évident  , qu'en  quelque  endroit  du  rectangle  M R , que 
l’on  fixe  le  point  A , l’on  aura  toujours  les  mêmes  quantitez  , la  même  pro- 
portion 6c  la  même  équation. 

PROBLEME  II. 

U N triangle  équilatéral  ABC  Fig.  1 1 6.  étant  donné  , trouver  dans  ce  r,a- 
triangle  un  point  E , duquel  ayant  tiré  fur  chaque  côté  une  perpencjjculaire  l,<’ 
EF,  EG,  EH  ; ces  trois  lignes  foient  cnfémblc  égales  à la  perpendicu- 
laire B ^ , tirée  du  fommet  B fur  le  côté  oppofe  A C. 

Suppofons  la  chofe  faite  6c  prolongeons  E F jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  le 
côté  A B en  1 , 6c  le  côté  C B prolongé  en  K.  Nommons  à prefent  les  don- 
nées AB,zx  = AC  = BCi  AD,  a=zDCs  BD,  b -,  les  inconnues 
AF,  x ; FE  ,y  ; FC  = AC — AF,  zx — x. 

AD  , * : DB  , b;  : AF  , x : FI  , h-f  ; ÔC  IE  = IF— EF,  _ y, 

I i 
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CD  , n.DB , b ::  CF , 2 & — .v  •'  F K , a b — ls  ; & E K = F K — 
EF,  2 b — y.  Apres  cela  les  triangles  ADB  , GEI  font  auflî 

équiangles  , donc  AB  , 2*  : AD  , a : ; IE  , ^ — y : E G , 

Enfin  les  triangles  BDC  , KEH  font  encore  équiangles  : donc  B C , 2a  ; 
C D , n::  KE  , 2b  — ^ — y : EH , b - — ~~  — \y.  Maintenant  l’on 
demande  EF-i-EG-hEH  = BD,y-i-~^  — {y-*-  b — = b, 

b — b , o=zo.  Car  tous  les  termes  s’efifâccnt. 

La  dernière  équation  laillè  x y indéterminées  ; les  deux  choies  , qui 
peuvent  fixer  le  point  E , manquent  donc  : & le  lieu  eft  à la  furfâce  dé- 
terminée ABC  , tous  les  points  compris  dans  ce  triangle  làtisfont  à la 
queltion. 

PROBLEME  III. 


H Tant  donné  un  cercle  Fig.  117.  & lès  deux  diamètres  AB,  DE,  qui 
lé  coupent  à angles  droits  j trouver  dans  un  des  quarts  de  cercle,  le  point 
F,  duquel  ayant  tiré  fur  A B h perpendiculaire  F H , fur  ED  la  perpen- 
diculaire F G ; le  rectangle  FG  x GE  -+-  le  rectangle  F H x H B loicnt 
égaux  au  rectangle  FG  x GD  -1-  le  rectangle  FHy^HA. 

Nommez  le  rayon  AC  , a = CB  = CE  = CD  ; FG  , x = HC ; 
CG,  y — FHi  À H = AC  — CH,  a — x-,  BH=BC+C  H,  a + 
x > E G = E C — CG,  a — y j D G s=  CD+CG,  « -+-  y. 

L’équation  lè  réduira  à 0 = 0 i y & x font  indéterminées,  & le  lieu  cil  à 
la  fur  lace  terminée  courbe  E ADB. 


Problème  IV. 


Tic 

118. 


E Tant  donné  le  parallélogramme  AB  ED  , trouveren  dehors  de  ce  paral- 
lélogramme un  point  H,  duquel  ayant  tiré  HCF par  le  point  C milieu 
de  la  diagonale  j le  parallélogramme  le  trouve  partage  en  deux  parties 

égales. 


On  prolongera  AD  en  M , on  mènera  HL  parallèle  à AD  , jufqu’à 
ce  qu’elle  coupc  les  lignes  B A , ED  prolongées , s’il  eft  necefîâirc. 

Nommons  a prelènt  les  connues  AB  , a — D E ; AD , b — B E ; les 
inconnues  D K , x — AL  s K H , y ; H L — H K -+-  KL  , y -h  b : DG, 
x — FB  -,  LF=  LA-+-  AB  — FB  , x + a — z.  s KG  = D K + D G, 
ï+r  i#D  M , v. 

On  a ces  Analogies  KG  : K H : : DG  : DM . v — DM:  DG:: 


HL;  LF. 
KH:  KG: 


C»  L 

y i -+-  b x.  


= JL—  , d’où  Ton  forme  £ = ^ plus 

x a — z.  -y-  Z , , 2 y -h  0 1 

ay~-  - — -r  ~ Les  deux  quantitez  x ,y 


LH:  LF.  z.  = ‘ 


j y -i-  b 2 y -y-  b 

demeurent  inconnues  5 le  Problème  eft  donc  à la  furfâce  infinie  ; la  folution 
fèroit  la  même  fi  l’on  avoit  fait  le  calcul  au  point  b. 
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PROBLEME  V. 


151 


T Rouver  fur  la  furface  convexe  d’un  cylindre  droit  ABCD  , Fig.  r 19.  Fi*, 
un  point  E , par  lequel  faifânt  pafler  un  plan  EN  H,  qui  ne  luit  pas  parai- l 
leleà  la  baie  CYD  ; la  foction  ENHM  de  ce  plan  avec  le  cylindre  foit 
une  cllipfo. 

i . Par  le  point  E & par  l’axe  XY  du  cylindre  faifons  palier  le  plan 
ABCD  : ce  plan  eft  évidemment  un  parallélogramme  par  l’axe  du 
cylindre. 

i.  Soit  la  ligne  E H la  commune  Section  du  parallélogramme  par  l’axe 
& de  la  Seétion  cherchée  ENHM.  Les  lignes  EH,  X Y font  dans  le  plan 
du  parallélogramme.  Menez  EG  , FH  parallèles  aux  diamètres  parallèles 
AB  , CD  des  cercles  , qui  terminent  le  cylindre  : les  lignes  G E , F H 
feront  parallèles  j & les  lignes  EK,  AX;  ZH,YD  font  égales.  Ainfi  les 
triangles  E E E-,  LZH , qui  ont  les  angles  en  L égaux  , les  angles  LE  F, 
LHZ  égaux,  les  cotez  EK,  Z H égaux,  feront  égaux.  Donc  EL  — 
LH,  g e E H eft  divifoc  en  deux  parties  égales  au  point  L. 

3.  Suppofons  que  le  plan  ENHM  eft  droit  au  plan  du  parallélogramme 
ABCD  par  l’axe  5 c’eft-à-dirc  que  pr  commune  Section  du  plan  prolongé 
ENHM  avec  CD  bafo  prolongée  du  parallélogramme  ABCD  par  l’axe, 
faflè  les  angles  Dpr  , Hpr  droits. 

4.  Par  le  point  L faifons  aufli  palier  le  plan  INK  M parallèle  à la  bafè, 
cette  Section  eft  un  cercle  par  la  nature  du  cylindre  , & L eft  fon  centre, 
ScIL  — LK.  De  plus  N M commune  Scétion  de  ce  cercle  , & de  la  Sec* 
lion  cherchée  ENHM , paflè  par  le  centre  L , Sc  eft  un  diamètre. 

j.  Les  plans  IN KM,C cD  font  parallèles  & coupez  par  le  plan  prolongé 
ENHM : donc  16.11  ,Eucl.  les  Sections , N L,  qui  eft  dans  le  plan  IN  K AI, 
pr,  qui  eft  dans  le  plan  Ce  d prolongé  font  parallèles.  Mais  les  angles  Hpr, Dpr 
font  droits  : donc  les  angles  E L N,  IL  N font  auffi  droits,  19. 1 .Eucl.  &c  N L 
eft  une  appliquée  à l’axe  E H de  la  Section  cherchée , & au  cercle  INK. 

6.  Après  avoir  tiré  A R parallèle  à E H , faifons  pafler  par  le  point  R le 
plan  P TR  parallèle  à la  bafè  5 ce  fora  un  cercle  , dont  la  commune  Section 
avec  la  Scétion  ENHM  foit  T S Q_.  L’on  démontrera,  comme  dans  le  cer- 
cle IN  KM  , que  les  angles  TSE  , TSP  font  droits,  & que  TS  eft  une 
appliquée  & à E H axe  de  la  Section  cherchée  , & à PR  diamètre  du 
cercle. 

7.  Nous  pouvons  maintenant  appcller  les  connues  AB,  2a  = PR  — 
IK  ; IL  , a = LK  } les  inconnues  AE  , x ; EF  , y s EH , 2^  E L,  z 
= LH.  Les  triangles  AP  R , EFH  font  équianglcs  , & ils  ont  les  cotez 
A R = E H : donc  AP  = E F , y ; & £ P — À P — A E , y — x.  Les 
triangles  EPS,  E FH  font  aufli  cquiangles  -,  donc  EF , y : EP  ,y  — x : 

Ii  ij 
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EH,  2 Z.:  ES, 
Zp.  Les  tri 
LI , a: : ES 


2 Z.  y — 2 x Z. 


Se  S H = E H — ES, 


2 z>  * y *-  +•  i x a 

y — 


:iy+i  a x 


cs  triangles  EPS  , ELI  font  encore  cquianglcs  j donc  EL  ■ 
. ES)  SP,  ^LL^ê^.ScSR=zpR_ps  ^Jt 

1 V 2 .1  X 


y “7"  y * # 

8.  A prefent  par  la  nature  de  l'ol  lipfc  T s 1 : N L2  : : E S x SH  : ELx 
LH , Sic  par  la  nature  du  cercle  fs1  = PS  xSR , jÿZ1  = IL  x LK. 

11  faut  mettre  dans  la  première  Analogie  PS  xS  R pour  TS2 , 1 Lx  LK 
pour  iŸ  L 2 : l’on  aura  PS  X SR,  -+****  : ILxLK  : E Sx 

SH,  ELXLH,  zz.  Donc  + '«****•  __ 

Le  lie.u  eft  à la  furface  courte  infinie  du 
cylindre  , &c  tous  les  points  de  cette  furface  peuvent  être  pris  pour  celui 
qu'on  cherche  : pourveu  que  les  points  E , H , foient  pris  fur  les  deux 
cotez  oppofez  du  parallélogramme  par  l’axe  , l’un  plus  près  que  l'autre  de 
la  baie  ; que  par  ces  points  E , H,  on  fâlfe  palier  un  plan  ENHM  per- 
pendiculaire au  parallélogramme.  11  manque  deux  conditions  pour  déter- 
miner le  Problème  : la  première  ell  le  point  E , ou  la  longueur  AE  , x ; la 
fécondé  cft  le  point  H , ou  la  longueur  de  G H , ou  de  EF , y. 


PROBLEME  VI. 

fl0  E Tant  donné  Fig.  1 1 6.  le  triangle  équilatéral  ABC  , trouver  au  dehors 
iu.  de  ce  triangle  le  point  e , duquel  ayant  tiré  fur  les  cotez  prolongez  , où  il 
le  faut , les  perpendiculaires  e F,  eg  , ch  ; la  différence  de  la  pemcndicu. 
lairc  cF  tiree  fur  AC  &c  de  la  fbmme  des  deux  autres  eg  , eh  feit  égale 
à la  perpendiculaire  B D abbaiflee  du  lômmct  B fur  le  même  côté  A C. 

Après  avoir  donné  les  mêmes  lettres  aux  lignes  qui  font  ici  les  mêmes 
qu’au  Problème  1 1.  l’on  aura  F/=  Le  . mais  le  fera  ici  -+-  y » on  aura 
F K = 2 b — ^5  mais  eK  fera  ici  2 b — ~ y.  Les  triangles  fembla- 
bles  BD  A , le  g donnent  cette  Analogie , Ab , 2 a : AD  ,a  : : le  , —■ 
y:  eg,  7^ -+- 7/.  Ht  les  triangles  équiangles  B D C , h e K celle-ci , BC, 
2 tt  : D C , a : : K e , 2 b — ^ -t-  y ; eh,  b — L*  -t-  ~y.  Maintenant 
l’on  demande  eh  -4-  eg  — eFz=BD , c’cft- à-dire  en  termes  Algébriques 
b — 7-3  -t-  {y  -+■  7-7  -t-  7 ji  — y = b s b =.  b , 0 = 0,  Et  le  Problème  eft  à 
la  furface  plane  infinie  hors  du  triangle  , & tous  les  points  de  cette  furface 
peuvent  être  pris  pour  celui  qu’on  cherche.  Deux  conditions  A F = x, 
e F = y relient  indéterminées. 


PROBLEME  VII. 

• Ei«.  ETant  donné  Fig.  no.  un  parallélépipède  droit  uyh  k , trouver  dans  ce 
ll°-  loi  idc  un  point/»,  par  lequel  failânt  palier  trois  plans/7  <j  r , ixCm,  n A zp 
parallèles  chacun  à deux  furfaces  oppofëesdu  parallclepipcde  : il  rcfulte  huit 
nouveaux  parallélépipèdes , qui  fallcnt  quatre  à quatre  deux  proportions, 
c’cll  à-dire , que  acj't  ; aefl::  aegD.aegq.  Sic  adfb  : adfr:  : *dgf; 
adgr. 
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Suppofons  la  chofe  faite , 2c  nommons  les  connues  Hl , a ~pn  — k h 

— rq  = de  = ft=uy=zA  = BD  . I h , b—im  — H k = qt  = 
cb  = r s = yD  = x C = u B.  hD  ,c  = mC  ■=  k B ■=.  tiA  =fg  — p z — 
ly  = ix  =Hu.  Et  les  inconnues  w h , zz=  fn  = il  — bt  z=  ae  —c  q 

— DC—gA  — x y . mk  z=.k  b — m h , a — z=fp=ziH=rc  = d.i 

— sb  = B C — zg  — x n . t h , y =.  b m =.  s k —en  — af —dp  = ql  = 
ci  — r H . t D =Dh  — t h , c — y — Cb  — Bs  = Ae=ga  — zd  = 
yq  ■=  xc—  ur . hn  , x =zfm  =p  k = te  = ab  = ds  = DA  — Cg  = 
z B.  ln-=.lh  — nh  , b — x ==  if = Hp  = qe  = c a = rd  =y  A = 

— U Z. 

De  forte  que  les  parai lelepipedes  feront  i°  aeft  = x zy , 20  /» e/l  = 
bzy  — x zy,  30  aegD  = c x z — xyz  , 40  *e  gq  =bcz  — bzy  — czx 
-+-  x y z,  , j°  adfb  ■=.  a xy  — x zy  , 6°  adfr  = æÆj'  — /*  ,v_y  — £ zy  -h 
x zy  , 70  = — a *7  -j-  *.7  z;  + — c xz  , 8° 

-j-  axy  -+-  ^ — .vzj-  -t-  abc  — «a  — bc  z •+ • c x z. 

Les  deux  proportions  Géométriques  donneront  0 = 0.  Le  lieu  cfb  au 
folide  fini  uyhk  , de  forte  que  tous  les  points  du  parallélépipède  propofé 
peuvent  être  pris  pour  celui  qui  eft  demande , 2c  làtisfont  au  Problème.  Les 
trois  conditions  qui  manquent  pour  déterminer  le  point  /*  font  celles-ci. 

1.  Il  faut  déterminer  hm  =.z  , & le  point  m , par  lequel  le  plan  ixCm 
doit  palier.  1.  Il  faut  déterminer  ht  = y , & le  point  t , par  lequel  le  plan 
tqrs  doit  palier.  3.  Il  faut  déterminer  hn  — x,  & Je  point  » , par  lequel 
le  plan  nAzp  doit  palier.  Car  ces  trois  plans  n’ont  que  le  point  a de  com- 
mun , 2c  le  déterminent  par  leurs  interférions. 

Problème  VIII. 

£ Tant  donnée  la  Sphere  BGD  Fig.  121.  trouver  un  point  C hors  de  Fie. 
cette  Sphere  , & un  diamètre  EG  dans  la  Sphere , tels  , qu’ayant  thé  la  Ul* 
perpendiculaire  CF  D -,  on  ait  CB  X CD  = CF%  — F B *. 

Je  fuppolê  la  chofe  faite, 8c  pareeque  1.  1 1.  Eucl.  les  lignes  BD , E G font 
dans  un  meme  plan  , je  fais  palier  un  plan  par  ces  lignes , qui  fera  le  cercle 
BGDE , car  toute  Section  d’une  Sphere  eft  un  cercle  par  la  Propofition  1. 
du  Liv.  1 . des  Sphériques  de  Thcodofo  , 2c  le  centre  de  ce  cercle  fora  A 
centre  de  la  Sphere.  Je  tire  les  rayons  AB,  AD. 

Je  nomme  les  connues  A B — AD  , x ; les  inconnues  AF , y,  CB,  x. 

B F eft  égal  à FD.  De  plus  b~F*  = B A1  — AF1  — an  — y y i &c  B F 
r=  V a a,  — y y = FD  ; B D ■=.  2\/  x x — y y > CF  C B -t-  B F , x 4- 

}/  x x — y y » C D — - C B + B D . x -f-  -V  a x — ■ y y. 

Par  la  luppofition  CB  x CD  = CF1  — FB z.  Ce  qui  s’exprime  ainll 
xx  -+•  2 x'/'x  x — yy  — *x  ■+■  2 x ^ — yy  -t-  *'»  — jj — ««+  yyt 

0 — 0.  Le  Problème  eft  donc  au  folide  infini , qui  entoure  la  Sphere  don- 
née B GD.  Car  le  diamètre  GE,  le  point  F de  ce  diamètre , la  longueur 

li  ii] 
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de  la  perpendiculaire  FC  demeurent  inconnues  s trois  choies  qu’il  auroit 
fallu  déterminer  afin  que  le  point  C & le  Problème  eullènt  été  déterminez. 
Il  eft  donc  libre , de  tirer  le  aiametre  G E tel  qu’on  voudra  dans  la  Sphère, 
de  choifir  le  point  F tel  qu’on  voudra  lur  ce  diamètre , de  faire  la  perpen- 
diculaire FC  de  la  longueur  qu’on  voudra  : le  point  C (àtisfera  toûjoursà  la 
queftion.  C’eft  la  propofition  fixiéme  duLiv.  II.  des  Elemens  d’Euclide. 


SECTION  III. 

Solution  particulière  du  Problème  de  Pappus  , lorfquil  ejl  propoje  en 

cinq  lignes. 

M.  Descartes. 

Uc  fi  la  queftion  des  Anciens  eft  propofée  en  cinq  lignes,  qui 
•fl  u rt  V^/  foient  toutes  parallèles  ; il  eft  évident  que  le  point  cherché 
& i * fera  toujours  en  une  ligne  droite.  Mais  fi  elle  eft  propofée  en  cinq 
ftT  lignes , dont  il  y en  ait  quatre  , qui  foient  parallèles  , & que  la 
cinquième  les  coupe  à angles  droits , ôc  même  que  toutes  les  lignes 
''“ri7!’r  tirées  du  point  cherché  les  rencontrent  aufii  à angles  droits,  & enfin 
■vtm  m qUe  le  parallelepipede  compolé  de  trois  des  lignes  ainfi  tirées  fur 
lÛJut/n  trois  de  celles  q ui  font  parallèles  , foit  égal  au  parallelepipede  com- 
pofé  des  deux  lignes  tirées , l’une  fur  la  quatrième  de  celles  qui  font 
'jllp'jl'  parallèles , & l’autre  fur  celle  qui  les  coupe  à angles  droits,  6c  d’une 
« imi  troifiéme  ligne  donnée.  Ce  qui  eft  ce  femble  le  plus  fimple  exs 
v qu’on  pu i fie  imaginer  après  le  precedent  ; le  point  cherché  fera  eu 
la  ligne  courbe , qui  eft  décrite  par  le  mouvement  d’une  parabole 
*part  i.  en  la  façon  * ci-defius  expliquée. 

».«.  Soient  par  exemple  Fig.  ni.  les  lignes  cherchées  AB,  1H, 
ED , G F , & G A , ôe  qu’on  demande  le  point  C , en  forte  que 
tirant  CB  ,CF,  CD  , CH  Sc  C Ma  angles  droics  fur  les  données, 
le  parallelepipede  des  trois  CF,  CD,  £>c  CH  foit  égala  celui  des 
deux  autres  CB  ôc  CM,  & d’une  troifiéme  qui  foit  Al.  Je  pôle 
C B — y -,  CM  = x ; A I ou  A E , ou  GE  — a,  s de  façon  que  le 
point  C étant  entre  les  lignes  A B ôc  D E , j’ai  CF  — z a —y  s CD 
= a — y , 6c  CH  =y  + a j ôc  multipliant  ces  trois  l’une  par  l’autre, 
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j'ai  jy  * — i ayy  — aay  -h  za'  égal  au  produit  des  trois  autres , t]ui 
d\axy.  Après  cela  je  confidere  la  ligne  courbe  CEG  , que  j’inaa- 
gine  être  décrite  par  l’interfe&ion  de  la  parabole  CKN , qu’on  fait 
mouvoir  en  telle  forte  que  fon  diamètre  KL  cft  toujours  fur  la 
ligne  droite  AB  , & de  la  Réglé  G L , qui  tourne  cependant  autour 
du  point  G , en  telle  forte  quelle  paffe  toujours  dans  le  plan  de 
cette  parabole  par  le  point  L.  Et  je  fais  KL  = a , & le  côté  droit 
principal  , c eft-à-dite , celui  qui  fe  rappc®te  à l’aiflieu  de  cette 
parabole  aufli  égal  â a , & G A = z a -,  ôc  C B ou  MA  ==y , Sc  CM 
ou  AB  = x.  Puis  à caufe  des  triangles  femblablcs  GMC  }&cCBL  j 
GM  qui  eft  z a — y eft  à MC  qui  cifc  x , comme  C B qui  efl:^  eft 
à B L qui  par  confequent  eft  Et  poureeque  L K elf  a , B K cft 

- bien 


— xy 
2 a— y 


OU 


Et  enfin  poureeque  ce  même  B K étant  un  fegment  du  diamètre 
de  la  parabole  eft  à B C qui  lui  eft  appliquée  par  ordre  , comme 
celle-ci  eft  au  côté  droit , qui  eft  a , le  calcul  montre  que  y ' — 
2.  ayy  — a, y y -h  z a * eft  égal  à axy  s 6c  par  confequent  que  le  point 
C eft  celui  qui  étoit  demandé.  Et  il  peut  être  pris  en  tel  endroit  de 
la  ligne  C EG  qu’on  veuille  choifir,  ou  aufli  en  fon  adjointe  cEGcy 
qui  fe  décrit  en  même  façon  , excepté  que  le  fommet  de  la  para- 
bole eft  tourné  vers  l’autre  côté  , ou  enfin  en  leurs  contrepofées 
Nlo  j ?i!0  , qui  font  décrites  par  l’interleôtion  que  fait  la  ligne 
GL  en  l’autre  côté  de  la  parabole  K N. 

Or  encore  que  les  parallèles  données  AB  ,1H , ED  , & G F ne 
fufl'ent  point  également  diftantes , Se  que  G A ne  les  coupât  point 
à angles  droits  , ni  aufti  les  lignes  tirées  du  point  C vers  elles  ; ce 
point  C ne  laifTeroit  pas  de  fe  trouver  toujours  en  une  ligne  courbe, 
qui  feroit  de  cette  même  nature.  Et  il  s’y  peut  aufli  trouver  quel- 
quefois , encore  qu’aucune  des  lignes  données  ne  foient  parallèles. 
Mais  lorfqu’il  y en  a quatre  ainfî  parallèles  , & une  cinquième  qui 
les  traverfe  : & que  le  parallelepipcde  de  trois  des  lignes  tirées  du 
point  cherché  , l’une  fur  cette  cinquième  , ôc  les  deux  autres  fur 
deux  de  celles  qui  lont  parallèles  , foit  égal  à celui  des  deux  tirées 
fur  les  deux  autres  parallèles,  & d’une  autre  ligne  donnée  : ce  point 
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cherché  eft  en  une  ligne  courbe  d’une  autre  nature  , à favoir  en 
une  qui  eft  telle  , que  toutes  les  lignes  droites  appliquées  par  ordre 
à l'on  diamètre  étant  égales  à celles  d’une  Seétion  conique  , les  feg- 
mens  de  ce  diamètre  , qui  font  entre  le  fommet  & ces  lignes , ont 
même  proportion  à une  certaine  ligne  donnée , que  cette  ligne 
donnée  a aux  fegmens  du  diamètre  de  la  Seétion  conique,  aufquels 
les  pareilles  lignes  font  appliquées  par  ordre.  Et  je  ne  faurois  véri- 
tablement dire  que  cet^  ligne  (oit  moins  (impie , que  la  preceden- 
te , laquelle  j’ai  crû  toutesfois  devoir  prendre  pour  la  première  , à 
caufe  que  la  dekription , & le  calcul , en  font  en  quelque  façon 
plus  faciles. 

Les  chofos  dont  nous  parlerons  ici  font  i . la  folution  du  Problème  de 
Pappus , lorfque  les  cinq  lignes  données  font  toutes  parallèles  à une  foule. 
2.  Lorfque  il  y a quatre  lignes  données  parallèles , Sc  une  cinquième  qui 
les  coupe.  3 . Quelle  eft  la  ligne  la  plus  (impie  , qui  (âtisfaflc  au  Problème 
de  Pappus  , lorfqu’il  eft  propofé  en  cinq  lignes.  4.  Parcequc  M.  Des- 
car. tes  , Liv.  1.  Part.  3.  Sect.  2.  a dit , que  le  Problème  de  Pappus  étant 
propofé  en  cinq  lignes,  les  points  cherchez  peuvent  fc  trouver  en  une  ligne 
droite  , en  un  cercle , & en  une  des  Sections  coniques , nous  en  donnerons 
quelques  Exemples.  Bien  plus  trois  ou  quatre  lignes  étant  données  , nous 
montrerons  que  ces  points  peuvent  être  fur  une  courbe  d’un  genre  plus  éle- 
vé. 5.  Avant  que  de  finir  cette  fécondé  Partie  nous  examinerons  fi  la  quef- 
tion  de  Papous  peut  être  propofoc  d’une  maniéré  entièrement  impoffible. 
6.  Nous  ajouterons  ce  que  M.  D e s c a r t e s dit  encore  ici  touchant  les 
differentes  cfpcccs  de  courbes  & leur  defoription. 

Article  I. 

L es  cinq  lignes  données  font  parallèles  d une  feule. 

L Orlquc  les  cinq  lignes  données  font  toutes  parallèles  & une  feule , 
Mr Descartes  dit  dans  cette  Section  , qu’il  eft  évident  que  le  point 
cherché  eft  dans  une  ligne  droite.  C’eft  ce  qui  fo  conclurra  de  la  conftruc- 
tion  des  Exemples  qu’on  apportera.  Et  il  a dit  Liv.  1.  Part.  3.  Sect.  y.  que 
ce  point  ne  peut  être  trouvé  avec  la  Réglé  & le  Compas , à caufe  que  la 
quantité'  x ne  Je  trouvant  point  en  toute  l'equation  , il  ne  fera  plus  permis  de  pren- 
dre une  quantité'  connue  pour  celle  qui  ejl  nommer  y t mais  ce  fera  elle  qu’il  faudra 
chercher  s & pour  ce  qu’elle  aura  trois  dimenfons  , on  ne  la  pourra  trouver  , qu’en 
tirant  la  racine  d’une  équation  culique  s ce  qui  ne  fe  peut  geru  râlement  faire , 
fans  qu  on  y employé  pour  le  moins  une  Section  conique,  La  racine  cubique  fora 

extraite 
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extraite  fans  le  fecours  d’aucune  Section  conique , Ex.  i.  2.  & par  le  moyen 
d’une  telle  Section,  Exemple  3. 

Exemple  I.  y' — 3*yy  -+-  3**y — *'=.64»'. 

S Oient  données  Fig.  1 24.  les  cinq  lignes  parallèles  A a , B b , D d , Ee,  F o.’ 
Ff  : il  faut  trouver  un  point  C , duquel  ayant  tiré  fur  les  données  les  per-  IM* 
pcndiculaires  CA,  CB  , CD  , CE  , CF  -,  le  parallelepipede  fous  CB , 

CD  t CE  foit  égal  au  parallelepipede  fous  CA  , CF  , & la  donnée 
B D = a = 1. 

La  diftancc  des  parallèles  cil  connue  : que  D E foit  2a  j AB  , yV yaaz^: 

B F,  CB  ,ys  CD  = CB  — BD  -,  y — a ; C E = C B — B E , y — Sa  ; 

C A =z  C B + B A , y V6 s**  i CF  =BF  — CB  , V 6 S*  4 — y. 

Puilque  l’on  demande  CB  x C D X C E — C A xC  Fx  * > l’équation 
fcra7  * — 4*yy  -r-  3** y = — *yy  -t - 1 s*'  \y'  — 3*yy  -4-  3*  *y  — * ’ 

= 64* 1 , ou7  * — 3*  y y -f-  3» & y — 6 s*  * = «.  Extrayez  la  racine  cubi- 
que de  y * — 3*  y y ■+■  3*  *y  — « 1 = 64»'  folon  la  méthode  ordinaire  de 
1 Algèbre  , vous  aurez  y — & = 4*  s y = s**  Que  fi  vous  extrayez  les 
racines  dc7 s — 3*yy  -t-,  3**y  — 6 s**  = 0.  Selon  la  méthode  de  Liv.3. 
Part.  3.  Seét.  2.  en  divilànt  par,?  — s*  = » j le  quotient  eft  y y -y-  2*  y 
1 3*4  =.  0 , dont  les  Acines  font  y = — a±V  — r 2 a a : ainli  vous  trou- 
vez trois  racines , la  première  y — s*  = ° , ou  y — 5»  > la  fcconde  y — — 
a _t_  >/  — i2M»,  la  troifiéme  y — — * — V — J 2aa  ; les  deux  dernières 
font  imaginaires  ; la  première,  qui  eft  la  même , que  la  méthode  ordinaire 
avoit  trouvée  , fo  conftruit  ainfi. 

Faites  BC  = fa,  par  le  point  C menez  la  ligne  C c parallèle  à B b , e!  le 
eft  le  lieu  cherché.  Au  point  c tirez  des  lignes  parallèles  aux  autres  cb  à 
CB  , edi  CD.,  fcc. 

Dém.  Vous  avez  cb  = CB , y 3 cd^CD  , y — a ; ce  -z=CE , y — 
y a.  i ca  = CA,  y -\-V6  S»  * i cf  = CF,  y/6  yaa  — y : & l’équation  y * — 

+ jaay  = — nyy  h-  6 s*  * , comme  auparavant  au  point  C. 

Exemple  II.  y 1 — i4*yy  ■+■  2oaay  ■+■  214*'  = 0. 

S Oient  données , Fig.  1x5.  les  cinq  lignes  parallèles  entr’elles  A a , B b,  ri  o. 
Dd,  Ee  , Ff:  il  faut  trouver  un  point  C , duquel  ayant  tiré  les  lignes  CA, 11{* 
CB,  CD , CE , CF,  failânt  avec  les  données  un  angle  droit;  le  parallele- 
pipede  fous  CB  ,CE , CF  foit  égal  au  parallelepipede  fous  CA,  CD  fc 
une  donnée  B F = 4 a. 

Parcequ'on  connoît  les  diftances  des  lignes  données  : que  B A foit  Sa.  ; 

BD  , 7 a,  D E , a -,  EF , 2*  > B F,  4a  -,  BE  , 6 a-,  CB  ,y,  donc  CA  ,y-i- 
Sa,CD,y  — 7a  ;CE,  y — 6a,  CF,  y — 4*. 

L’équation  fera  y1  — 1 4 *yy  -4-  20  aay  -+-  224a  ’ = 0 dont  les  racines 
font,?  = S a , y =.  ja±V  37*  *,  K k 
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La  racine  y = Sa  fe  conftruit  en  prenant  BC  = Sa  & menant  Ce 
parallèle  à.  B b. 

La  racine^  = ja  ■+■  Vj7aa  le  conftruit  en  prenant  B 1 C = ja 
V 37  a a , & la  racine  y = ja  — V 37**  en  prenant  Bk  = — .?*  -+- 
V S7aa  : les  lignes  qui  feront  tirées  par_  K , k parallèles  à B b fatisferont 
au  Problème. 

i°  Au  point  K , nous  trouvons  les  mêmes  valeurs , qu’au  point  C,  donc 
l’équation  fera  la  même.  z°  Au  point  k nous  avons  k B , — y s k A , Sa 
-+-  y i kF  , — y -+-  4 * : k E , — y -h  6a  s kD  , — y -+-  7*  , & la 
meme  équation  qu’auparavant. 

Dans  ces  deux  Exemples  l’on  ne  s’eft  pas  fervi  d’aucune  Section  conique, 
m iis  la  divilion  a lu:ht.  La  conftrudion  de  ces  deux  Exemples  vous  mon- 
tre que  les  lieux  cherchez  peuvent  être  dans  une  ligne  droite  , lorfque  les 
lignes  données  font  toutes  parallèles  à une  feule. 

Exemple  III.  y 1 — 6*jy  •+■  9*»y  ■+■  sa*  — 0. 

Fie.  S Oient  Fig.  1 1 6.  données  les  cinq  lignes  toutes  parallèles  A a , Bb , D d, 
116.  E e , Ff.  11  huit  trouver  le  point  C d’où  ayant  tire  fur  les  données  les  lignes 
CA  ,C  B,CD  ,CE,CF , faifint  avec  elles  des  angles  de  60.  degrez  j le  pa- 
rallélépipède Ions  CA,  CD,  CE  foit  égal  au  parall£lcpipcde  fous  CB , CF, 
&c  une  ligne  donnée  égale  à 4 a. 

Suppofez  la  choie  faite  , & pareequ’on  connoît  les  angles  que  les  cher- 
chées font  avec  les  données , l’on  connoît  au  (h  les  lignes^  B , BD  , DE 
■=  a -,  EF  =:  \a  -,  C B , y -,  C A , y ->t-  a i CD  , y — a , C E , y — ja  ; CF, 
y — {a. 

L’équation  fera  y ' — fAyy  -+-  paay  -+-  j a1  — 0. 

Si  vous  voulez  la  conftruire  , & pour  cela  connoître  fès  racines  ; la  Mé- 
thode, dont  je  me  fuis  fèrviaux  deux  Exemples  precedcns  ne  fuffit  pas  ; il 
faut  par  l’interfèclion  d’un  cercle  & d’une  parabole  découvrir  la  feule  raci- 
ne C B de  l’équation , comme  on  le  fera  Liv.  3 . Part.  4.  Sect.  1 . Art.  t . 
Ex.  4.  La  ligne  Ce  parallèle  à B b cft  le  lieu  cherché. 

Dém.  Comme  aux  Exemples  1 . z. 

Article  II. 

Quatre  lignes  font  parallèles  , fa  une  cinquième  les  coupe, 

F o-  T E cas  le  plus  fîmple , après  le  precedent , dans  lequel  le  Problème  de 

îij.'  1 , Pap,  us  a été  propofé  en  cinq  lignes  toutes  parallèles  à une  feule  j 

i7-  c’eft  félon  M.  D e s c a r.  t e s , le  cas  dans  lequel  ce  Problème  eft  propo- 
fé en  cinq  lignes , dont  quatre  font  parallèles  à une  feule  , £c  la  cinquième 
les  coupe  j comme  Fig.  izz.  113.57. 
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Les  deux  différentes  combinaifons  , qu’on  peut  faire  des  lignes  cher- 
chées qui  Ce  multiplient  avec  une  donnée , fournillént  deux  courbes  de 
nature  différente. 

1.  Si  l'on  demandé  que  le  parallélépipède  compofé  parla  multiplication 
de  trois  des  lignes  cherchées  tirées  fur  trois  des  données  qui  (ont  parallèles, 
lbit  égal  au  parallélépipède  compofc  i°dcs  deux  autres  lignes  cherchées, 
tirées  l’une  (ur  la  quatrième  donnée  parallèle  , l’autre  fur  celle  qui  coupe 
les  parallèles  ; 20  d’une  troifiéme  ligne  donnée  : alors  le  point  cherché  eft 
fur  la  courbe  décrite  , Part.  1.  Seél.  4.  §.  2.  n.  6.  que  nous  appelions  ici  la 
première  cfpecc  de  courbes.  Au  refte  en  gardant  cette  condition  dans  la 
multiplication  des  lignes  , l’on  fait  quatre  combinaisons  differentes  que  l’on 
conftruira  dans  les  quatre  premiers  Exemples.  La  première  que  M.  Des- 
car t E s a conftruitc  , eft  , CD  x CF  x C H = CB  x CM  X <*  5 la 
feconde  CB  x CFx  CH  = CD  x C M X a ; la  troifiéme  CF  x CD  x CF 
=zCIi  X C M X a > la  quatrième  CB  x CD  xCH  = CFx  CM  x a. 

Toutes  ces  choies  étant  fuppofées , il  peut  encore  arriver,  ou  en  premier 
lici^  que  les  quatre  parallèles  foient  également  éloignées  l’une  de  l’autre, 
que  la  cinquième  les  coupe  à angles  droits , que  les  lignes  cherchées  (oient 
perpendiculaires  fur  les  données , comme  Ex.  1.  2.  3.  4.  Ou  en  (ccond  lieu 
que  , tout  le  refte  demeurant  le  même , la  diftance  des  parallèles  (oit  diffé- 
rente , comme  Exemple  y.  ou  en  troifiéme  lieu , que  la  cinquième  ligne 
ne  coupe  pas  les  quatre  parallèles  à angles  droits , comme  Exemple  6.  ou  en 
quatrième  lieu  que  les  lignes  cherchées  ne  (oient  pas  perpendiculaires  aux 
données , comme  Exemple  6.  Dans  tous  ces  cas  la  courbe  cherchée  eft  de 
même  nature.  11  peut  aufli  arriver  en  cinquième  lieu  qu’aucune  des  don- 
nées ne  (oit  parallèle  à une  autre  , 8c  que  les  cherchées  faflènt  diffèrens 
angles  avec  les  données , 8c  que  la  courbe  (bit  encore  de  même  nature, 
comme  Exemple  7. 

2.  Lorfqu’iî  y a quatre  lignes  ainfi  parallèles  , 8c  une  cinquième  qui  les 
traverle  ; 8c  que  le  parallelepipede  de  trois  des  lignes  tirées  du  point  cher- 
ché , l’une  fur  cette  cinquième , 8c  les  deux  autres  fur  deux  de  celles  qui 
font  parallèles  ; (oit  égal  à celui  des  deux  tirées  fur  les  deux  autres  parallè- 
les , 8c  d’une  autre  ligne  donnée  : ce  point  cherché  eft  fur  une  ligne  cour- 
be d’une  autre  elpccc  , que  M.  Descartes  explique  ainfi.  Toutes  les 
lignes  droites  appliquées  fur  ordre  à fin  diamètre  e'tant  égalés  À celles  d’une  Sec- 
tion conique  , les  Jtgmens  de  ce  diamètre , qui  font  entre  le  fiommet  & ces  lignes, 
ont  même  proportion  à une  certaine  ligne  donnée,  que  cette  ligne  donnée  a aux fig- 
mens  du  diamètre  de  la  Seftion  conique , aufquels  les  pareilles  lignes  font  appliquées 
par  ordre.  M.  Descartes  n’cfo  pas  aflurer  que  cette  ligne  courbe  (bit 
moins  (impie  que  la  precedente.  Au  refte  en  gardant  la  condition  , dont  on 
vient  de  parler , dans  la  multiplication  des  lignes , on  peut  faire  fix  combi- 
naifons  différentes  , que  l’on  conftruira  dans  les  fix  derniers  Exemples.  La 
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première  e(iCiWxCSxCD  = CFxCHx«i  la  féconde  C M xC  B x 
C F = CD  xCHx*i  la  troifiéme  C MxCBxCH  = CD  X CFx  la 
quatrième  CMxCD  XCF  = CB  xC  H X a i la  cinquième  CMx  CD  x 
C H=  C BxCFx*  j la  fixiéme  CMxCFxCH  = Cfix  CD  x 
L’ordre  n’eft  pas  le  même  dans  les  Exemples. 

3 . La  différente  nature  de  ces  deux  elpeces  de  courbes  confilte  en  ce 
que  dans  l’équation  de  la  première  efpcce  l’une  des  inconnues  y monte  au 
troifiéme  degré  7 ’ , 8c  que  les  deux  enfèmble  font  un  plan  x y -,  mais  dans 
l'équation  de  la  fécondé  e(pece_y  ne  monte  feparement  qu’au  quarté^  , 8c 
que  les  deux  enlèmble  font  le  lolide  xyy. 

Exemple  I.  y'  — 2»yy — »ay  -+-  2»  * = axy.. 

C ’Eff  l'Exemple  deM.  Dbscartes,  Fig.  1 z z.  Tout  ce  que  nous 
liions  dans  là  Géométrie  touchant  le  calcul , la  conflruélion  , 8c  la  démonf- 
tration  faite  au  point  C cil:  fort  clair.  Ce  qu’il’omet  à la  fin  du  calcul,  cil: 
aile  : car  li  B K cil  L—L~l  lvy~  * * , 8c  que  le  paramètre  de  la  parabole  foit 
a ; on  aura  par  la  nature  de  la  parabole  ’*■*'*  = yy  \ y1  — 2*jy- 

— aay- f-  2 a*  = axy . 

Le  point  C , ajoute  M.Descastes,  peut  être  pris  en  tel  endroit 
de  la  ligne  C E G , qu'on  veuille  choifir , ou  aullï  en  Ion  adjointe  cEe  , ou 
enfin  en  leurs  contrepolées  NIo , ni  O.  Ces  quatre  lignes  le  décrivent  de 
cette  maniéré.  La  première  C E G qui  ell  renvcrlec  Fig.  1 2.3 . 8c  là  contre- 
pofée  N Io  fe  décrivent  par  le  meme  mouvement  de  la  Réglé  GL , qui  cou- 
pe les  deux  cotez  de  la  parabole  renverlee  CK  N.  L’une  C E G ell  tracée 
par  l’interlèclion  de  la  Réglé  G L 8c  de  la  portion  K C infinie  de  la  para- 
bole ; l’autre  NIo  ell  tracée  par  l’intcrlcclion  de  la  Réglé  G L 8c  de  l’autre 
portion  infinie  K N de  la  même  parabole.  La  courbe  GCE  Fig.  57.  8c  là, 
contrepofée  O In  font  décrites  par  un  même  mouvement  de  la  Réglé  G L, 
qui  coupe  les  deux  cotez  de  la  parabole  droite  CKO.  L’uneGCEcll  tracée 
par  l’intcrlèélion  de  la  Réglé  GL  8c  de  la  portion  infinie  ICC  de  la  ligne 
parabolique  ; l’autre  OIn  cil  tracée  par  l’interfèclion  de  la  meme  Réglé 
GL  , 8c  de  l’autre  portion  infinie  KO  de  la  meme  ligne  parabolique. 

Pour  connoitre  lî  le  point  C peut  fe  prendre  for  ces  quatre  courbes , il 
faut  examiner , fi  tous  leurs  points  donnent  la  même  équation  y ' — 2 a y y 

— aay  -+-  2a'z=  axy.  Soit  i°  par  la  valeur  des  lignes  tirées  du  point  Cfur 
les  lignes  données  ; foit  1*  par  la  confideration  des  triangles  lèmblablcs  for. 
mez  dans  la  génération  de  fa  courbe. 

1 . Au  point  c de  la  courbe  CEc  renverfée  Fig.  m.  L’on  a c B , y ; c w, 
x -,  cl  ~=y  — 2 » = mG  > cD  =y  — « > c H = y -y-  ».  Et  l’équation  y ‘ 

— 2 a y y — aay  - 4-  2 a ’ = axy , même  équation  qu'au  point  C. 

Mais  pour  examiner  plus  aifçmcnt  les  triangles  cmG  , cbl  paffons  à la 


* 
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Figure  r 13 . où  ils  font  formez.  On  a cette  Analogie  G m , y — 2*  : me  , 

*-  » 1 ■ v v t II  y V a v • a.  w - 1 


cb  , y:  bl,  ÿérn  > donc  — a -y 


AT  y A y — ZA  t 


j±xy 

A > 
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nature  de  la  parabole  , y ’ — 2*yj  — **y  -t-  2*  ’ — *xy  , meme  équa- 
tion qu’au  point  C. 

Au  point  c pris  au  deflous  de  la  ligne  G A , Fig.  i il . comme  Fig.  1 1 3 . on 
a cb  , y \c  m,  — x,  Les  autres  lignes  qui  ne  font  pas  tirées  font  c/,  2a  — 
y =2  Gm  5 cd  ,y  — a } c h , y -+•  a , ce  qui  donne  l’équation  du  point  C. 
De  plus  dans  les  triangles  Gmc  , cbl  ; Gm  , 20.  — y cm  , — x ::  cb , y: 
b l , -~ry  ; Stbk , a d’où  par  la  nature  de  la  parabole  on  a l’équa- 

tion du  point  C. 

i.  Au  point  N de  la  courbe  NIo.,  contrcpofëe  de  la  courbe  renverfoe 
CEc  , on  a Nm  , xqui  n’eft  pas  tirée  , N b , — y , Nf,  — y -t -2a  — Gm, 
Nd  t y -y-  a -,  N h , — y — d’où  l’on  a l’équation  du  point  C.  Dans  les 
triangles  G m N,  NbL  , Fig.  1 13.  Gm,  — y -y-  2a  : Nm  , x : : Nb  , — 
y : bL,  jJ-ji  > donc  bK  — a d’où  par  la  nature  de  la  parabole, 

on  a encore  l’équation  comme  auparavant. 

Au  point' 0 de  la  même  contrepoféc  , entre  les  parallèles  IH,  AB,  Fig. 
111. on  a om  , — x , ob  , — y,  of = Gm  , — y -t-  2*  j od,  — y- y- a ; oh, 
a ■+■  y Sc  même  équation  qu’au  point  C.  Sc  Fig.  113.  aux  triangles  G mo, 
obi,  Gm  : om  : : ob  : bl,  Dcflors  bk  eft  » qui  donne  encore 


l’équation  du  point  C. 

3 . Aif  point  c de  la  courbe  droite  cEc , pris  entre  les  parallèles  A B,  ED-, 
fi  les  lignes  étoient  tirées  on  aurait  cm , — x j c b , y j cf,  2a  — y , = 
Gm  ; cd,  , a — y ; c h , y -1-  <*  ; Sc  l'équation  y * — 2»yj  — **y  -*-  2»  , : 
= — a .V7  8c  Fig.  57.  dans  les  triangles  G /»  r , cbl,Gm,  2a, — y:  me,, 
— x:  : cb  , y : bl , Scbk  , a ~j-Ërÿ  d’où  par  la  nature  de  la  para.- 

bolc  on  a la  même  équation  différente  de  celle  qui  s’eft  trouvée  au  point  C 
de  la  courbe  renverfée. 

Au  point  c de  la  courbe  cEc  pris  au  deflùs  de  A G , on  aura  cm  , x ; cb, 
y ; cf,  2»  — y = GM  , cd  , y — a.  -,  ch  , y -y-  a , Sc  l’équation  de  n.  3,. 
qu'on  aura  encore  par  la  nature  de  la  parabole  , Fig.  57.  dans  les  triangles . 
GMC,  CBL  , où  GM:  CM:  : CB  : B L.  Sc  B K = Kl  + LB  =. 


Au  point  c pris  hors  des  parallèles  on  aura  cm,  — x -,  cb,  y -,  cf,  y — 
2a  = Gm  ; cd  , y — * ; c h , y ■+■  s , £>c  l’équation  de  n.  3, 

Enlùite  fi  l’on  fuppofe  Fig.  57.  la  ligne  Gl , Sc  les  autres  qui  convien- 
nent , on  fera  les  deux  triangles  équianglcs  Gmc , cbl,  dans  lelquels  on  1 
trouvera  cctrc  proportion  Gm  , y — 2a:  cm  , — x : : cb  , y:  bl, 

Donc  k b = k l -y-  bl  ,a  fZfh  > & par  la  nature  de  la  parabole  7 1 — 2*  y y 
— an  y 2a'  = — n xy  , comme  auparavant. 

4.  Au  point  O , Fig.  m.  de  la  courbe  OIn  contrepofée  de  la  courbe- 
cEc  , on  a Om  , qui  n’eft  pas  tirée  = x 5 O b,  — y -,  Of , — y -t-  2a  =1 
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G m ; Od,  — y + a,Oh,et-t-yi  ce  qui  donne  l’équation  y * — 2ayj 

— an, y ■+■  2 a 1 = — axy  , qu’on  trouvera  encore  Fig. 57.  dans  les  trian- 
gles GmO  , ObL  -,  car  Gm  : Om::  Ob  ; bL  . 8C  Kb  = a x le 

paramètre  et  = y y.  Equation  cherchée. 

Au  point  n de  la  même  courbe  O In  , vous  avez  n m , — x , n b , — 
jr;  »f\  — y-^r2/t— Gm,udy  — 7 ■+■  a i nh  , — y — a ÔC  l’équation 
cherchée,  8c  Fig.  57.  aux  triangles  G mn  , nbl  j G/».'  /»».•;  nb  ; bl.  8c 
bk  = /*  comme  auparavant. 

Si  les  appliquées  des  deux  contrepofécs  avoient  été  -1-  y l’équation  de 
NI  0 auroit  ét  cy'  +■  2 et  y y — et  a y — 2a'  = et  x y 8c  l’équation  de  O In 
y * -+-  2ttyy  — et  et  y — 2et  * = — etxy.  Voyez  Liv.  1.  Part.  1.  SccL  4. 
Art.  3.  $.  1.  n.  6. 

Mais  on  ne  trouve  pas  fur  ces  deux  courbes  l’équation  , qu’on  a trouvée 
au  pointC  , qui  eftj'5  — 2a  y y — aay  -h  2a'  = a xy.  M.  Descartes 
fuppolê  Part.  3.  Scét.  1.  Art.  i.n.  3.  que  l’équation  de  la  conchoïde  droite 
cEc  eft/‘  — 2<tyy  — ety y ■+■  2a 1 = — etxy. 

3.  Cependant  on  peut  faire  en  forte  que  la  même  équation  fé  trouve  à 
tous  les  points  de  ces  quatre  courbes , qu’on  peut  appel  1er  conchoïdes  para, 
boliques  , afin  que  le  point  C puiflé  être  pris  fur  toutes  ces  courbes  , ainfi 
que  M.  Descartes  l’aflure.  Il  faut  i°  fuppofer  , comme  on  l’a  fait, 
que  les  appliquées  à l’axe  , qui  fc  prennent  de  A vers  G font  n-  y , celles 
qui  fe  prennent  de  A vers  I font  — y ; & cela  pour  les  quatre  courtes.  i°  Il 
faut , comme  on  l’a  auffi  fait , pour  la  conchoïde  renverfée  CEc  , & pour 
fa  contrcpofée  NIo  , que  les-»-  x fc  prennent  de  A vers L en  montant , & 
|es  — at  de  l’autre  côté  du  point  A en  defeendant.  3*  Il  faut  pour  la  con- 
chbïde  droite  cEc&c  pour  fa  contrepoféc  O In  , qu’au  contraire  les  -+■  x Ce 
prennent  en  allant  de  A vers  »,  & les  — x de  A vers  L. 
tie.t}.  6.  Vous  pourrez  voir  Liv.  2.  Part.  r.  Scd.4.  Art.  3.  $.  3.  Fig.63.  la 
maniéré  de  décrire  la  conchoïde  renverfee  avec  fi  contrcpofée  , en  cher- 
chant diffèrens  points  de  ces  courbes.  Par  la  meme  méthode  vous  pourriez 
chercher  les  differens  points  de  la  conchoïde  droite  8c  de  fi  contrcpofée. 

Selon  la  Réglé  1.  de  cette  Méthode  je  change  l’équation  y * — Jay  y — 
a ety  ■+•  2<*  ‘ ==  et  xy  de  la  conchoïde  renverfée  8c  de  fi  contrepoféc  en  cel- 
le-ci x = y1  ~ 2My?~y A*y  ~l~  ~ — , 8c  l’équation  y ‘ — 2ayy  — aay  2a1 

— — a xy  de  la  conchoïde  droite  8c  de  fi  contrcpofée  en  celle-ci  x = 
»»  — 1*  yy  — a»r  -t-  2»’ 

— 4 « * 

Iio.  Faifons  félon  la  Réglé  y.  y=  0 , les  équations  precedentes  font  x = 
ce  qui  marque  félon  la  Rcg.4.  que  l’axe  A B Fig.  1 11.  auquel  les  y Ce 
terminent , cft  afÿmptote  des  quatre  courbes.  Je  fais  enfuitc  x = o , les 
équations  fc  reduifent  à y ' — 2a  ety  — etety  -h  2a1  = 0.  Dont  les  racines 
font  y = 4 , y = 2a  pofitives , y = — a négatives , ce  qui  fait  voir  que  les 
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courbes  paflènt  par  le  point  G,  étant  GA  = 2 a —y  ; par  le  point  E, 
étant  EA  = a = y -,  par  le  point  7 , étant  AI  =sV  ==  — y,  Ainfi  les 
courbes , CE  e , cEc  conchoïdes  droite  Sc  renverfée  le  coupent  aux  points 
G , E i Sc  leurs  contrepofëes  au  point  I.  Tout  cela  efl  expliqué  dans  les 
endroits  qu’on  vient  de  citer. 

Exemple  II.  y'  — *yy  — 2*ay  = axy  — aax. 

1.  A Près  avoir  fuppofé  Fig.  1 n.  la  même  pofition  des  lignes  tant  don-  Fi«. 
nées  que  cherchées , & la  même  valeur  des  cherchées  que  M.  Des£AH-'“' 
tes  leur  a déterminée  dans  la  Géométrie.  On  demande  , que  CB  y.  CF 
•y  CH  foit  égal  à CDyC  My  a:  ce  qui  donne  l’équation  y * — ayy  — ■ 
2aay=.axy — aax. 

1.  Pour  conflruire  cette  équation  Fig.  1 17.  je  mets  l’Ac  K L de  la  para-  F,°* 
bolc  kn  , dont  le  paramètre  cil  a,  , fur  la  ligne  ED  : étant  KL=*,  je 
fais  palier  la  Réglé  IL  par  les  points  7,  L ; elle  tourne  autour  du  Pôle  7, 
pallè  toujours  par  le  point  L , Sc  fait  mouvoir  l’axe  KL  toujours  fur  ED. 
L’interiè&ion  de  la  Réglé  IL  Sc  de  la  ligne  parabolique  CKN  décrira  les 
deux  courbes  IA C , NGo  , qui  làtisfontau  Problème. 

Dcm.  i°  C’efl  au  point  C que  l’on  fuppolê  que  le  calcul  s’eft  fait.  De 
plus  les  triangles  IM  C , CD  L équiangles  donnent  cette  Analogie  GM  — 

CH,  y -+-  a : MC  , x : : CD  , a — y:  D L , j qui  étant  ôtée  de  K L, 

donne  KD  = a D’où  par  la  propriété  de  la  parabole  on  forme 

encore  l’équation  à conftruirc. 

i°  Au  point  N on  a Nm  , x-,  N b , y -,  N/ =y  — 2a  ; NJ  =y  — a -, 

N h —y  -+-  a = Im.  Les  triangles  équiangles  ImN , NJ  L donnent , 7 m , 
y -+-  a .•  mN  , x::  NJ , y — a : JL  , Xy-±*  '■ , qui  étant  ajoutée  à K L, 
foit  KJ  — a + Or  par  la  nature  de  la  para- 

bole, on  aura  l’équation  cherchée,  qui  fe  forme  auffi  par  N b y Nfy  N h 
— NJyNmya.  On  trouvera  auffi  de  même  maniéré  la  même  équation 
dans  tous  les  autres  points  de  la  conchoïdc  renverfée  IAC,  Sc  de  fâcon- 
trepofée  N G 0 , qui  par  confequcnt  fotisfont  au  Problème.  Ce  qu’il  folloit 
démontrer. 

3 . Changez  l’équation  y 1 — ayy  — 2 a ay  = a xy  — aux  en  celle-ci, 
x — y '■  Soit  ia  y — a ; l’équation  devient  x — ~ï  > a*n^ 

comme  c’efl  au  point  A que  les  x Sc  les^  commencent , & (ont  nulles , la 
courbe  pallè  par  le  point  A Reg.4.  $.3.  Art.3.  Seél.4.  Part.i.  Liv.  2.  Soit 
2 0 x — 0 s l’équation  fe  change  en  y ' — a y y — 2a  a y = 0.  Qui  fè  divi- 
fe  jufte  par  7 =.  0 , Sc  le  quotient  ell  y y — ay  — 2 a a = 0,  lequel  fè  divife 
encore  par  y — 2a  = 0 , Sc  le  nouveau  quotient  efl  y -+-*  = 0 ; de  forte 
que  les  trois  racines  font  y=  o,y=  2a,  — y — a,  lorfque  x = 0 . Et  comme 
x cft  nul  dans  U ligne  IG  j il  fuit  que  la  courbe  ou  les  courbes  cherchées 


— 
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Rcgle  4.  coupe  IG  en  trois  points  ; au  point  A , ou  y = 0 , ainfi  qu’on 
l’a  déjà  dit  ; au  point  J,  ou  — y^=IA  = a ; au  point  G , ou  y = AG 
= 2 a.  Soit  30  , parmi  pluficurs  valeurs  qu’on  peut  donner  à y , y=  * } 
l’cquation  fe  change  en  * = * ’-T/l'  ~ 4 ‘ = , ce  qui  fait  voir  Règle 

4.  j.  que  la  droite  ED,  fur  laquelle  D B , y feroit  a , -elt  afymptote  des 
deux  conchoïdes  IAC  , N G 0. 

La  parabole  KC  cft  ici  renverlcc  : vous  pourriez  la  mettre  droite  , & 
vous  décririez  les  deux  autres  conchoïdes  de  Fig.  1 1 1.  Vous  pourriez  aulü 
polèr  la  parabole  droite  dans  tous  les  Exemples  luivans. 

£ X B M P L E III.  y ’ — a a y — Axy — saax. 

1.  APrès  avoir  fuppofé  Fig.  1 11.  la  même  pofition  & la  même  valeur  des 
njl  lignes , que  M.  Dtf  s c a r.  te  s leur  a données  dans  là  Geometrie  : on 
demande  CB  yCDy.CH=zCFy.CMyA,  ce  qui  produit  l’équation  * 
— AAy-=.Axy  — 2 a a x. 

2.  Pour  court:  ru  ire  cette  équation  Fig.  128.  la  Rcgle  G L tourne  autour 
du  Pôle  G , & parte  toujours  par  le  point  L de  l’axe  KL  de  la  parabole  K C, 
étant  KL  — a,  & fait  gliflér  cet  axe  fur  la  Réglé  immobile  A B.  Une  autre 
Régie  AC  tourne  autour  du  Pôle  A.  On  conduit  les  Réglés  GL,  AC  avec 
un  poinçon  S fur  la  Règle  immobile  E D,  de  forte  qu’elles  s’y  coupent  con- 
tinuellement. L’interfoclion  continuelle  de  la  féconde  Réglé  mobile  AC 
avec  la  ligne  parabolique  KC  décrit  la  courbe  NEC  AIT , qui  donne  dans 
tous  fes  points  l’équation  propofée. 

Dém.  i°  Prolongez  CM  en  R , où  elle  coupera  la  Rcgle  GL,  menez 
R P parallèle  à CB  -,  vous  aurez  RP  = C B = MA  ; R M=  A P.  Et  les 
triangles  AE  S , GES  égaux.  2°  Les  triangles  A MC,  G MR  font  équian- 
gles,  donc  AM  = CB,  y.MC,  x: : G M=CF , 2A  — y :MR,îî±f-ïl 
= AP.  30  Les  triangles  RL  P , CA  B font  égaux  , donc  la  ligne  L B fera 
égale  à AP  , -ax~  xy.  40  Si  de  K L =.  a , l’on  ôte  L B , il  relie  K B = a 

— x + *y  — «y  — i** r-t-*r.  j°  par  ja  natllre  de  Ja  parabole  j 1 — aaj 

— a xy  — 2 a a x , équation  propofée  ; qui  a aufli  été  trouvée  par  la  mul- 
tiplication deCBxCDxCH  = CFyC My  a , puifque  c’cft  au  point  C, 
que  le  calcul  a été  fait.  On  trouvera  la  meme  équation  à tous  les  points  de 
la  courbe  NC  E A JT , on  conclurra , qu’elle  crt:  le  lieu  cherché. 

3.  Suivant  la  Méthode  de  Liv.  2.  Part.  1.  Secl.  4.  Art.  3.  §.  3.  Soit  1* 
y * — AAy  ■=  a xy  — 2aax  , changée  cnr  = Soit  i°  x = o. 

L’équation  fo  change  en^*  — aay=  0.  dont  la  première  racine  c([y  = 0 , 
ôc  le  quotient  efb  y y — a a , dont  les  deux  racines  font^  — a ~ o , y -t-  a 

— 0 , où  y — a , — y=  a.  De  forte  que  x étant  nul  fur  GA-,  la  courbe 

coupe  G A en  trois  points  différons , la  première  en  A où  y — 0 ; le  fécond 
çn  E , où  A E ,y  = a -,  le  troilîcme  en  I,  où  AI , — y — a.  Soit  y=  o, 

l’équation 
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T équation  devient  x = — , ce  qui  ne  découvre  rien  de  nouveau.  Soit 
4 ° y=\a  , l’équation  devient  x = ±a  valeur  pofitive  ; ainfi  les  ■+■  x Ce 
prenant , en  allant  de  A vers  B , la  courbe  monte  au  defliis  de  A G entre 
les  parallèles  A B , ED.  Soit  j°  y = , l’équation  fera  x = — A}/» , ou 

. — x = -,  & pareeque  les  — * le  prennent  au  deflôus  de  AG  , la  cour- 

be defeend  au  delfous  de  AG  entre  les  parallèles  DE  , G F.  Soit  6°  y = 2» 
nous  aurons  x = 5 ce  qui  prouve  que  GF,  d’où  G A , y 

= 2 a doit  partir  , eft  afymptote  de  la  courbe  , ou  des  courbes  qu’on 
décrit.  Pour  connoitrc , comment  la  courbe  NEC  AI  T s’étend  du  côté  de 
I } Soit  70  — y — ~a  , ou  7 = — {a , l’équation  propofee  fe  change  en  x 
= — ~a  , ou  — x — a : c’cft  pourquoi  la  courbe  defeend  au  deflôus 
de  G A entre  les  parallèles  AB  , I H.  Soit  8°  — y = 2a  , ouj»  = — 2a, 
l'équation  devient  x = -4-  | a , par  où  l’on  voit  que  la  courbe  remonte  au 
dellùs  de  AG  an  déla  de  IH.  Et  fi  l’on  continue  à prendre  differen- 
tes valeurs  de  — y , on  connoîtra  que  la  courbe  monte  à l’infini  de  ce 
côté-là. 

A prefent  il  faut  examiner  la  courbe  qui  fê  forme  au  delà  de  l’afymptotc 
G F.  Soit  donc  90  y = ^ * , la  valeur  de  * eft  = Soit  1 o°  y = \ a, 
on  aura  x = 2É~a.  Ces  deux  dernieres  valeurs  dc_  x apprennent  que  la 
nouvelle  courbe  commence  au  delà  de  l’afymptote  G F à une  diftance  infi- 
nie de  AG,  & qu’elle  s’approche  de  A G en  s’éloignant  de  G F.  Soit  11“ 
y = ja,  on  fera  x = 24a.  Soit  11 0 y = 4*,  on  aura  x = 30».  Ces  deux 
dernieres  équations  montrent  qu’après  que  la  courbe  eft  dcftenduc  jufqu'à 
environ  24a , ou  24  GE  de  diftance  de  la  ligne  AG  , vis-à-vis  de  Y,  étant 
GY  = G E = a , elle  remonte , de  forte  qu’elle  forme  comme  un  angle 
V.  Elle  eft  aufli  décrite  par  l’interfccHon  de  la  Réglé  AC  , 8c  de  la 
parabole  KC . 

Exemple  IV.  y 5 — j*yy  -4-  2&ay  = axy  -+-  a ax. 

1.  A.  Prcs  avoir  fùppofé  Fig.  111.  la  même  pofition  8c  la  même  valeur 
des  lignes , que  M.  Descartes  leur  a données  dans  fâ  Géométrie  : 
On  demande  CB  y.  CD  y,C  F ■2=.CHy.C M X & , c’cft-à-dire  , en  termes 
analytiques  y 1 — 3* y y -4-  a*  &y  — axy  -+-  a a x. 

i.  On  conftruit  cette  équation  Fig.  149.  de  cette  maniéré.  La  Réglé 
A C tourne  autour  du  point  A , la  Règle  I L autour  du  point  /.  Soit  AT  — 
~ » = E X i aux  points  T , X j’arrête  les  Règles  immobiles  T S ,XV parallè- 
les à la  ligne  AB.  On  conduit  les  deux  Règles  AC , IL  fur  T S avec  un 
poinçon  , de  forte  qu’elles  s’y  coupent  continuellement.  Pendant  qu’on 
fait  ainfi  mouvoir  ces  deux  Réglés , la  Réglé  IL  pouffo  &C  fait  mouvoir  la 
petite  Règle  Ll  , qui  eft  toujours  perpendiculaire  à la  Réglé  immobile 
AB  , fur  laquelle  l’extrémité  L glifîè , un  poinçon  arrête  cette  extrémité 

Ll 


F,.. 

Ht. 

li*. 


Digitized  by  Google 


1 66  Commentaires  sur  la  Geometrie 
dans  les  codifiés  des  Réglés  IL  , AB  , tandis  que  Ion  autre  extrémité 
qui  eft  arrêtée  ferme  au  point  l de  l’axe  Kl  de  la  parabole  K C , fait  mon- 
ter & delcendre  cet  axe  lur  la  Réglé  immobile  XV ; étant  K l = ± x , Sc 
le  paramétré  de  la  parabole  x.  L'interlcclion  de  la  Réglé  AC  St  de  la  para- 
bole KC  décrit  la  courbe  NA  CE  GP.  L’appliquée  C V c(t  VB  — CB, 

i * — y- 

Dém.  Je  prolonge  CM  en  R,  ou  elle  coupe  la  Réglé  IL  , je  mené  R P 
parallèle  à CB  , on 
C H , y ■+•  x : MR  , 

Or  par  la  propriété 
quation  / ’ — /.*//  -+-  -a  a y = xx  y •+-  xxx. 

3.  Suivant  la  Méthode  de  Liv.  z.  Part.  1.  Sech  4.  Art.  3.  §.3  . Soit  ic 
3 5 — 3*yy  ■+■  2xxy  = xxy  -t -xxx  changée  en  x — J/J.***——*- 

Soit  1 a y = 0 , l’équation  le  changera  en  x = — , ce  qui  marque  qu’au 
point  À , ou  .v  = o , on  a aurti y = 0 , & que  la  courbe  paflé  au  point  A. 
Soit  30  x —■  0 , l’équation  relie  y * — jayy  ■+■  2xxy  = 0 , dont  la  pre- 
mière racine  eft  y — 0 , & le  quotient  y y — 3 ay  -t-  2x  x , dont  les  deux 
racines  lont/  — 2x2=  0 , y — x ■=.  0 , ou  y = 2x  , y =z  a.  Ainlî  x étant 
nul  , ce  qui  arrive  lorfquc  la  courbe  coupe  G A,  y a.  trois  valeurs , la  pre- 
mière y — 0 , ce  qui  marque  que  la  courbe  parte  au  point  A , comme  on  l’a 
déjà  dit  ; la  féconde/  = 2*  ='AG  , la  troi/iéme y = x = A E ; ce  qui 
montre  que  la  courbe  parte  encore  aux  points  E , G.  Vous  le  prouverez 
encore  fuivant  la  Méthode  de  M.  D e s c a k t e s , en  rcflcchirtànt  qu’en 
A vous  avez  CB  = 0 , CM=  0 j en  E , CD  = 0 , C M=  0 -,  en  G , CF 
= o , C M = 0 ! St  que  par  conléqucnt  dans  ce  s trois  point  CB  x CD  X 
CF  = 0 , St  CM  x CH  x*  = 0.  Cette  preuve  peut  s’appliquer  d toutes 
les  autres  courbes.  Soit  4°/  = ~x  , l’équation  devient  x — -a.  Cette 
valeur  pofitivc  fait  voir  que  la  courbe  monte  au  dcfliis  de  GA  entre  les 
parallèles  AB  , ED.  Soit  3“ y — \x  , l’équation  léra  x = — a , valeur 
négative  , qui  prouve  que  la  courbe  delcend  lous  GA  entre  les  parallèles 
ED  ,GF.  Soit  30  / = jx , on  aura  x = ÿ/*  , ainfi  la  courbe  monte  au  def- 
fus  de  A G au  delà  de  GF,  fie  l’on  trouvera  , fi  l’on  prend  de  plus  grandes 
valeurs  pofitives  de/ , que  la  courbe  monte  à l’infini  de  ce  côté-là.  Soit  6°  — 
y=\x,  ou/  = — jx  , l’equation  lé  change  en  *•  = — ^-x  , ce  qui 
montre  que  la  courbe  delcend  au  deflous  de  AG  entre  les  parallèles  A B, 
I H.  Soit  7° y = — x , la  valeur  de  x eft  = — ~ : donc  IH  , à laquelle 
AI,  — / = ■!/?  fe  termine , eft  afymptote  de  la  courbe  NACEGP,  St  de 
la  courbe  qui  eft  au  delà  de  I H. 

Car  foit  8°  y = — -L  x j l’équation  eft  x = -V*5  a-  Soit  3 — — -*> 
on  aura  x=  24  x.  Soit  10°  — y = jx,  c’cft  x = 3»x.  Ces  trois  derniè- 
res équations  prouvent  qu’à  la  diltance  d’environ  24a  = 24  A I , au  dcllus 


a cette  Analogie  A M = C B , y : CM,  x : : I M = 
= A P = L B = IV.  K V fera  ^ 
de  la  parabole  x x K V = çyx.  Ce  qui  le  réduit  à l’é- 
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de  AG,  une  nouvelle  courbe  commence  vis-à-vis  de  Y,  & jette  deux  bran- 
ches qui  s’étendent  à l’infini  , comme  l’on  voit  en  Z.  Cette  courbe  cft  auifi 
décrite  par  l’intcrfeclion  de  la  Règle  A C 6c  de  la  parabole  K C. 


Exemple  V.  y 1 — *yy  — 9**y  -b  pu'  = axy. 


M.  Descartes  dit,  que  le  point  cherché  C lé  trouvera  fur  une  cou?, 
bc  de  même  nature  j quoique  , tout  le  relie  demeurant  le  même  qu’aux 
quatre  Problèmes  prcccdens , les  quatre  parallèles  données  ne  fuflènt  pas  à 
égalé  dillance  l’une  de  l’autre,  i . Soient  donc  Fig.  130.  GE , 2a  ; E A, , 
a;  Al,  s»-,-CM  , x 5 CB  , y,  CF=B  F — CB  , j*  —y;  CD  = 
BD  — CB  , a — y i CH  = CB  -+-  B H , y ■+•  y*.  Et  qu’on  de- 
mande , comme  Exemple  I.  cFy.CD  y.C H=  CB  xC My.  * , l’équa- 
tion fera  y ' — a y y — 9 a a y ■+■  9 a 3 = *xy  , qui  le  conftruira  de  cette 
forte. 


z.  La  Réglé  E L tourne  autour  du  Pôle  E , & pâlie  par  le  point  L de 
l’axe  KL  de  la  parabole  K C , dont  le  paramètre  cft  a , & K L = 9a  la 
Réglé  E L fait  mouvoir  l’axe  K L de  forte  que  cet  axe  cft  toujours  fur  la 
ligne  droite  AB.  L’interlèclion  continuelle  de  la  Réglé  EL  6c  de  la 
parabole  KC  décrit  d’un  côté  la  courbe  GQECP  , de  l’autre  la  courbe 
NIo  , qui  font  le  lieu  cherché. 

Dém.  Au  point  C le  calcul  a donné  l’équation  cherchée.  Enfuite  dans 
les  triangles  equiangles  EMC,  CB  L on  fait  cette  Analogie  EM  — CD, 
a — y : MC , x CB  , y : B L , >*  qui  étant  fouftraite  de  K L = 

9a  laiflè  K B = 9»  — Par  la  nature  de  la  parabole  y 1 — ayy  — 

9*ay  -+-  9a3  = axy. 

4.  Suivant  la  Méthode  de  Liv.  z.  Part.  1.  Sect.  4.  Art.  3.  §.3.  Vous 
connoîtrez  la  pofition  des  courbes , en  faifânt  i°  Af  = e.  i° y = o.  3 ° y 
= ja.  4 °y  = \a.  J °y  — \a.  6°  y = — a.  7*  y = — 4a. 

Exemple  VI.  y 3 — 2*yy  — **y  -+-  2*  * = f^xy. 


M Descartes  allure  encore,  que  le  point  C (ê  trouvera  fur  une 
courbe  de  meme  nature  , quoique  la  cinquième  ligne  donnée  ne  coupât 
• point  à angles  droits  les  quatre  autres , &c  que  les  lignes  cherchées  ne  fut 
' lent  pas  perpendiculaires  aux  données  , tout  le  refte  demeurant  le  meme, 
que  dans  fà  Géométrie. 

Soit  donc  en  premier  lieu  Fig.  1 3 1.  GA  qui  coupe  obliquement  les  qua-  f ««• 
tre  parallèles  données , £c  que  les  quatre  cherchées  CB,  CD  , CF,  CHI},‘ 
falïcnt  les  memes  angles  obliques  que  GA  avec  les  parallèles  , tandis  que 
CM  eft  paralelle  à AB.  Si  l’on  nomme  GE , a = E A — AI  i CB  , y ; 
CM , xi  tout  le  refte  fora  aufli  entièrement , comme  dans  l’Exemple  que 

L1  ij 
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M.  Des  cartes  a confinait  Exemple I.  Fig.  m,  & l’équation  fera  y ! 

— 22  y y — ci  a y -+-  2a  1 — a x'y. 

*'B-  Soit  en  fécond  lieu , Fig.  1 3 1.  GA  qui  fait  avec  les  parallèles  un  angle  de 
,,t*  60.  degrez  ; mais  parmi  les  cherchées , les  deux  CB , CH  font  parallèles  à 
G A , CD  fait  avec  ED  un  angle  de  js°.  / /.  s6n.  CF  avec  GF  un  angle 
de  2 f° . 3 /.  j 2"  , CM  efl  perpendiculaire  fur  GA.  Et  l’on  demande, com- 
me Exemple  I.  que  CD  X CFxCH  foit  égala  CB  x C M x*.  Conti- 
nuons CB  en  S. 

Nommons  GE  , a — EA  = AI;  C M , x s CB  , y j CH  fera  ,y 

Maintenant  dans  CDR , nous  avons  CR  — a.  — y ; l’angle  C D R cft  de 
3 5°.  1 l’angle  CRD  de  1 zo.  degrez  , que  GA  fait  avec  les  parallè- 

les. Donc  comme  57735  finus  de  l’angle  CDR  efl  à $6602  finus  de  l’an- 
gle CRD  : ainfi  / cft  à ~ que  je  nomme  c : ainfi  efl:  CR  , a — y à CD, 
ac  — c y. 

D:  plus  dans  le  triangle  CS  F,  le  côté  CS  cft  BS  — CB  , 2a  — y, 
l’angle  CFS  cft  de  25°.  3pl.  32".  l’angle  C S F de  60.  degrez.  Donc  com- 
me 43301  finus  de  l’angle  CFS  eft  à S 6602  finus  de  l’angle  CSF  : ainli 
1 eft  à 2 , que  j’appelle  d : ainfi  CS,  2 a- — y cft  à CF,  22  d — dy.  Apres 
cela  par  1 hvpothelê  CD  XC  F x C H = CB  xCMx  a ; y'  — 2/lyj  — 

2a'=td  *y  = 7 mxy* 

Par  le  point  C menons  CT  parallèle  à AB.  Dans  le  triangle  CMT  le 
côté  CM  eft  x -,  nous  connoillons  l’angle  CMT.  qui  eft  droit;  & l’angle 
CT  Al  qui  eft  de  60.  degrez.  Donc  comme  S66  02  eft  à 100000  : ainfi  / 
cftà  1j£g££  que  je  nomme  b : ainfi  le  côté  CM,  x cft  au  côté  CT,  bx. 
Enfuite  la  parabole  KC  a pour  paramétré  ç—, , KL  cft  celui  de  fès  diamè- 
tres, dont  les  appliquées  font  avec  lui  l’angle  CB  A de  110.  degrez  , ce 
diamètre  cft  toujours  fur  la  ligne  A B , où  il  fc  meut  par  le  moyen  de  la 
Règle  GL  , qui  tourne  autour  du  Pôle  G , 6c  pafîè  toujours  par  le  point  L 
de  ce  diamètre  , étant  KL  = abc  d.  L’interfécHon  de  la  Règle  G F 6c  de 
la  parabole  KC  décrit  les  courbes  GEC , NIo  , qui  font  le  lieu  cherché. 

Dém.  G F , 22  — y:  TC,  bx::  CB,  y:  BL,  Otez  B L de 

K L , il  reftera  K B , enfuite  par  la  nature  de  la  parabole  y J — 2a  y y — 
a 2 y ■+•  —fyxy. 

E'o-  En  troifiéme  lieu  Fig.  133.  que  GT  ne  foit  pas  parallèle  à C B , le  refte 
étant  comme  auparavant.  On  mènera  GV  parallèle  6c  égale  à CS  , 2a — * 
y;  6c  Cf?  parallèle  à GT.  Il  fè  fera  deux  triangles  G TF" , CQ_B  équian- 
gles.  Je  mets  le  rapport  de  GF”,  2a — y à GT,  comme  1 à h,  ainfi  GT 
cft  2a  h — h y.  Et  parccque  la  raifon  de  CB  à CQ_  eft  la  même,  C Q cft 
b y , qui  fera  l’appliquée  de  la  parabole  K C , dont  le  paramétré  doit  être 
Çy’^.  Maintenant  dans  les  triangles  équianglcs  GTC  , CQL  , G T,  22b  — 
by:  CT,  bx::  C£,  by:  Q_L , ~^~y  : qui  étant  ôtée  de  KL  = a bd. 
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laiflc  K Q.  > & par  la  nature  de  la  parabole  y*  — 2 ci  y y — cia  y -4-  2a  ’ 

= tix*- 

Exemple  VII.  y ' — yayy  — j aay  -+-  6a>  = 4*Xy, 

AÆ.  Descartes  dit  enfin , que  le  point  C peut  fe  trouver  quelque- 
fois fur  une  courbe  de  même  nature  que  les  precedentes , quoiqu’aucuncs 
des  données  ne  foient  parallèles  : dont  voici  un  Exemple  , Fig.  1 34.  F,*. 

j . Soient  données  de  pofition  les  cinq  lignes  AB , AD , KH , GE ,FI, 
fàilànt  dans  leurs  interférions  les  angles  que  vous  voyez  : il  faut  trouver  un 
point  C,  duquel  on  tire  fur  les  données,  les  lignes  C B faifant  l’angle 
CB  K de  6q.  degrez,  CF  fiifint  l’angle  CFI  de  1 zo.dcgrcz  , CE  failant 
l’angle  CEG  droit , C H failant  l’angle  CH  K de  30.  degrez  , CD  frifânt 
l’angle  C DA  de  1 10.  degrez  5 de  forte  que  la  ligne  CD  eft  parallèle  & 
égale  à AB  , & les  lignes  CB,  CF,  CE,  CH  n'en  font  qu’une.  Il  faut 
encore  que  C B xCE  x CF  6 Jk^XyCB  — I K , foit  à CD  y.  CH 
X IK  -+-  AB  A B — 2 AK  : comme  | C B à IK.  L’équation  fera,  y ' 

— Ia.yy  — ~ aay  -y-  6a'  = 4nx  y. 

i.  Après  avoir  mefuré  tant  les  angles  donnez  que  les  lignes  données, 
dont  nous  avons  bcfbin  j nommons  IK  , az=  / -,  AI=  2a  -,  KG  = y » 

— AK  i les  inconnues  A B , x = CD-,CB,y.  Nous  aurons  B 1=  AI 
— - A B , 2ci  — x = B F 5 & CF =y — 2a-t-x. 

Dans  le  triangle  B GE  , le  côté  B G eft  A G — AB,  6 a — xs  les  angles 
font  connus  : donc  comme  100000  eft  à y 00  00  : ou  comme  / à - : de 

. même  B G , 6a  — *clUB£,  ya  — j-  xj  ScCE  = ya  — jx ym 

Dans  le  triangle  B H K,  le  coté  B K c(ï  y a — les  angles  font  connus: 
donc  comme  eft  à 100000  : ou  comme  /cftiz:  ainfiifA,  ya 

— jteftàifH,  6a — 2x  j &cCH=6a — 2X — y. 

3.  Sur AD  je  coupe  AM  = sa  , étant  AD  = C B , y , MD  eft  s* 

y.  PL  eft  le  diamètre  de  la  parabole  PC , avec  lequel  les  appliquées  CB 
font  un  angle  C BP  de  no.  degrez.  Ce  diamètre  eft  toujours  fur  la  ligne 
A B , fur  laquelle  la  Réglé  M L , qui  tourne  autour  du  Pôle  M,  la  frit  mou. 
voir , en  pallànt  toujours  par  le  point  L du  diamètre  , étant  PL  = -!-a. 
L’interfeÂion  de  cette  Réglé  M L avec  les  deux  cotez  de  la  ligne  paraboli- 
que RPC  décrit  les  courbes  CM,  N RO  , qui  font  le  lieu  cherché.  Le 
paramètre  de  la  parabole  eft  4 a. 

Dém.  Les  triangles  MDC,  CBL  font  équiangles  : donc  MD  , ya 

y : CD  , x : : CB  , y : BL  , yfzs-y  : qui  étant  fbuftraite  de  PL  , ^ et: 
par  la  nature  de  la  parabole  vous  aurez  l'équation  cherchée. 
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Exemple  VIII.  axy — xyy+-  sa/tx  = aay — ayy. 

L Es  équations  , qui  donnent  des  courbes  de  nature  différente  de  celles, 
qu’on  vient  de  décrire , 6c  dont  il  eft  parlé  au  commencement  de  cet  Arti- 
cle , n.  2.  commencent  ici. 

1,  Après  avoir  fuppofé  Fig.  121.  la  même  pofition  & la  même  valeur 
des  lignes  , que  M'Descartes  leur  a données  dans  là  Geometrie  5 on 
demande  , que  CM  x CF  x CH  foit  égal  X CB  x CD  X a , ce  qui  pro- 
duit axy  — xyy  ■+■  laax  = aay  — ayy  , équation  qu’on  peut  ainfi 
conftruire. 

1.  Fig.  1 3 j.  Sur  la  ligne  GA  prenez  AT  — AR  — \ a , par  les  points 
T,  R menez  TL  , R N infinies  parallèles  à A B.  Sur  TL  prenez  TV  = a 
6t  par  le  point  V tirez  l’infinie  VN  parallèle  À G A.  Faites  VK  = -a: 
appliquez  la  parabole  SKs  , dont  le  paramètre  de  l’axe  eft  2 a , faites  que 
Ion  fommet  (oit  fur  K , 6c  Ion  axe  fur  KT s 6c  que  cette  parabole  demeure 
immobile  dans  cette  fituation.  On  a VN  =TR,  as  autour  du  point  N 
faites  rouler  l’équerre  LNP,  dont  le  fommet  eft  toujours  en  N Se  les  deux 
cotez  coupent  toujours  l’infinie  K P en  deux  points  P 6c  L , p &c  l , ôcc. 

Lorfquc  l’équerre  eft  dans  la  fituation  LNP  , j’applique  au  point  P , la 
ligne  PC  égale  & parallèle  à LS  appliquée  de  la  parabole  au  point  L;  & 
j’applique  au  point  L la  ligne  L Z égale  6c  parallèle  à P s appliquée  de  la 
meme  parabole  au  point  P. 

Lorfquc  l’équerre  eft  dans  la  fituation  iNp,  j’applique  au  point  p la  ligne 
pc  égale  6c  parallèle  à la  ligne  Is  appliquée  de  la  parabole  au  point  /.  De 
forte  que  tandis  que  l’équerre  coupe  l’axe  K P en  deux  points  au  dedans  de 
la  parabole  , il  y a deux  appliquées , qui  changent  mutuellement  de  place  : 
mais  tandis  qu’un  des  cotez  feulement  de  l'équerre  coupe  l’axe  au  dedans 
de  la  parabole , il  n’y  a qu’une  appliquée  , qui  eft  tranfportée  au  point  de 
l’axe  , que  l'autre  côté  de  l’équerre  coupe  au  dehors  de  la  parabole.  De  plus 
fuppofons  l’équerre  dans  la  pofition  VN  g , l’axe  n’cft  point  coupé  en  deux 
points,  on  ne  peut  donc  pas  tranfportcr  l’ordonnée  VY , 6c  on  n'a  aucun 
point  de  la  nouvelle  courbe.  Pour  peu  que  nous  baillions  le  côté  N P , l’au- 
tre côté  commencera  à couper  l’axe  K P prolongé  en  haut  à l’infini , 6c 
l’on  pourra  aufli  commencer  à décrire  la  courbe  cZ  , Scia,  continuer  juf- 
que  vis-à-vis  du  fommet  K.  Lorfque  l’équerre  eft  dans  la  pofition  K NQ, 
on  continue  la  defeription  de  la  courbe  cZ  , 6c  on  commence  celle  de  QC 
moitié  de  XQ_C , ce  qui  fè  fait  jufqu’à  ce  que  l’équerre  foit  dans  la  pofi- 
tion VNR  -,  car  deflors  l’équerre  ne  coupe  plus  l’axe  en  deux  points  en 
même  tems. 

Pour  décrire  la  courbe  x~  6c  l’autre  moitié  QX  de  Q_XC  , on  n’a  qu’à 
appliquer  au  point  P , P X égale  à.  PC 3 au  point  L , Lz  égale  à LZj  au 
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point  p , p x égale  à pc.  Ou  bien  après  avoir  pris  V n — VN , il  faut  faire 
tourner  une  équerre  autour  du  point  »,  & le  rcfte  comme  on  a fait  au 
point  N.  Car  on  peut  décrire  ces  courbes , comme  nous  décrivons  celles 
de  l’Exemple fuivant.  Les  courbes  XQC,  cZ,  x&  fatisfont  au  Problème. 

Dém.  1 0 Au  point  C vous  avez  CM,  — x -,  CH , — y-,  BP— TA, 
~a  ; cP  = CB  BP  , — y - h {a  = LS  s Mu  =s  TV , a -,Cu  = CM 
■+■  Mu  , — .v  -+■  a = PV.  Dans  le  triangle  PNL  rectangle  en  N,  la  li- 
gne NV  cft  perpendiculaire  fur  PL:  donc  PV  , a — x : VN , a : .* 
VN , a:  VL  , > qui  étant  fouftraite  de  VK  , f/* , laiflè  KL  = fa 

— , Or  par  la  nature  de  la  parabole  vous  aurez  axy  — xyy  -4- 

2 u a x ■=.  a a y — a y y , équation  cherchée.  i°  Au  point  X on  trouverait 
la  meme  chofê  ayant  fuppofë  une  équerre  en  » , puiique  XB  —y  -,  XP 
= y — fa  = s L.  3®  Au  pointe  de  la  courbe  cZ , vous  avez  cm  , x -,  c b , 
— y > cp  — — y -+■  fa  = Is  s eu  = x — ci  — pV.  Dans  le  triangle 
p Ni  rectangle  en  N.  Vous  ferez  cette  Analogie  pV,  x — a : VN,  a : : 
VN,  et  : VI , ; qui  étant  ajoûtéc  à VK  ,fa,  fait  Kl  = fa  -4-  ; & 

par  la  nature  de  la  parabole  l’équation  a xy — xyy -h  2a  a x = aay  — a y y. 

3.  Suivant  la  Méthode  de  Liv.  1.  Part.  x.  Sect.4.  Art. 3.  5.  3.  Soit  i°  l’é- 
quation changée  en  x = Faites  1“  pour  avoir  la  difpofi- 

tion  de  la  courbe  XQ_C  x = o ; f y = 0 -,  4*7  ss  fa.  j 0 y — fa  ; 
6°  y = 2ci. 

Venons  à prefent  aux  courbes  cZ , xz.  Soit  -ja y = f a , l’équation  fera 
x =.  a.  Soit  aufli  — y = fa  , ou  y = — fa , vous  aurez  l’équation  x 
= Sfa  meme  valeur  pofitive.  Ce  qui  montre,  que  les  deux  courbes  cZ  ,xz 
s’élèvent  au  deflus  de  GA  au  dehors  des  parallèles.  Et  fi  l’on  prend  diffé- 
rentes valeurs  de  y également  éloignées  du  point  T , on  fé  convaincra  que 
ces  deux  courbes  s’écartent  & s’approchent  également  de  l’axe  KL  , & 
qu’elles  font  égales.  8°  Si  l’on  fait  x = a , on  aura  2 u'  — 0.  D’où  l’on 
conclud  qu’il  eft  impoffible  que  a:  foit  égale  à la  quantité  a , ou , ce  qui  eft 
le  meme  , qu’il  n’y  a point  d’appliquée  y au  point  V,  étant  TV—  a : ainfi 
la  ligne  VN  menée  par  le  point  ^parallèle  aux  appliquées  PC,  pc  cd  une 
troifiéme  afymptote. 

4.  M.  D E s c a R t F.  s dit  que  ces  courbes  font  telles  , que  toutes  les  lignes 
droites  appliquées  par  ordre  à leur  diamètre  étant  égales  a celles  d'une  Section 
conique  , les  fegmens  de  ce  diamètre  , qui  font  entre  le  fommet  çr  ces  lignes , ont 
même  proportion  avec  une  certaine  ligne  donner  , que  cette  ligne  donnée  a aux 
fegmens  du  diamètre  de  la  Section  conique  , au/quels  les  pareilles  lignes  font  appli- 
quées par  ordre.  Si  l’on  prend  le  point  V pour  le  fommet  des  trais  courbes 
C Q_X , c Z , jf  z ; VN  pour  la  ligne  donnée , P V pour  un  fégment  de  l’axe 
K P de  ces  courbes  pris  entre  le  fommet  V,  & la  ligne  P C appliquée  à cet 
axe  , & égale  à LS  appliquée  à l’axe  KL  delà  Section  conique  SK  s;  fl 
l’on  prend  encore  VL  pour  le  fegment  de  l’axe  de  la  Section  conique* 
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auquel  la  pareille  ligne  LS  eft  appliquée:  on  trouvera  8.6.  Eucl.  que 
P V:  VN:  : VN:  VL.  Mais  fi  par  le  iegment  de  l’axe  de  la  Section  coni- 
que on  prenoit  KL , qui  eft  entre  le  fommet , &.  l’appliquée  LS  , on  ne 
trouveroit  pas  la  proportion  , dont  M.  Dcfcartes  parle.  On  la  trouveroit 
beaucoup  moins  , fi  on  prenoit  QP  pour  le  l'egment  de  X Q_C.  On  trou- 
vera de  même  pour  le  point  c , pV:  VN:  VN  : : VL  Et  c’eft  la  propor- 
tion , qui  a donné  l'équation  de  ces  courbes. 

Exemple  IX.  a xy  — xyy  = aay  — ayy  •+■  2» 

t.  A Près  avoir  Tuppofé  Fig.  ni.  la  pofition  & lavaleurdcs  lignes  telles 
que  M.  Descartes  les  détermine  dans  là  Geometrie.  Il  faut  que  le 
parai lelepipcde  CM  x CB  x CD  foit  égal  au  parallélépipède  CF  x CH  y. 
* , & que  « xy  — xyy  — a a y — ayy  -h  2a  \ 

i.  Je  fais  la conftrucUon  de  cette  forte  Fig.  136.  Je  prends  RR  — RP 
Dr  = -j«,  & parles  points  R,  P , rje  mené  les  infinies  R AT,  Pp,  rn  paral- 
lèles À AB.  Je  fais  VT  =*,  & par  le  point  V je  tire  VN  parallèle  à G A, 
fbit  l/K  = j a j le  point  K eft  le  fommet  de  la  parabole  immobile  SKs , 
dont  le  paramétré  eft  20. , & dont  l'axe  eft  pofé  fur  la  ligne  Pp  , laquelle 
eft  aufiï  l’axe  des  courbes  qu’on  va  décrire.  Je  coupe  VN  = V»  =.  a.  A 
prefent  autour  du  point  N je  fais  tourner  une  équerre  PNp  , de  laquelle 
le  fommet  N eft  fixe  au  point  N.  Confiderons  la  d’abord  dans  la  pofition 
PNp  : elle  coupe  l’axe  Pp  au  point  P au  dehors  de  la  parabole  , &au  point 
p au  dedans  ; je  tranfportc  l’ordonnée  p S de  la  parabole  , & je  l’applique 
à l’axe  en  PC  ; C’eft  un  point  de  la  courbe  C1Y , &C  CP  une  de  lès  ordon- 
nées. Toute  la  courbe  CIY , &c  CP  une  de  fes  ordonnées.  Toute  la  courbe 
C1Y  peut  fe  décrire  de  la  même  façon. 

Mais  il  eft  à propos  de  confidercr  l’équerre  PNp  dans  fès  différentes 
pofitions.  m 

Commençons  par  la  mettre  dans  la  pofition  VN  R : alors  le  côté  NV 
coupe  l’axe  au  point  V , & le  côté  N R rencontre  fa  parallèle  VP  à une  dif- 
tance  infinie  du  côté  de  y,  où  l’ordonnée  de  IC  y fera  égale  à l’ordonnée  Vb 
de  la  parabole.  En  effet  à cette  diftancc  infinie  la  courbe  IC  y rencontre 
fbn  afymptotc  A B. 

Enfuite  pour  peu  qu’on  élevé  le  côté  Np  de  l’équerre  au  dcflùs  de  V,  il  y 
coupera  l’axe  Vp  ; tandis  que  l’autre  côte  N P coupera  le  même  axe  VP  a 
une  diftance  prcfquc  infinie  : à laquelle  l’ordonnée  de  la  courbe  IC  y fera 
égale  à la  petite  ordonnée  de  la  parabole  , que  le  point  p détermine.  La 
courbe  y CIY  pourra  être  ainfi  décrite  , jufqu’à  ce  que  l’équerre  fbit  venue 
à la  pofition  K NQ_,  dans  laquelle  le  côté  Np  ou  N Q détermine  l’ordon- 
née de  la  parabole  , qui  part  du  point  £>  , Sc  qu’il  faut  tranfportcr  en  Kk 
prdonnée  de  la  courbe  ICY  j tandis  que  le  côte  N P ou  NK  coupc  l’axe  en 
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K ,où  l’ordonnée  de  la  parabole  cft  zéro,  Sc  qu’il  faut  tranfportcr  au  point  Fl°- 
Q_  ; où  par  conlèquent  fe  trouve  le  lommct  d'une  nouvelle  courbe,  laquelle  ‘3<J- 
commence  à le  décrire. 

J’éleve  donc  N P ou  NK  au  dcflùs  de  K , mais  au  délions  de  V,  & le 
côté  Np  ou  iVO,  au  dcflus  de  ^Julqu’à  o : l’ordonnée  de  la  parabole  prilè 
entre  K Se  y,  lèra  appliquée  au  point  o , comme  une  ordonnée  de  la 
nouvelle  courbe  QZ  ; 5c  l’ordonnée  de  la  parabole  qui  part  du  point  o , 
fera  appliquée  au  point  pris  entre  K 5c  V , comme  une  ordonnée  de  la 
courbe  CI  Y.  Et  ces  deux  courbes  le  décriront  ainfi , julqu’àceque  l’équer- 
re (oit  parvenue  dans  l.i  polîtion  VN  O , dans  laquelle  l’ordonnée  V b lèra 
appliquée  à l’axe  ±3°  à.  une  di  (lance  infinie  , à laquelle  la  courbe  QZ  ren* 
contre  (on  afymptote  AB  ; 5c  l’ordonnée  infinie  de  la  parabole  déterminée 
par  le  côté  Np  , ou  NO  de  l’équerre  , lèra  appliquée  en  VN,  pour  être 
l'ordonnée  de  la  courbe  CIY  , laquelle  en  effet  rencontre  Ion  afymptote 
VN  à une  diftance  infinie.  Le  leul  axe  K b fort  à décrire  la  branche  infinie 
Q-z‘  AP>«  cette  polîtion  de  l’équerre  PNp  , elle  ne  coupe  plus  l’axe  P p 
que  dans  un  point  : ainfi  la  defeription  de  la  courbe  C I y Sc  de  la  partie 
QZ  eft  finie.  On  décrira  de  la  même  manière  avec  l’équerre  Pnp  la  cour- 
be c G Sc  la  partie  ~ de  la  courbe  fuperieure  -,  5c  cette  Méthode  cft  la  me- 
me que  celle  de  l’Exemple  precedent. 

Que  fi  à l’équerre  P Np  vous  ajoutez  l’équerre  C VS  qui  tourne  autour 
du  point  fixe  V ; qu’un  poinçon  fuilè  , que  ces  deux  équerres  lè  croilènt 
toujours  fur  la  Réglé  fixe  AB  au  point  X ; 5c  qu’un  autre  poinçon  fille  le 
meme  effet  au  point  a.  ; qu’un  troifiéme  poinçon  (allé  auflî  croilèr  fur  la 
Réglé  immobile  VP  , le  côté  N P de  la  première  équerre  avec  la  Réglé 
PC,  laquelle  eft  toujours  perpendiculaire  a VP  >•  5c  qu’un  quatrième  poin- 
çon produife  le  même  effet  au  point  p , à l’égard  du  côté  Np  de  la  même 
cquerre  5c  de  la  Réglé  pS  : lorfque  je  ferai  monter  ou  dclcendre  un  des 
quatre  poinçons , comme  X , les  quatre  équerres , 5c  les  Règles  PC  , pS 
monteront  auflî  6c  delcendront.  Alors  l’interlèclion  du  côté  VC  de  la 
lèconde  équerre  avec  la  Règle  PC  décrit  la  courbe  ylCY  , 5c  l’interlèc- 
tion  de  l’autre  côté  VS  de  la  même  équerre  avec  la  Réglé  pS  décrit  la 
parabole  K S.  La  courbe  Gc  le  décrira  par  une  femblablc  polîtion  des  équer- 
res P np  , cVs . Enfin  fi  les  mêmes  poinçons  font  croilèr  aux  points  P,  p les 
deux  équerres  PNp  , Pnp  : le  mouvement  du  fcul  poinçon  P lèra  décrire 
les  deux  courbes. 

Dém.  Au  point  C,  vous  avez  CM , — x ~PT  s CB,  — y ; C P ,~ 

C B -t-  BP , — y -+-  —pS  ; P V = PT  - +■  TV , — x -+-  > dans  le  trian- 
gle rectangle  P Np  , PV , a — x : VN , a ::  VN  , a : Vp  , ~~  j Kp  = 

K V -h  Vp , ;«  + ~-x  , 5c  par  la  nature  de  la  parabole  K S , a Xy  — x y y 
= a a y — ayy  -h  ja 

j.  Suivant  la  Méthode  de  Liv.  î,  Part.  i.  Scct.  4.  Art.  3.  §.  3.  Soit  j* 
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l'équation  changée  en  .v  = - ~y'  Pour  trouver  le  chemin  de  la 

courbe  , faites  i°  .v  = o ; i° ^ = o -,  30  y = 2 ; 4°^  = j*  ; 50 y — s*  ; 
Ti“;  = — \a  ; 70  y = 32  ; 8°  .v  = a.  Si  l’on  prend  V pour  le  fommet 
des  courbes  qu’on  vient  de  décrire  , on  a PV:  VN::  VN  : Vt>. 

Exemple  X.  2*  xy  — xyy  = a ’ — a, y y. 

1.  J\Pics  avoir  fuppolé  Fig.  1 11.  la  pofition  5c  la  valeur  que  M.  De  s- 
cartes  donne  aux  lignes  dans  la  Géométrie.  Il  faut  que  C My  CB  y 
C F (oit  égal  a CDy.CHy.2  -,  l’équation  ell  22  xy  — xyy  = 2'  — a y y, 
dont  voici  la  eonlrucHon  l ig.  137. 

i.  Prenez  S A = ~ 2 , par  le  point  S menez  S l parallèle  à A B.  La  para- 
bole K C a pour  paramètre  22  , Ion  axe  cft  toujours  appliqué  fur  AB,  KL 
cil  1 2 ; Ll  aulïi  -r  a , eft  une  Règle  parallèle  à G’  A , lbn  extrémité  / glille 
fur  la  ligne  SI  , 5c  (on  extrémité  L cil  attachée  ferme  au  point  L de  l’axe 
de  la  parabole.  On  fait  mouvoir  fur  A G les  deux  Réglés  PC,  NC,  de 
forte  que  i°  i’anglc  CP  N fbit  toujours  de  43.  degrez  5 mais  NC  fait  diffè- 
re 11s  angles  avec  GA,  Se  tourne  autour  du  point  mobile  AT.  1°  Leur  dil- 
tancc  P N fuit  toujours  égale  à 2 ; 30  Ces  deux  Règles  patient  toujours  par 
un  anneau  c , qui  roule  fur  la  ligne  parabolique  K C ; 4”  La  Réglé  NC 
poulie  devant  loi  la  petite  Règle  Ll , laquelle  fait  en  même  tems  mouvoir 
la  parabole  fur  A B.  L’intcrlcction  des  deux  Réglés  NC  , PC  cntr’ellcs  Se 
avec  la  parabole  décrit  les  trois  courbes  qui  font  dans  cette  Figure.  Vous 
pouvez  aulïi  fup’ofcrun  anneau  à l’extrémité  /,  par  lequel  la  Réglé  MC 
pille.  Soit  ST  = 2 -,  par  le  point  T menez  Tt  parallèle  à A G.  Examinons 
les  différons  mouvemens  de  la  parabole  5c  des  Réglés  PC,  NC  , 5c  les 
differentes  manières , dont  ces  Règles  fo  coupent  foit  au  dellus  , foit  au 
délions  de  GA. 

tn  premier  lieu  concevons  le  fommet  K de  la  parabo'c  à une  di fiance 
infinie  au  delïbusde  A , 5c  les  Règles  NC,  PC  a une  diflance  infinie  au 
delà  de  G , où  elles  fe  coupent  au  dellus  de  GA  dans  l’anneau  c.  Soit  NC 
perpendiculaire  à GA,  comme  on  l’a  reprefèntée  vers  V ; le  triangle 
CP  N , qui  aura  l’angle  PNC  droit , aura  les  cotez  P M , NC  égaux  ; donc 
le  point  c 5c  l’anneau  feront  fur  T t , 5c  la  Règle  N C ne  touchera  point  la 
Réglé  Ll  par  là  partie  inferieure  infinie  Nn.  Mais  dès  que  l’on  tirera  P du 
côte  de  G.  Li  Réglé  NC  pouflèra  par  là  partie  inferieure  Nn  la  Réglé  L l, 
5c  la  parabole  montera  5c  l'anneau  aulïi , 5c  la  courbe  R le  décrira.  Lorf- 
que  Ll  fora  arrivé  fur  SA  , ce  fera  la  partie  fuperieure  NC  qui  poullcra 
Ll , 5c  cela  jufqu’à  une  hauteur  infinie  tandis  que  P s'éloignera  infiniment 
▼ers  Q_  fur  GA.  De  ce  qu’au  commencement  l’anneau  cft  fur  Tt,  5c 
quimmediatement  après  la  courbe  R fe  décrit  ; il  luit  que  la  ligne  Ti  cft 
fon  afymptotc.  La  ligne  G F cft  encore  afymptotG,  c’cft  à-dire  que  l’anneau 
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ne  fera  jamais  fur  GE.  Car  fuppofons  le  au  point  Z j l’appliquée  à la  para-F,e- 
bole  Z g cil  20 , & pareeque  le  paramétré  cil  aulli  20  , l'ablciflè  Kg  Icra'17*  * 
encore  20  , afin  que  le  rectangle  du  paramétré  SC  de  l’ablciflè  foit  égal  au 
quan é de  l’appliquée.  Le  triangle  rectiligne  KZg  lèroit  donc  ilofielc  : 
mais  le  triangle  rectiligne  KLl  elt  aufli  ifolcele  à caulè  de  KL—  I ! — ■ 
ja  ; donc  la  ligne  C Z ou  PC  Z pallèroit  par  les  points  K , / , ce  qui  cft 
impoflible.  Donc  l’anneau  11e  tombera  point  fur  GF,  & le  lèul  arc  infini 
Z z (crt  à la  delcription  de  la  courbe  R. 

En  lecond  lieu  mettons  le  point  P en  E , le  point  N en  G , les  Réglés  N C, 

L / étendues  fur  A E , l’anneau  en  E.  Poullons  le  point  P à l’infini  du  côté 
de  V:  les  Règles  PC,  NC  (è  couperont  au  délions  de  G A , la  parabole 
defeendra,  la  Réglé  Ll  étant  tirée  ou  fou  tenue  par  la  Règle  NC;  & la 
portion  inferieure  infinie  E c de  la  courbe  ECc  (è  décrira.  GF  fera  (on 
afymptote  par  la  meme  raifon  , qu’elle  l’cft  de  R , ainfi  qu’on  vient  de  le 
prouver.  L’arc  fini  X Q de  la  parabole  lèrt  (cul  à la  delcription  de  la  portion 
infinie  Ec. 

En  troifiéme  lieu  mettons  encore  le  point  P en  E , l’anneau  aufli  en  E ; 
le  point  N en  G , les  Règles  NC , Ll  fur  GA.  Alors  fi  l’on  tire  le  point  P 
à 1 infini  du  côté  de  I,  les  Règles  NC , P C (c  couperont  au  dclliis  de  GA, 

& décriront  la  portion  infinie  E C de  la  courbe  CEc  , dont  A H e(l  alymp- 
totc , c’cft-à-dire  que  l’anneau  ne  tombera  jamais  lur  la  ligne  AB , ou  fur  le 
Commet  K.  L’arc  fini  X K fert  fcul  à décrire  la  partie  infinie  E C. 

En  quatrième  lieu  , concevons  que  le  point  P e(l  en  I , l’anneau  aufli  en 
I ; le  point  N en  A , les  Réglés  NC  , Ll  fur  G A.  Alors  (i  l’on  poulie  le 
point  P à l'infini  du  côté  de  V , l’on  décrira  la  portion  infinie  If  de  la 
courbe  QJf,  les  Réglés  NC , P C fe  coupant  finis  GA,  6c  la  Réglé  N C 
tirant  après  fin  , ou  (outenant  la  Règle  L l tandis  que  la  parabole  delccnd 
par  (on  poids.  La  ligne  A B cl l fon  afymptote , par  la  même  railôn  qu’ello 
î’e(l  de  la  courbe  E C.  L’arc  fini  K Y lcrt  lèul  à décrire  la  portion 
infinie  If. 

En  cinquième  lieu  mettons  encore  le  point  P en  I , l’anneau  aufli  en  / , 
le  point  N en  A , les  Règles  NC , Ll  fur  G A.  Alors  fi  l’on  tire  à l’infini  le 
point  P du  coté  de  Q_ , les  lignes  NC  , PC  le  couperont  au  deflus  de  G A, 

& décriront  la  portion  infinie  IQ  de  la  courbe  fl  ; la  parabole  defeendra 
vers/,  la  partie  inferieure  Nn  de  la  Réglé  NC  tirant  après  foi , ou  fimte- 
nant  la  Règle  Ll.  La  ligne  Tt  cft  afymptote  de flQ , c’cft-à-dire  que  l’an- 
neau ne  parviendra  jamais  à la  ligne  T t , car  s’il  y étoit , le  triangle  P NC, 
aurait  les  cotez  P N — NC  = o & lèroit  ifofeele  , donc  l’angle  N P C 
étant  de  45.  degrez  aufli  bien  que  l’angle  PC  N , l’angle  PNC  (croit  droit 
la  Règle  NC  perpendiculaire  fur  G A ne  toucherait  plus  la  Règle  L /. 

L’arc  infini  Y y lèrt  à décrire  la  portion  infinie  IÇK 

Toutes  ces  trois  courbes  font  le  lieu  cherché.  Suivant  la  pofition  quoi* 
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donnerait  au  commencement  à la  parabole  , on  pourrait  dans  tous  les  car 
ou  la  faire  monter , ou  la  faire  dcfccndrc.  Ce  qui  convient  à toutes  les 
Figures  , dont  la  parabole  le  meut  dans  ces  Exemples. 

Dém.  Au  point  C.  Dans  le  triangle  CM  P , M P =.  MC  , * , 5c  NM 
=z  MP  — N P , x — <*.  De  plus  les  triangles  NM  C , Cs  l font  équiangles, 

ainfi  NA/,  x — a:  MC,  x::  Cs  = la  — y:  si , r — B L,  Se 


ôtant  B L de  KL,  la  -,  il  rcfte  K B = a — 1 5c  par  la  nature  de 

la  parabole  2a  x y — xyy  — a * — a y y. 

3.  Pour  avoir  le  chemin  des  courbes  , changez  i°  l’équation  en  x — 

> Faites  1°  x=.  0 -,  3° y=  O j 4° y = la  ; j°  y = \a  -,  6°  y — 
20.  j 7 “ y = J*-  Comme  quelque  valeur  de  y qu’on  prenne  plus  grande 
que  20  , on  trouve  toujours  une  valeur  poiitivc  de  x , il  luit  que  toute  la 
courbe  R cft  lîtuée  au  dcflùs  de  G A. 

Pour  la  courbe//  Q_  faites  y = — la  ; y — — { o , x — a. 

Si  v étant  a , la  valeur  de  y n’cft  que  -j  a , comme  il  arrive  au  point  S , il 
fuit  qu’en  aucun  autre  point  de  la  ligne  GA  , on  ne  trouve  une  valeur  de 
y qui  réponde  à x — a : ainfi  ni  IQ  ne  s’eleve  point  jufqu  a Tt , ni  li  ne 
deicend  point  julqucs-Ià > 5c  la  ligne  T t eft  afymptote  de  ces  deux  courbes. 

4.  Je  ne  trouve  pas  ici  la  nature  de  ces  courbes  telle  que  M.  Descar- 
tes  la  détermine  , comme  on  l’a  dit  n.  4.  Exemples.  En  effet  de  la 
maniéré  que  ces  trois  courbes  (ont  dilpolces , elles  n’ont  point  de  lommct 
commun. 


Exemple  XI.  aax  — xyy  — 2a  ay  — a yy. 


i , Près  avoir  fiippofë  Fig.  111.  la  même  pofition  6c  la  même  valeur  des 
lignes , que  M.  Descartes  leur  a données  dans  là  Géométrie  : on 
demande  CM  x CD  x C H = C B x CFx  * > **x  — xyy  = 2 a a y 

— *yj* 

1.  Cette  équation  fc  conftruit  ainfi  Fig.  138.  Soit  A S = ~a  , menez 
S s parallèle  à AB.  Soit  ST  — a , menez  T t , parallèle  à G A.  La  para- 
bole KC  a pour  paramétré  z a , fon  axe  le  meut  fur  AB,  K L efl;  \a  , la 
Réglé  Ll=~a  le  meut  de  forte  que  fon  extrémité  / gliffe  fur  S l , 6c  lôn 
point  L (oit  attaché  perpendiculairement  au  point  L de  l’axe.  P C cft  une 
Réglé  qui  coule  fur  GA  Sc  fait  toûjours  l’angle  C P M de  45 . degré  z ; dans 
Ion  mouvement , elle  poulie  ou  traîne  après  loi  l’équerre  MC  B , dont  la 
branche  C B cft  toujours  perpendiculaire  fur  A B , 6c  la  branche  C M toû- 
jours perpendiculaire  fur  GA.  La  Règle  Vt  1°  cft  éloignée  de  CP  , de 
la  ligne  VP  — a , z°  elle  cft  pouflèc  ou  tirée  par  la  Réglé  PC  fur  G A, 
3°  elle  paflè  toûjours  par  le  point  t , où  l’équerre  B C M coupe  la  ligne  T t, 
un  anneau  retenant  fur  T t les  deux  Réglés  Vt , C M , laquelle  C M cft  pro- 
lopgéc , lorfqu’il  cft  nccclîàire.  La  Règle  N C l glilfe  lur  GA,  toujours 
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parallèle  à Vt , elle  paflê  avec  la  Réglé  P C par  un  anneau  C qui  coule  fur 
la  ligne  parabolique  KC , elle  fait  mouvoir  la  petite  Réglé  Ll , & en  mê- 
me tems  la  parabole.  L’interfèdion  C décrit  les  trois  courbes  R , C Ac , 
QGf,  d’une  maniéré  fort  lcmblable  à celle  dont  les  courbes  de  I:ig.  1 3 7. 
ont  été  décrites , Exemple  i o. 

Pour  décrire  la  courbe  R,  on  met  les  Règles  NC , P C , Vt , du  coté  de 
I à une  diftance  infinie  , les  anneaux  C 6c  t font  l’un  fur  l’autre , les  Réglés 
NC  , Vt  fur  MC  , la  parabole  à une  diftance  infinie  au  deifous  de  A , on 
tire  le  point  P du  côté  de  G à une  diftance  infinie  , 5c  l’on  décrit  la 
courbe  R. 

Les  points  P , C , N , & l’anneau  C font  en  A ; le  point  V eft  en  / & 
l’anneau  t dans  l’intcrlcction  Ac  AB  5c  77;  on  tire  P à l’infini  du  côté  do 
G y 5c  l’on  décrit  la  portion  infinie  A C de  la  courbe  CA  c.  Les  choies  étant 
encore  remilès  au  même  état , fi  l’on  tire  P à l’infini  du  côté  de  / , on 
décrira  la  portion  infinie  Ac  de  la  même  courbe  C A c. 

Pour  décrire  la  courbe /G  £?  > on  fait , comme  pour  fIQ_  Figure  137. 
Exemple  10.  Ces  trois  courbes  font  le.  lieu  cherché. 

Déni.  Le  triangle  C MP  cfc  ilofoele  , ScMPz=zCM,x,ic  VM  = 

.v  — a.  Enfuite  les  triangles  VM  t , Csl  font  équiangles  avec  MNC  donc 

VM  y x — a : M t , a ::  Ci  — CB  — B s , y — \a:  si , V ~T*  a_  — 

J* 

PL,  qui  étant  fouftraitede  KL,  \ a , laifle  K B,  J Et  par  la  nature  de 

la  parabole , le  paramètre  2ay.KB  = CB1  , aax  — xyy  = 2 a a y — ayy. 

3.  Suivant  la  Méthode  de  L.i.P.  1.  Sect.-p.  Art. 3.  §.3.  changez  1 0 l’équa- 
tion en  .v  = Four  avoir  la  fituation  des  courbes  > faites  1°  x 

= 0 y 3° y = 0 ; 4 0 y = ~a  ; j °y  = a i 6°  y = 7*  > 7 °;  = ja.  8°7  = 

— 7 a.  y°y  = — a j io°  y = — 2a,  on  aura  .v  = ‘ a j & pareeque  quelque 
valeur  que  l’on  donne  à — y au  deflus  de  a , la  valeur  de  .v  , qui  en  refulrc, 
eft  polïtive , il  luit  que  toute  la  courbe  R eft  placée  au  deflus  de  G A.  Si 
l’on  fait  1 1°  x ■=.  a , l’équation  fc  change  en  a ' — ayy  — 2a  ay  — ay  y 3 
y ■=.  7 a ; on  voit  donc  que  .v  étant  a , y n’a  que  la  valeur  7 a , comme  il 
arrive  au  point  S j ainfi  la  courbe/ G £ ne  s’élève  pas  , Sc  la  courbe  R ne 
defeend  pasjulqucsà  Tt , qui  par  confcquent  eft  leur  afymptote. 

4°  Comme  n.4.  Exemple  10. 

Exemple  XII.  2aax — }ttxy  *-xyy  = aay  -b  ayy.  . 

1.0  N fuppolê  Fig.  1 iz.  la  meme  pofition  5,-  la  meme  valcui  des  lignes,  fi®, 
que  M.Descartes  leur  donne  dans  fa  Géométrie.  Et  il  faut  que  C Al  1 «■* 
X C D X CF  foit  égal  à C B X C H x “ ; ce  qui  s’exprime  en  termes  analyti- 1 3 
ques  de  cette  forte  2a  a x — 3a  x y -t-  xyy  = aay  -f-  ayy. 

2.  On  conftruira  ainfi  cette  équation,  Soit  prife  A S — AV , '-a  , par. 

M m iij_ 


Digitized  by  Google 


17S  Commentaires  sur  la  Geometrie 
fie-  les  points  S , V,  on  mene  S s , Vu  parallèles  à A B.  Soit  ST  = * , par  le 
J}9'  point  T on  mcne-Tr  parallèle  à GA.  La  parabole  K C a toujours  Ton  axe 
fur  la  ligne  KV,  (on  paramétré  efh  -a»  , Kl  cil  a , Ll  eft  une  petite 
Règle  , qui  coule  fur  Ss,  à qui  elle  eft  toujours  perpendiculaire,  tandis 
qu'elle  clt  attachée  ferme  au  point  / de  l’axe  de  la  parabole , auquel  elle  eft 
aufli  perpendiculaire.  PC,  C N font  deux  Règles  , dont  la  diftance  P.V 
eft  toujours  égale  à a , elles  le  meuvent  lur  GA,  PC  frit  toujours  l’angle 
CPN  de  45.  degrez,  mais  NC  tourne  autour  du  point  mobile  N , fie  dans 
ion  mouvement  elle  fait  monter  ou  defeendre  la  Réglé  Ll , fie  par  confé- 
quent  la  parabole  K C -,  ces  deux  Règles  PC,  NC  fe  coupent  continuelle- 
ment dans  un  anneau  C , qui  coule  lur  la  ligne  parabolique  K C.  L’intcr- 
fcction  C décrit  les  trois  courbes  R , Q,  CA IX. 

En  premier  lieu  concevons  la  parabole  K C élevée  'infiniment  au  deflus 
de  G A , fie  les  points  P , N des  Règles  PC , N C h une  diftance  infinie  au 
delà  de  G , où  elles  Ce  coupent  au  deflus  de  G A dans  l’anneau  C qui  y a été 
aulTi  tranfporté.  Soit  NC  perpendiculaire  à GA  * dans  le  triangle  CPN, 
les  cotez  P N,  NC  feront  égaux  ; donc  l’anneau  fie  l’intcrfoéHon  C le  trouvent 
fur  T:  , fie  la  Réglé  NC  ne  touchera  point  la  Règle  Ll.  Mais  dès  qu’on 
tirera  P du  côté  de  G , la  Réglé  NC  commencera  à poullèr  en  bas  la  Réglé 
Ll , fie  la  courbe  R Ce  décrira.  On  continuera  ce  mouvement  de  P julques 
près  de  G , où  la  Réglé  P C retenant  le  point  l par  deflous , tandis  que  la 
Réglé  NC  preflè  le  point  L par  deflus  5 le  mouvement  fera  arrêté.  Alors 
on  retire  P a l’infini  du  côté  t , d’où  il  étoit  venu  , N C élevant  à l’infini  la 
Réglé  Ll  fie  la  parabole  K C -,  l’anneau  C coulant  dans  un  arc  de  la  para- 
bole diffèrent  de  celui  , dans  lequel  il  a coulé  auparavant.  Dans  ce  retour 
le  refte  de  la  courbe  R Ce  décrit.  Le  commencement  de  la  defeription  de  la 
courbe  R fait  connoître  que  Tt  eft  fon  afymptote , fie  l’on  conclud  que  GF 
eft  Ion  autre  afymptote  de  ce  que  l’anneau  C ne  fe  peut  trouver  fur  GF. 

En  lëcond  lieu  la  partie  infinie  JXde  la  courbe  CAIX  Ce  décrit  en  met- 
tant encore  le  fommet  K à une  hauteur  infinie  au  deffùs  de  GA,  fie  les 
points  P , N à une  diftance  infinie  du  côté  de  X,  en  tirant  le  point  P juf- 
ques  en  I.  On  conelurra  encore  que  la  portion  IX  ne  s’élève  jamais  jufqu'à 
T t , fi  l’on  oblèrve  que  dans  ce  mouvement  la  Règle  NC  foutient  fie  pallè 
fous  Ll , fie  qu’elle  ne  peut  par  confequent  jamais  couper  PC  fur  la  ligne 
Tt  ; car  fi  elle  l’y  coupoit  l’angle  PNC  feroit  droit , fie  NC  parallèle  à HI 
ne  toucherait  plus  L L On  peut  cependant  fuppolèr  comme  on  l’a  fait  au- 
paravant , cjuc  cela  arrive  à une  diftance  infinie  du  côté,  de  X. 

En  troifiemc  lieu  le  point  P étant  arrivé  en  I , les  Réglés  NC  , L l font 
couchées  fur  GA,  fie  fi  l’on  tire  P julqu’en  A , l'anneau  coulera  fur  l’arc  de 
la  parabole  , qui  eft  entre  les  parallèles  IH , AB  ; les  parties  inferieures 
Nu  , P p des  Réglés  NC  , PC  Ce  couperont  dans  l’anneau  , fie  décriront 
l’arc  fini  IA  'de  la  courbe  CAIX  , la  Réglé  Ni:  pouffant  vers  le  bas  la 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Liv.  11.  179 

Réglé  L l , jufqu’à  ce  que  l'anneau  C fuit  fur  le  fommet  ; & enfuite  élevant  ,F 
la  meme  Règle  L I. 

En  quatrième  lieu  le  point  P étant  arrivé  en  A avec  l’anneau  , Iss 
Règles  NC  , Ll  couvrent  encore  la  ligne  G A.  Si  alors  on  continué'  à tirer 
P à l’infini  du  côté  de  G , les  parties  fuperieures  des  Règles  NC  , PC  fo 
couperont  au  defiùs  de  GA , la  ligne  NC  élèvera  à l’infini  la  Réglé  Ll  6c 
la  parabole  5 6c  on  décrira  la  portion  infinie  A C de  la  courbe  AC  IX,  l’an . 
ncau  coulant  fur  l'arc  de  la  parabole , quieft  entre  les  parallèles  A B ,ED. 
L’anneau  n’arrivera  jamais  lur  D E , car  fi  l’on  y fuppofoit  le  point  C , on 
prouveroit  que  CL  foroit  fegment  commun  des  lignes  PC,  NC.  Ainfi  la 
ligne  £ D cft  alymptotc  de  la  courbe  CA  I X. 

En  cinquième  lieu  il  faut  concevoir  la  parabole  à une  diftancc  infinie  au 
dclfous  de  GA,  les  points  N , P à une  diftancc  infinie  vers  X , les  parties 
inférieures  Nn  ,VP p des  Réglés  NC,  PC  lé  coupent  dans  l’anneau  c &C 
dans  l’are  de  la  parabole  , qui  cft  entre  les  parallèles  ED , GF,  alors  on 
tire  le  point  P julqucs  près  du  point  I , où  la  Réglé  N»  pouflànt  en  haut 
Ll , la  Réglé  Pp  la  retient,  ll  faut  donc  retirer  le  point  P à l’infini  du  côté 
de  X , d’où  il  étoit  venu  , la  Règle  N»  (butenant  Ll.  Ces  deux  mouve- 
mens  décrivent  la  courbe  Q_,  quieft  à la  diftancc  de  13  à 14  * de  la  ligne 
G A.  On  prouvera  que  les  parallèles  E D , F G font  lés  afymptotcs  , parce- 
que  l’anneau  ne  peut  être  fur  aucune  des  deux,  fans  que  le  même  abfurde 
qu’auparavant  ne  fuivc. 

Ces  trois  courbes  font  le  lieu  cherché. 

Dém.  Le  triangle  P C M a les  côtez  P M , C Al  égaux  , ainfi  PM  — x -, 

N M — a — x ! Cs  = \ti  — y ; Cu  —y  -+-  7 a. 

Dans  les  triangles  NM  C , C s L équianglcs  on  a cette  proportion  , N M, 

— x : A1C  , x ::  Cs , f.»  — y : s L,  = uC  5 6c  ajoutant  Kl  = 

1 

J-j  a , K u fora  7j  a ■+■  J.  Or  par  la  nature  de  la  parabole  , le  para- 
métré */*.x  Ku=.  (Ai 1 , lé  reduità  x — 3**  y -+-  xyy—  any  -+-  a y y. 

Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

3.  Après  avoir  changé  l’équation  en  .v  = t*/—  t.*y  + y~ÿ  > pour  avoir  la 
fituation  des  courbes  faites  1°  x = 0 ; 1° y — 0 -,  3*7  = 7*;  4 n y = * ; 
j °r  = — 7*.  (A  y = — 7 *.  70  y = ; il  en  refui  te  x = — / s a com- 

me fi  l’on  faifoit_7  = 7*  ; la  courbe  cft  donc  au  deflous  de  GA,  entre 
les  parallèles  DE  ,G F,  6c  forme  deux  rameaux , qui  s’écartent  de  part  6c 
d’autre  en  defoendant  depuis  le  fommet  Q qui  eft  à la  diftance  de  GA 
d’environ  13  à 14*.  Soit  90  y = a*  , il  vient  .v  = ) ce  qui  donne  F G 

pour  afvmptote  des  courbes  R , O.  Si  l’on  fait  io°  y = 7*  , la  fubftitu- 
tion  fiait  .v  = -71*  ; la  courbe  R s'élève  donc  au  dcftùs  de  G A , 6c  à l’infi- 
ni loit  en  haut , foit  le  long  de  Tt , pareeque  x aura  toujours  des  valeurs 
polkives , quelque  valeur  politive  que  l’on  prenne  pour  y au  dcflùs  de  a#». 
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Si  l’on  fait  1 1°  x = n , l’on  ne  trouvera  pour  j qu’une  valeur  pofitivej  = 
1 4 , car  l’équation  fe  change  en  •?<*’  — 3 a a y 4-  a y y — a»  y 4-  ayy.  Or 
a cette  valeur  au  point  £ , ainfi  ailleurs  la  portion  / X ne  s’élève  pas  , 6c 
la  courbe  R ne  defeend  pas  jufques  à T/ , 6c  cette  ligne  cil  afymptote  de  R, 
& de  la  partie  I X de  la  courbe  CA IX. 

4.  Comme  xx.  4.  Exemple  1 o. 


Exemple  XIII.  &xy  ■+•  x.y  y —20,'  — 3*«y  ■+■  tty y* 

1.  A Près  avoir  fuppofé  Fig.  in.  la  pofition  6c  la  valeur  que  M.  Des- 
cartes donne  aux  lignes  dans  fa  Géométrie  ; on  demande  CM  x CB 
X CH  = CD  X C F X*  > <*  xj  4-  x y y = 2a  * — ja*y-h  a yy  , équation 
que  vous  pourrez  conftruire  de  cette  maniéré  , Fig.  1 40. 

a.  Soit  AS  = AX=.\a  ; par  les  points  S , X menez  S s , Xx  paral- 
lèles à AB.  Soit  ST-a-,  parle  point  T menez  T t parallèle  à GA.  La 
parabole  KC  a pour  paramétré  4*  , fbn  axe  Kx  fè  meut  fur  Xx  , Kl  cil 
-—a.  Lied  une  Réglé  qui  gliilè  fur  S s , 6c  efl  attachée  au  point  l de  l’axe 
K.v.  Le  refie  comme  Ex.  11.  n.  1.  Fig.  158.  excepté  que  l’angle  CPA 
cft  tourné  d’un  côté  diffèrent.  L’intcrfèclion  C décrit  les  trois  courbes 
YGEC , & , R. 

En  premier  lieu  pour  décrire  la  courbe  R , on  fait  comme  Ex.  1 1.  pour 
décrire  la  courbe  R de  Fig.  1 3 S.  excepté  qu'on  tire  le  point  P jufques  près 
de  I -,  là  comme  Ex.  1 1.  pour  la  courbe  R de  Fig.  139.  la  petite  Règle  L l 
fe  trouve  tellement  gênée  entre  NC  , PC , que  le  mouvement  ne  peut  pas 
fe  continuer  vers  le  meme  côté.  Alors  on  retire  à l’infini  le  point  P du  cote 
d’où  il  étoit  venu  , 6c  l’on  achevé  ainfi  la  defeription  de  la  courbe  R ; la 
Réglé  j NC  foùticntla  Règle  Ll  dans  le  premier  mouvement , 6c  elle  la 
poulie  en  haut  dans  le  retour.  L’anneau  C ne  fera  jamais  fur  I H , par  la 
même  raifôn  que  dans  les  Exemples  précédons  il  n’efl  jamais  fur  les  al'ymp- 
totes  5 I H fera  donc  une  afymptote  des  courbes  R , Q_. 

En  fécond  lieu  la  partie  infinie  Y G de  la  courbe  Y G EC  fe  décrit  en  met- 
tant le  lomtnet  de  la  parabole  à une  hauteur  infinie  au  defliisde  GA  ; les 
points  N , P,  V à une  diflance  infinie  du  côté  de  Y j les  Règles  NC , Vt 
fur  la  partie  MC  de  l’equerre  MC  B tranfportée  au  meme  endroit  , les 
anneaux  C , t l’un  fur  l’autre:  On  tire  le  point  P jufques  en  G > le  point  t 
tombe  en  ce  moment  fur  GF. 

En  troifiéme  lieu  fi  l’on  continue  le  mouvement  de  P depuis  G jufqu’cn 
E , les  Règles  NC,  PC  fè  couperont  audeflous  de  GA,  6c  décriront  le 
petit  arc  GE  , la  ligne  NC  pouffant  en  bas  la  Règle  Ll , jufqu’à  ce  que 
l’anneau  C foit  fur  le  fommet  K 5 6c  enfuite  élevant  la  même  Réglé  L l. 

En  quatrième  lieu  fi  l’on  tire  le  point  P depuis  E à l’infini  vers  /,  l’on 
décrira  la  portion  infinie  £C  delà  courbe  Y GEC  , fans  que  l’anneau 
— - -•  - - puifle 
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puiflè  être  jamais  fur  A B par  la  même  raifon  qu’auparavant , &c  A B cft 
afymptote  de  GEC. 

En  cinquième  lieu  il  faut  concevoir  la  parabole  à une  diftance  infinie  au 
deflbus  de  G A , les  Règles  NC , P C , Vt  à une  diftance  infinie  du  côté  de 
Y s les  parties  inferieures  de  NC  , P C étant  employées  ; on  décrira  la 
courbe  £>  , comme  on  a fait  la  courbe  Q de  Ex.  i z.  Fig.  139.  les  parallèles 
AB  , I H font  afymptotes. 

De  la  maniéré  dont  on  commence  la  defeription  de  la  courbe  R , 8c  de 
la  portion  YG  , on  conduira  que  R ne  defoend  point , & que  Y" G ne  s'é- 
lève pas  jufqu’à  Tt , 8c  que  cette  ligne  eft  afymptote  de  R. 

Ces  trois  lignes  font  le  lieu  cherché. 

Dcm.  Les  triangles  tVM , CNM,  IC  s font  équiangles  , le  triangle 
PC  M cft  ifofoele , 8cP  M =^C  M x \ VM  — P M — PV,  x — a.  Les 
triangles  VtM,  C s l donnent  cette  Analogie  VM,  x — * : Mt , a : ; Cs 


— s B — CB  , — y : s l , - y = Lx.  Et  ajoutant  KL  = —a, 

X 

on  fait  Kx  = ±7a  — , qui  étant  multipliée  par  le  paramétré  4 a, 

forme  un  produit  qui  par  la  nature  de  la  parabole  eft  égal  au  quarré  de 
l'appliquée  C x , y y -+-  *y  ■+•  , ce  qui  fo  réduit  à xyy  axy  = 2a,  * 

— 3a  a y a y y.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

3.  Suivant  la  Méthode  de  Liv.  x.  Part.  x.  Sed.  4.  Art.  3.  $.  3.  L’équa. 
tion  precedente  fc  change  en  x = **  7/4 Vy"* y P°ur  avoir  la  fituation 

des  courbes,  faites  Vx-o-,  i°  y = 0 } fy  = ; 4-°y  = ; fy 

= i on  trouve  x — , valeur  pofitivc,  8c  comme  toutes  les  valeurs 

de  x font  pofitives  en  prenant  y plus  grande  que  2»  , il  fuit  que  la  courbe 
Y G s'étend  à l’infini  du  côté  de  Y.  Si  l’on  fait  70 — y — fa  > ou 7=  — 
j*  , il  refulte  x = — 14  Si  l’on  fait  — y = -f  * , 0U7  = — | x , c’eft 
x = — 14*  cette  valeur  négative  de  x marque  qu’au  deflbus  de  G A entre 
les  parallèles  AB  , IH , il  le  forme  une  nouvelle  courbe  Q , qui  a deux 
rameaux  qui  defoendent  à l’infini.  Son  fommet  cft  à la  diftance  de  G A 
d’environ  rj  à.  14  a.  Si  l’on  fait  8*  — y = x , y = — a. , l’on  trouve  x 
= 7-',&/Hcft  afymptote.  Si  l’on  fait  90  — y ■=  3 a , y = — 3a  , il 


vient  x = 


. — — pareeque  les  valeurs  de  x feront  tou- 

jours pofitives , quelque  valeur  de  — y que  l’on  prenne  au  delà  de  a , on 
conclud  , que  au  dehors  des  parallèles  , il  fo  forme  une  courbe  R , qui  eft 
toute  au  deflus  de  G A.  Si  l’on  fait  1 o-°  x =.  a , l’équation  fo  change  en  y 
— Et  pareeque  x étant  a , y n’a  qu’une  valeur  , ce  qui  arrive  au 
point  S , il  fuit  que  Tt  cft  afymptote  de  la  courbe  R , & de  la  portion  G Y 
de  la  courbe  YGEC. 
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PROBLEME. 

O N fera  peut-être  bien  aife  de  voir  une  courbe  , qui  (oit  de  telle  nature, 
que  toutes  (es  appliquées  étant  égales  aux  appliquées  d’une  Section  coni- 
que , il  y ait  même  raifon  des  ablciflès  de  la  nouvelle  courbe  prifes  entre 
Ion  fbmmct  & fos  ordonnées  à une  ligne  donnée  , que  de  cette  ligne  don- 
née aux  abfcilïès  de  la  Section  conique  prilès  de  même  entre  fon  fommet 
& les  ordonnées  égales. 

Etant  donnée  une  courbe  quelconque  A D , Fig.  141.  décrire  une  autre, 
courbe  H d , dont  la  nature  foit  telle  , que  lès  ordonnées  cd  étant  égales 
aux  ordonnées  C D de  la  courbe  AD  3 il  y ait  même  raifon  de  A c ablcillè 
prifo  entre  fon  fommet  A Sc  l’ordonncc  cd  à une  ligne  donnée  AB  , que 
de  la  ligne  AB  à AC  abfoilfe  prifo  entre  le  fommet  A & l’ordonnée  CD. 
égale  à c d. 

1 . Suppofons  la  chofe  faite  , & nommons  la  donnée  AB  , a -,  les  incon- 
nues AC , x j CD  = cd  , y j Ac  , z.  Par  l’hypothefo  y A C,  x ; A B , 
a::  A B , a : A c , z.  Donc  xz-=.aa.  équation  generale  pour  toute 
forte  de  courbes  cherchées  Hd. 

2.  Que  la  courbe  A D foit  une  parabole , dont  le  paramétré  eft  0 ; fon 
équation  fora  x = Subftituons  cette  valeur  de  x à (à  place  dans  l'équa- 
tion generale  x z =aa  ; nous  ferons  y y z = a ’ , équation  à l’hyperbole 
cubique  par  rapport  à fos  afymptotes.  Ainli  la  courbe  Hd  elt  une  hyperbo- 
le cubique  , dont  l’équation  cil  y y z = a * , A c , AB  les  afymptotes , A 
le  fommet. 

3 . Que  la  courbe  AD  foit  un  cercle  , dont  le  diamètre  cil  2 a s fon  équa- 
tion fora  xx  — jxx  = — y y , dont  la  racine  eft  x = x -4-  V a a — ~ÿy , 
qui  étant  fobftituée  dans  x z=z  a a , donne  z V — y y — au  — az, 
qu’il  faut  quarrer  , pour  avoir  y y zz  — 20,  * z •+•  a*  = 0.  Equation  de 
la  nouvelle  courbe  Hd. 

4.  Si  au  lieu  d’une  courbe  , l’on  avoit  donné  un  angle,  & que  l’on  eut 

l’équation  * = y , l’analogie  ferait  a : ^ ; y =«<»,  y Z = 

équation  de  la  courbe  Hd,  qui  forait  une  hyperbole  ordinaire  entre 
fos  afymptotes. 

Article  III. 

Quelle  eft  la  ligne  courbe  la  plu » J. Impie  , qui  dorme  la  refolution  du- 
Problème  de  Pappus  jropofe  en  cinq  lignes  dioites. 

i.M.  Descartes  dit,  que  cette  queflion  étant  propofée  en  cinq  - 
lignes , le  cas  le  plus  fimplc  cfl  celui , ou  toutes  les  lignes  données  font 
parallèles  entr  elles  j & qu’après  ce  cas  le  plus  fimplc  cil  celui , où  il  y en  a 
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quatre  parallèles  , 6c  une  cinquième  qui  les  coupe.  Mais  quand  même  cc 
cas  ferait  par  rapport  à la  Figure  , le  plus  lîmple  ; il  ne  s’en  foivroit  pas, 
que  la  courbe  qui  le  refôut  fut  aulfi  la  plus  fimple  : car  nous  avons  vû  dans 
les  Exemples  de  trois  ou  quatre  lignes  propofées , que  la  refolution  s’eft  fai- 
te avec  des  courbes  moins  (impies  les  unes  que  les  autres.  En  effet  #ois> 
lignes  étant  propofées,  on  a trouvé  un  cercle  , Sect.  i.  Art.  6.  Ex.  4.  Fig. 
88’.  une  hyperbole  rapportée  à lès  diamètres,  Art.  7.  Ex.  3.  Fig.  xoo.  Ex.  j. 
Fig.101.  une  hyperbole  rapportée  à lès  afymptotes,  Art.  8.  Ex.  3.  Fig.113. 
L’Exemple  même  de  M.Descartes,  qu’il  a confirait  avec  un  cercle. 
Art.  6.  Ex.  13.  Fig.  69.  lè  conftruit  encore  avec  une  hyperbole  rapportée 
à lès  diamètres  , Art.  7.  Ex.  9.  Fig.  ioy. 

2.  Quelque  railbn  que  l’on  apporte  , pour  prouver  que  les  courbes , qui 
refol  vent  la  queftion  de  Pappus  propolee  en  cinq  lignes , dont  quatre  font 
parallèles  entr’elles  , 6c  loijt  coupées  par  une  cinquième  ; quelque  railbn, 
dis-je  , que  l’on  apporte  , pour  prouver  que  ces  courbes  font  les  plus  fim- 

J>lcs  qui  puifiènt  rclbudre  ce  Problème  propofé  en  cinq  lignes  : l’on  aura  de 
a peine  a lè  perfuader  que  l’équation  y ' — 2 a y y — a*y  -y  2 a ’ = a xy, 
loit  plus  fimple  , ou  meme  aulfi  fimple  que  l’équation  y 5 = aax  à la  pre- 
mière parabole  cubique.  Il  en  ell  de  même  de  l’équation  2a  a x — 3* y x -+- 
xyy  — a a y Ayy  comparée  avec  l’équation  xyy  = a ’ d’une  hyperbole 

cubique  rapportée  à lès  afymptotes.  Cependant  M.  Descaates  allure 
Liv.  1.  Part.  3.  SccE  2.  6c  Liv.  2.  Part.  2.  Seét.  1.  que  lorlqu’il  y a cinq, 
fix , lèpt  ou  huit  lignes  données , les  points  cherchez  lè  rencontrent  en 
quelqu’une  des  lignes , qui  font  d’un  degré  plus  compolees  que  les  Sections 
coniques;  6c  qu’il  cft  impollîble  d’en  imaginer  aucune, qui  ne  foit  utile  à cet- 
te queftion  , a caulè  que  la  polition  des  lignes  droites  données  peut  varier 
en  toutes  fortes,  6c  par  confequent  faire  changer  tant  les  quantitez  connues, 
que  les  lignes  -4-  6c  — de  l’équation  en  toutes  les  façons  imaginables. 

M.  Descaates  n’oiè  pas  déterminer  quelles  courbes  font  les  plus 
fimples  , ou  celles  des  premiers  Exemples , dans  lelqucls  une  des  inconnues 
y monte  au  cube  y*  ; ou  celles  des  fix  derniers  , dans  lefquels  les  deux  in- 
connues compofènt  le  parallélépipède  xyy.  Si  le  Problème  eftainfi  propo- 
le  , étant  données  quatre  lignes  parallèles  , 6c  une  cinquième  qui  les  cou- 
pe , trouver  un  point , duquel  ayant  tiré  une  ligne  droite  for  chacune  des 
données  ; le  parallélépipède  compolè  de  trois  de  ces  lignes  foit  égal  au 
parallelcpipcde  compolè  des  deux  autres  6c  d’une  ligne  donnée  : 6c  fi  , 
comme  M.  Descartes  le  dît  Liv.  2.  Part.  x.  Seét.  4.  entre  les  lignes 
du  même  genre  celles-là  font  également  compofées , qui  peuvent  ftrvir  à 
trouver  les  mêmes  points  , 6c  conftruire  les  mêmes  Problèmes  , c’eft-A-dire 
à conftruire  les  différons  cas  du  même  Problème  : il  faut  conclurre  , que 
les  courbes  des  premiers  6c  des  derniers  Exemples  , qui  rcfolvent  les  diffé- 
rons cas  de  la  queftion  ici  propolee  font  également  fimples , A moins  qu’on 
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ne  veuille  avec  M'  Des  cartes  donner  la  préférence  aux  courbes  des 
premiers  Exemples , à caufe  que  leur  conftruction  eft  plus  facile.  Cepen- 
dant il  fèmblc  que  les  Geometres,  qui  veulent  que  l’équation  x y = a» 
dans  laquelle  les  inconnues  compolcnt  un  rectangle  , foit  plus  compofée 
4]Ufl>  les  équations/ y =.  a x ,yy  = .’«.<*  xx , dans  lefquelles  le  quarré 
de  l'une  , tk.  même  des"  deux  inconnues  fe  trouve  : doivent  aufli  dire , que 
les  équations  des  fix  derniers  Exemples , dans  lefquels  les  inconnues  com. 
pofent  un  parallelepipede  xyy , font  plus  compofées  que  celles  des  Exem- 
ples précédons  , qui  contiennent  le  cube  y ’ d’une  feule  inconnue. 

Article  IV. 

Cinq  lignes  étant  données  , les  points  cherchez  peuvent  être  en  une  ligne 
droite  , en  un  cercle  > ou  en  une  Scciiotk  conique.  Et  trois  ou 
quatre  lignes  étant  données  , ils  peuvent  etre  fur  une 
courhe  d’un  genre  plus  élevé. 

P Arccquc  cinq  lignes  étant  données , leur  différence  pofition  peut  faire 
changer  les  (ignés  -+-  8c  — ■ d’une  infinité  de  façons  ; il  fuit  que  les  points 
cherchez  peuvent  compoler  une  ligne  droite , ou  un  cercle , ou  une  Sec- 
tion conique.  On  a déjà  vu  Art.  i.  des  Exemples.!  la  ligne  droite.  Parce- 

3 uc  , comme  on  l’a  oblérvé  , Liv.  i.  Part. 3.  Sect.  5.  Art.  1.  les  produits 
es  lignes  cherchées  peuvent  avoir  entr’eux  telle  rai(on  , qu’on  voudra  j il- 
fuit  que  , quelque  nombre  de  lignes  qu’on  propofo  , il  n’eit  point  de  ligne, 
qui  ne  puillè  être  utile  en  quelque  cas  ; &:  qu’ainlî  trois  ou  quatre  lignes 
étant  données , les  points  cherchez  peuvent  être  fur  une  courbe  d’un  genre 
plus  élevé  que  les  Sections  coniques.  Voici  des  Exemples. 
r o 1.  On  demande  Fig.  ni.  que  le  parallelepipede  (ous  C Al , CB  , C H 
j îi.  foit  au  parallelepipede  fous  CD  , CF , & une  donnée  a ; comme  C Al  eft  à 
a.  Après  avoir  fuppofé  la  même  valeur  des  lignes  que  M.  Descartes 
leur  donne  dans  (a  Geometrie  , on  trouve  cette  proportion  a xy  -+-  xyy 
2 a ’ — sa  a y •+•  a yy  ; ; x : a , qui  fé  réduit  a y — \ a équation  à la  ligne: 
droite  , qu’il  eft  ailé  de  conftruire. 

1.  On  demande  que  CB  y CD  y CH  : CAI  yCFya::  CB:  a.  aay 
— y'  : 2 a a x — axy  : : j : a , qui  fo  réduit  à y y — xy  =aa  — 2a  x, 
équation  à l’hyperbole  rapportée  à fès  diamètres , ou  à fés  afymptotes , qu’il, 
n’clt  pas  fort  difficile  de  conftruire. 

3.  On  demande  que  ç M y CD  X CH  -+-  C Al  x c B1  : CB  y.  CF  y.  a 
a : CM  , c’cft-à-dirc  , a a x — xyy  -+-  xyy  = aax  : 2uay  — ayy  : : a : x -, 
y y — 2ay  = — xx,  équation  au  cercle, 
îis.  8#.  4»  Fig.  86.  Les  lignes  AB , EF  font  parallèles  , EA  les  coupe  à angles 
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droits.  Il  fil  ut  trouver  un  point  C,  duquel  tirant  les  perpendiculaires  CB, 
CD  , CF  fur  les  données  , on  ait  CB  x CD  : CFx*  .'  t CD*  •'  CB  \ 
Nommons  A E , a = B F : A B , x = CD  y CB  , y y CF  = B F — 

CB  , a — y.  On  a donc  xy  ; aa  — *y  : : xx  : yy.  &Cy  ' = aax  — axy. 

y.  Quand  on  ne  ftippoferoit  que  deux  lignes  droites  données  A B , AD , 
fi  l’on  demandoit  que  le  quarré  de  CD  fût  au  quarré  de  CB , comme  CB  c fl 
à une  donnée  « ; on  aurait  xx:  yy::  y : /» , &cy,=axx  équation  à la 
féconde  parabole  cubique. 

Article  V. 

Si  le  Probhme  de  Pappus  peut  être  propofé  d'une  maniéré  entièrement 
. itnpojfble. 

O N a vil  , Part.  1.  Scct.  z.  Art.  r.  n.4.  que  M.  Descartes  dit  dans 
une  de  fés  Lettres  , qu’on  peut  propolèrlc  Problème  de  Pappus  en  plulieurs 
maniérés  différentes  de  celles , dont  il  l’a  propofé  dans  fa  Géométrie  , & 

Farmi  lcfquelles  il  y en  a quelques-unes  d’impoflibles  de  quelque  façon  que 
on  fiiflè  le  calcul. 

On  n’entend  pas  parler  ici  des  impofiîbilitcz  , qui  font  évidentes , dès 
qu’on  les  propoie  , &t  avant  tout  examen  & tout  calcul  : comme  lî  le  Pro- 
blème de  Pappus  étant  propofé  en  quatre  lignes , on  demandoit  que  CB  x 
C F & CD  X C H fuflènt  entr’eux , comme  deux  perpendiculaires  tirées  du 
pointé  fur  ES  de  Fig.69.  Ou  qu’apres  avoir  dit  que  AG  = /,  AE  = y, 
on  demandoit,  que  ces  deux  rectangles  fullènt  égaux,  & commet  G à A E.  Fio. 

Mais  il  s’agit  des  impoflibilitez.,  dont  on  ne  peut  s’appercevoir , qu’apres  69~ 
avoir  fini  ou  du  moins  avancé  le  calcul.  Voyez  SccF.  z.<Art.  y.  Ex.  9.  & 

Art.  6.  Ex.  10.  Cela  arrivera  certainement  toutes  les  fois  que  tous  les  ter- 
mes , qui  font  fous  le  figne  radical , auront  le  (igné  — 5 or  les  lignes  peu- 
vent varier  de  toutes  les  façons  imaginables  : ainfi  le  Problème  de  Pappus 
peut  être  propofé  en  trois  ou  quatre  lignes  d’une  maniéré  impoifible. 

Article  VI. 

0 

Des  differentes  Efpcees  de  courbes  3 de  leur  defeription. 

M.  D e s c A R T e s. 

POur  les  lignes  qui  fervent  aux  autres  cas  , je  ne  m’arrêterai 
point  à les  dilfinguer  par  efpcces  : car  je  n’ai  pas  entrepris  de 
dire  tout  -,  & ayant  expliqué  la  façon  de  trouver  une  infinité  de 
points  par  où  elles  pafient , je  penfe  avoir  donné  le  moyen  de 
les  décrire. 

N n iij: 
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Même  il  eft  à propos  de  remarquer , qu’il  y a grande  différence 
entre  cette  façon  de  trouver  plufieurs  points  pour  tracer  une  ligne 
î-'on  ’ courbe  , 8c  celle  dont  on  fe  fert  pour  la  fpirale  , 6c  fes  femblables. 

m Car  par  cette  derniere  on  ne  trouve  pas  indifféremment  tous  les 
t"lur,  points  de  la  ligne  qu’on  cherche  , mais  feulement  ceux  , qui  pen- 
j'  i'„r,  vcnt  £ti;e  déterminez  par  quelque  mefure  plus  fimpîe  , que  celle 
nui  /y»- qui  eft  requife  pour  la  compofer , 6c  ainfi  à proprement  parler  , on 
n'f'ùï!"  ne  trouve  pas  un  de  fes  points  , c’eft-à-dire  pas  un  de  ceux  , qui  lui 
” font  tellement  propres  , qu’ils  ne  puifTcnt  être  trouvez  que  par  elle. 
Au  lieu  qu’il  n’y  a aucun  point  dans  les  lignes , qui  fervent  à la 
queftion  propolée  , qui  ne  fe  puiffe  rencontrer  entre  ceux  qui  fe 
déterminent  par  la  façon  tantôt  expliquée.  Et  pourccque  cette  fa- 
çon de  tracer  une  ligne  courbe  , en  trouvant  indifféremment  plu- 
fieurs de  fes  points,  ne  s’étend  qu’à  celles  , qui  peuvent  aufli  être 
décrites  par  un  mouvement  régulier  8c  continu  , on  ne  la  doit  pas 
entièrement  rejetter  de  la  Geometrie. 

Et  on  n’en  doit  pas  rejetter  non  plus  celle  , où  on  fe  fert  d’un  fil, 
ou  d’une  corde  repliée  , pour  déterminer  l’égalité  ou  la  différence 
tHiawt  de  deux  ou  plufieurs  droites,  qui  peuvent  être  tirées  de  chaque  point 
a”  p de  la  courbe  qu’on  cherche,  à certains  autres  points , ou  fur  certai- 
ymrort  nes  autres  lignes  à certains  angles  : ainfi  que  nous  avons  fait  en  la 
Dioptriquc  * pour  expliquer  l’ellipfe  ôc  l’hyperbole.  Car  encore 
nu„  s-. qu’on  n’y  puiffe  recevoir  aucunes  lignes  qui  lemblcnt  à des  cordes, 
c’eft-à-dire , qui  deviennent  tantôt  droites  8c  tantôt  courbes , à 
eau  fe  que  la  proportion  , qui  eft  entre  les  droites  8c  Jes  courbes, 
n’étant  pas  connue , 8c  même  je  croi  ne  le  pouvant  être  par  les 
hommes , oij  ne  pourroit  rien  conclurre  de  là  qui  fut  cxaift  8c  a/Tu- 
ré.  Toutefois  à caufe  qu’on  ne  fe  fert  de  cordes  en  ces  conftruc- 
tions , que  pour  déterminer  des  lignes  droites  , dont  on  connoi’t 
parfaitement  la  longueur  , cela  ne  doit  point  faire  qu’on  les 
rejette. 

i . Il  y a quatre  efpeces  de  courbes  dans  le  premier  genre  , le  cercle , la 
parabole  , l’ellipfe  , l’hyperbole  s M.  Descartes  divife  encore  les 
cllipfes  en  difïèrcntcs  cfpcces , aufli  bien  que  les  hyperboles  dans  là  Diop- 
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trique.  Mais  la  difficulté  qu’on  trouve  dans  les  autres  genres  , cfl  caufo 
qu’on  ne  l’a  point  fait. 

1.  Nous  avons  parlé  de  la  defoription  des  courbes  avec  un  fil  ou  une 
corde , Part,  k Secf . 4.  Art.  3 . §.4.  Méthode  1.  de  leur  defeription  en 
cherchant  plufieurs  de  leurs  points  §•  3.  11  relie  à expliquer  la  différence, 
que  M.  Descartes  met  entre  les  manières  de  décrire  les  courbes  en 
trouvant  plufieurs  de  leurs  points  , 6c  qui  commence  par  ces  mots  5 Même 
il  ejl  a propos  de  remarquer  , ÔCC. 

3.  M.  Descartes  vient  de  parler  de  la  courbe  de  Fig.  1 z z.  qui  le  p,«- 
décrit  par  un  mouvement  régulier  6c  continu  : il  fomble  donc  , qu’en  Ill‘ 
dilànt  , qu’il  y a grande  différence  entre  cette  façon  de  trouver  plufieurs  points 
pour  tracer  une  ligne  courbe  , cr  celle  dont  on  fe  fert  pour  la  fpirale  -,  il  compare 

la  Méthode , qui  décrit  mie  ligne  Géométrique  par  un  mouvement  conti- 
nu avec  la  Méthode  , qui  décrit  aufli  la  fpirale  par  un  mouvement  Conti- 
nu , 6c  qui  conlïfte  en  ce  que  Fig.43.  tandis  que  le  rayon  a A parcourt  d’un  jIO,+:K 
mouvement  uniforme  toute  la  circonférence  du  cercle  A B CD  A par  Ion 
extrémité  A ; le  point/»  du  centre  parcourt  le  rayon  a A d’un  mouvement 
aufli  uniforme  5 de  lôrtc  que  la  trace  , que  le  point  a laide  dans  ce  mouve- 
ment compofé  , foit  la  fpirale  abc  d A , comme  il  a été  dit , Part.  1.  Sect. i: 

Art.  3 . n.  3 . Si  c’étoit  là  le  lèntiment  de  M.  D e s c a r t e s * il  aurait  rat- 
ion de  preferer  la  Méthode  , avec  laquelle  il  a décrit  la  courbe  de  Fig.  1 z 1. 
à la  Méthode  de  décrire  la  fpirale  , pareeque  le  mouvement  du  point  a fur 
le  rayon , 2c  celui  du  rayon  lur  la  circonférence  du  cercle  ne  fuiraient  fè 
faire  exactement  cnlèmbie , la  proportion  du  rayon  2c  de  la  circonférence 
n’étant  pas  connue.  Atilfi  ne  crois-je  pas  , que  la  Ipirale  ait  jamais  été 
décrite  de  cette  façon. 

4.  La  maniéré  ordinaire  de  décrire  la  Ipirale  ell  de  chercher  plufieurs 
de  fes points  de  cette  façon  Fig.  45.  Le  point  A cfl  l’origine  des  x,  qui  le 
prennent  en  allant  de  A en  B , C , D fur  la  circonférence  du  cercle  ABCD 
2c  les  abfciflès  font  les  arcs  AB,  AC , Sec.  Le  centre  a efl  l’origine  des 
ordonnées  y , qui  fe  prennent  en  allant  de  a vers  A fur  le  rayon  a A , 6c  fe 

• tranfporte  fur  les  rayons  ab,  ac,  Sec.  Par  exemple  fi  l’on  veut  le  point  d de 
la  fpirale  , lequel  jépond  au  point  D neuvième,  divifion  delà  circonférence 
depuis  le  point  A ■ je  tire  le  rayon  aD  , Si.  ayant  pris  a g for  le  rayon  , je 
tranfporte  cette  ligne  en/» d , 6c  //efl  un  point  de  la  fpirale  cherchée.  Gif 
trouvera  de  la  meme  façon  autant  de  points  qu’on  voudra  de  cette 
courbe. 

Si  la  penfée  de  M.  Defcartcs  efl  ici , que  la  maniéré  de  décrire  les  cour- 
bes par  un  mouvement  continu  6c  régulier  , cfl  préférable  à cette  féconde 
manière  de  décrire  la  fpirale  : il  a encore  raifon  ; puilqu’clle  cfl  même  pré- 
férable à la  maniéré  de  décrire  les  lignes  Géométriques  en  cherchant  plu- 
fieurs de  leurs  points  -,  à caufe  que  par  cette  manière  on  ne  décrit  pas  à pro- 
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F10.45.  prement  parler  les  courbes  , defqucllcs  on  ne  trouve  qu’un  très-petit  nom. 
bre  de  points  ; mais  on  les  fuppole  décrites , & on  les  confidcre.  Au  lieu 
que  par  le  mouvement  continu  on  trace  la  courbe  , fans  en  chercher  les 
points  feparément. 

5.  Il  paroît  plutôt , que  M.  Deleartes  ne  parle  en  cet  endroit , que  des 
Méthodes  qui  décrivent  la  Ipirale  &i  les  lignes  Géométriques  en  trouvant 
pluficurs  de  leurs  points.  Ce  qui  Ce  prouve  lôit  par  les  paroles  miles  à la 
Marge  du  Texte  , liait  par  celles-ci.  Et  poureeque  cette  façon  de  tracer  une 
ligne  courbe , en  trouvant  indifféremment plujteurs  de  fes  points  , ne  s'étend  qu'à 
celles  , qui  peuvent  auffi  être  décrites  par  un  mouvement  régulier  & continu  , on 
ne  la  doit  pas  entièrement  rejet  ter  de  la  Geometrie.  Et  quand  il  dit  que  cette 
façon  a ét  c tantôt  expliquée  : il  entend  ce  qu’il  en  a dit,  Liv.  t.  Part.  3. 
Sect.  j.  Art.  3.  n.  i.  Cela  fuppole. 

G.  Ne  trouve-t-on  pas  n.  4.  indifféremment  les  points  de  la  Ipirale,  c’eft- 
à-dire , tous  ceux  que  l’on  veut  ? 

7.  On  trouve  feulement  les  points  de  la  fpirale  , qui  peuvent  être  déterminez 
par  une  mefurc  plus  fimple  , que  celle  qui  ejl  requife  pour  la  compofer.  Je  ne  voi 
pas , qu’on  puiflè  trouver  les  points  de  la  fpirale  , ni  qu’on  puillè  la  décrire 
d’une  maniéré  plus  fimple  , que  celle  qui  vient  d’être  rapportée  n.  4.  ni 
qu’on  puillè  Ce  lervir  pour  cela  d’une  mefure  plus  fimple. 

Ainfi  à proprement  parler  , on  ne  trouve  pas  un  des  points  de  la  fpirale  , c’efl- 
à-dire  pas  un  des  points , qui  lui  font  tellement  propres  , qu’ils  ne  puiffent  être  trou- 
vez que  par  elle.  Il  me  femble  que  le  point  d par  exemple  eft  aulli  propre 
de  la  Ipirale , que  les  points  des  lignes  Géométriques  leur  font  propres. 
Que  lignifie  cette  exprefiion  , le  point  d de  la  Ipirale  peut  être  trouvé  par 
la  fpirale  ? Eft-ce  qu’on  trouve  les  points  de  l’hyperbole  par  l’hyperbole  ? 

8.  Cette  façon  de  tracer  une  ligne  courbe  , en  trouvant  indifféremment  pla- 
ceurs de  fes  points  , ne  s'étend  qu'à  celles  , qui  peuvent  être  décrites  par  un  mouve- 
ment régulier  & continu.  Cela  eft  vrai  de  la  Méthode  de  Part.  1 . Sect.  4. 
Art.  3.  §.  3. 

. 

PARTIE  TROISIEME. 

Les  proprietez  des  lignes  courbes  Géométriques  fe  déduifent  de  leur 

équation. 

L’Equation  d’une  ligne  courbe  Géométrique , eft  l’expreflion  Algébri- 
que du  rapport,  qu'ont  tous  les  points  de  cette  ligne  courbe  à tous  ceux 
d’une  ligne  droite  , avec  qui  on  l’a  comparée.  M.  Deleartes  parle  en  peu 
de  mots  des  proprietez  en  general , qu’on  peut  conclurre  de  l’équation  des 
courbes  j eniuite  il  s’étend  fur  la  maniéré  de  mener  leurs  tangentes  , en 

fuppolànt 
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fuppofant  la  connoifiànce  de  cette  équation.  Ce  fera  la  matière  des  deux 
Se&ions  de  cette  Partie. 


SECTION  I. 

Des  projetez  en  general  des  lignes  courbes  déduites  de  leur  équation. 

M.  DESCAR.TE  S. 

ORdccelafeul  qu’on  fçait  le  rapport,  qu’ont  tous  les  points  a.»» 

d une  ligne  courbe  a tous  ceux  d’une  ligne  droite,  en  la  façon  Z7," 
que  j ai  expliquée  ; il  eft  ailé  de  trouver  aulli  Je  rapport  qu’ils  ont  à fnfri,m 
tous  les  autres  points  & lignes  données  : & enfuite  de  connoître  les 
diamètres,  les  aiiïieux , les  centres,  & autres  lignes , ou  points,  ""S 
a qui  chaque  ligne  courbe  aura  quelque  rapportplus  particulier , ou  tfl 
plus  (impie  qu  aux  autres  : & ainli  d imaginer  divers  moyens  de  le"  rAft°rt 
décrire , & d’en  choifir  les  plus  faciles.  Et  même  on  peut  auffi  p ir 
cela  leul  trouver  quafi  tout  ce  qui  peut  être  déterminé  touchant  «tV, 
la  grandeur  de  1 efpace  quelles  comprennent , fans  qu’il  foit  besoin  ïiZ,  • 
que  j’en  donne  plus  d’ouverture.  Et  enfin  pour  ce  qui  eft  de  toutes  * * u 
les  autres  proprietez  qu’on  peut  attribuer  aux  lignes  courbes  elles 


> fafon  de 

j,  \ 1 i1  i 1 , 7' — wuiucs , eues  '!,w 

ne  dépendent  que  de  la  grandeur  des  angles,  quelles  font  avec  W* 
avec  quelques  autres  lignes.  l“  «*• 

Prenons  pour  exemple  l’hyperbole  GCE  Fig.  J3.  dont  l'équation  a été 
trouvée  Liv.  ».  Part.  i.  Scd.  4.  y y = Cy-  aprcs  ^ 

lacu  comparée  avec  a droite  A B , & qu’ona  eu  nommé  les  connues"- 

ton  UbL-*’L  * U ,CSTnnU“  CB  '.y  !^B,XiSc  qu’on  a eu 

trouve  B L ~c-~.  Je  regarde  cette  équation . comme  une  première 

propriété , dont  il  fi  ut  conclurre  les  autres.  Tandis  qu’on  tait  la  recherche 

des  proprietez  inconnues  il  n’eft  pas  poilihlc  , qu’il  „’y  ait  de  tems  en 

tuns  bien  du  travail  inutile  , foitparcequ’on  ne  peut  pas  toujours  deviner 

d abord  le  chemin  le  plus  court , ion  parccqu’il  le  trouve  des  chemins  qui 

ne  conduifent  a rien.  Apres  avoir  trouvé  plufieurs  de  ces  proprietez  on 

leur  donne  l’ordre  qui  paroit  le  plus  naturel  : une  propriété  déjà  trouvée 

fertfortfouventa.cn  connoître  une  autre,  fins  qu’il  foit  nccelïïiire  de 

recourir  a la  première  équation  j fouvent  aulîî  on  découvre  une  nouvelle 
Su?  US  aVülf  ^ “ dC  r^Uation  » ni  des  Proprietez  déjà 

Oo 
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I. 

On  mené  par  le  point  G , Fig.  141.  quiefl  la  même  que  Fig. 53.  la  droite 
G F parallèle  à AB  ; on  veut  lavoir  le  rapport  des  points  C de  la  courbe 
GCE  aux  points  de  la  droite  GF.  Continuez  BC  en  F , vous  avez  F B = 
GA,  a.  ; & CF,  Zz=a  — y,  &.y=:a — *. 

Tirez  la  valeur  dey  de  l’équation  y y — cy  — c~y  -\-a  y — <*«■;  pour  cela 
extrayez  fa  racine  , qui  fera  ^ + — Jï  v'’  — {ac  a -\-±cc 

— -h-~.  SublHtucz  cette  valeur  de  y dans  z — a — y.  Quar- 

rez  chaque  membre  , il  vous  reliera  zz  — az  -h  cz  — + — 0, 

équation  qui  exprime  le  rapport  du  point  C Sc  de  tous  les  autres  de  la  cour- 
be GCE  a tous  les  points  de  la  droite  G F. 

Mais  ce  rapport  aurait  pii  le  trouver  plus  aifément  de  cette  façon.  Les 
triangles  CBL  , CFG  font  équiangles  } donc  CB  , y : BL  , h y : .• 
CF,  z : FG,  x , x y =.  — ; pourri  mettez  lit  valeur  /»  — z s vous 

ferez  zz  — az  + k+  a-~  — = 0.  Comme  auparavant. 

I I. 

On  divilè  A G en  deux  parties  égales  au  point  I , & par  le  point  I on 
mené  I P parallèle  à K N -,  on  cherche  le  rapport  des  points  C de  la  courbe 
GCE  aux  points  de  la  droite  IP.  Nous  avons  IA  — ; nommons  C R, 

v.  Les  triangles  NLK  , P AI  donnent  cette  Analogie  NL,e:  LK , b:: 
IA  , ±a  ; .4P  t îi  ; Jonc  PB,  — x.  Les  trianglesPy4 1,  PBR  fbur- 
niflent  celle  ci , PA  , ; AI,  ±«::PB,  — x : BR  , — c-f  , 

Donc  CR  , v = „ — y — y.  Pour  y fubflituons  fa  valeur  trouvée  n.  1 . 
Nous  aurons  v + c z=  — — h±cc  — ^ — e-l4  •+■ 

1 2 0 1 4 4 2 0 2 0 

y4y.  Si  nous  quarrons  les  deux  membres,  l’équation  le  réduira  à vv  + cv 
— t-  jac  — ±aa  - 4-  yy  -+-  c-~  = 0 , qui  exprime  le  rapport  des  points 
de  la  courbe  GCE  aux  points  de  la  droite  IP.  Et  fi  nous  faifons  v -a-jr  -+- 
jÿ  = s , & enfuitc  x b = t , nous  trouverons  la  réduite  ±~~ 

— tt  — équation  à l’hyperbole  rapportée  à un  diamètre  , comme 
Part.  1.  Scél.4.  Art.3.  §.  1.  11.3. 

I I I. 

On  prend  Fig.  143.  GI—AE,  on  mene  IP  parallèle  à CK.  Il  faut 
trouver  les  proprietez  de  la  courbe  GCE  par  rapport  à CB  , cD  , prilcs 
entre  la  courbe  & les  lignes  PA  , PI , liir  la  ligne  DP  parallèle  à GA. 
Je  prolonge  BD  julqu’à  ce  qu’elle  rencontre  IH  parallèle  &c  égale  à 
AB',  x. 

Lorlquc  la  Réglé  G L , qui  paflè  toujours  par  le  point  L dans  fon  mou- 
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-vcmcnt  autour  du  point  G , tombe  fur  G A ; alors  les  points  N , C tombent  Fie. 
fur  E , fie  EA  eft  égale  à NL  , c = G I.  Les  triangles  équiangles  NL  K,I+5' 
IHD  donnent  cette  Analogie  KL  , b : N L , c ::  JH  , x : HD  , y j & 
comme  H B = a -t-  e]  : on  aura  PB  = « + t — y » & D C = « -+- 

L’équation  à la  courbe  G CE  dt^y  = a y -F-  cy  — e-~  — ac,  ou  a y -t- 
cy  — -y2  — y y — ae-  Je  multiplie  CD  par  CB  , le  produit  eft  a y -+- 
cy  — —y*  — ^ y , qui  eft  égal  à ac.  Il  eft  évident  qu’en  quelque  point  de 
la  portion  infinie  RC  E , que  je  prenne  le  point  C , je  trouverai  la  même 
valeur  de  CD  yC  B : donc  tous  ces  rectangles  font  égaux  à.  A G y.  G I = 
ac  = A E y E I , fie  par  confoquent  ils  font  égaux  entr’eux.  Il  fuit  encore 
que  tous  les  CB  , c’cft-à  dire  les  lignes  parallèles  à.  GA  prifes  entre  la 
courbe  RCE  fie  la  droite  AB  , ont  toujours  une  valeur  , puifque  le  rectan- 
gle fous  CB  fie  CD  étant  égal  à ac  , il  n’cft  jamais  égal  à zéro  : donc  il  y a 
toujours  quelque efpacc  entre  RCE  fi e A B,z\nCiAB  eft  afymptotede  RCE. 

Suppofons  la  Réglé  génératrice  en  G l , où  elle  eft  , loriquc  le  point  c 
de  la  courbe  G C £ eft  décrit.  Nous  avons  cB  ,y  , fie  le  refte  comme  au 
pointC.  Les  triangles  ni k , cBk  font  équiangles  j fie  nous  ferons  ni , c: 
tk,  b::  cB  ,y:  Bt donc  Bl  — b ; Al—  *-+-  tt  — b.  Les 
triangles  G Al , cBl  font  encore  équiangles  s donc  G A,  a.-  Al , x -h  — 
b:;  cB  , y : Bl  , — b $ y y ==  ay  ■+■  cy  — ^y2  — a c même  équation 

qu’au  point  C. 

De  plus  comme  auparavant  nous  avons  HD=:c-~.  Nous  avons  auffi  D B 
— a -+-  c — y ; fie  CD  , — y — y , qui  étant  multipliée  par  c B , y j ' 

produit  a y -+•  c y — c-~  — y y , qui  eft  égal  à ac.  D’où  nous  conclurrons 
comme  auparavant , qu’en  quelque  point  de  la  portion  infinie  R c G de  la 
courbe  G C E , que  nous  prenions  le  point  c , nous  trouverons  la  même 
valeur  de  cD  X c B -,  donc  tous  ces  rectangles  font  égaux  à AG  y G I = 
ac  = A E y E I , fie  ainfi  ils  font  égaux  entr’eux  : nous  conclurrons  enco- 
re que  tous  les  cD  , ou  toutes  les  lignes  parallèles  à G A prifès  entre  la 
courbe  RcG  fie  la  droite  I P ont  toujours  une  valeur  réelle  , qu’il  y a tou- 
jours quelque  cfpace  entre  RcG  fie  IP  , fie  que  IP  eft  une  autre  afymp- 
totc  de  RcG. 

De  plus  les  rcétangles  quelconques  CD  y CB  , eDycB , qui  font  tou- 
jours égaux  à ac  , font  égaux  entr’eux  .•  ainfi  c B : CB  ::  CD  : c D ; c B — 
CB  = cC  : C B : : CD  — cD  = Ce  ; cD  y fie  C B = c D.  On  prouvera  de 
même  que  ST  = st , 8 ce. 

On  pourra  encore  démontrer  , comme  on  fait  dans  les  Traitez  des  Sec- 
tions  coniques , que  quelque  ligne  droite  L K , Ad , Fig.  144.  qui  coupe  i4+| 
l'hyperbole  en  deux  points  : on  a toujours  CA  = Td  ,XL  = SK . Ce  qui 
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fournit  une  Méthode  pour  décrire  l’hyperbole.  Car  lesafymptotcs  PA,  PD 

étant  données  , avec  un  foui  point  c appartenant  à l’hyperbole  > on  tirera 

par  le  point  C autant  de  lignes  droites  qu’on  voudra  terminées  aux  alÿmp.  4 

totes , comme  BCD  , ACd  -,  enfuite  on  coupera  Td  = CA  , cD  = C B, 

les  points  T , c font  à l’hyperbole.  Si  après  cela  par  un  point  T déjà  trouvé 

l’on  tire  d’autres  lignes  ŸTL  , 6cc.  6c  que  l’on  coupe  YT—  ZL  , le  point 

Z fora  aulîi  à l’hyperbole. 

I V. 

On  divifo  IA  , Fig.  143.  en  deux  également  au  point  F,  6c  l’on  joint 
F P ; on  mene  T t parallèle  à IA , 6c  par  le  point  R la  ligne  MRm  aulfi 
parallèle  à IA.  On  demande  le  rapport  de  l’hyperbole  avec  FP  , fS , 
fs  , Mm. 

Les  triangles  P F A , PfT  font  cquianglcs  , comme  aufli  les  triangles 
P FI,  Pft.  Donc  PF:  FA::  Pf:  fT.  6c  PF:  FI::  Pf:ft.  Mais  les 
deux  premiers  termes  PF , PF  s les  deux  féconds  FA , FI  5 les  deux  troi- 
fiémcs  Pf,  Pf  font  égaux  entr’eux  } donc  les  deux  derniers  fT , f t font 
encore  égaux  : 6c  comme  n.  3 . ST  = s t , on  aura  f S — fs.  Or  on  peut 
démontrer  la  meme  choie  de  toute  parallèle  Ce  à GA  ; il  luit  donc  que 
FF  divifo  en  deux  parties  égales  toutes  les  lignes  Ce  , S s , parallèles  cn- 
tr  elles  6c  info  rites  dans  l’hyperbole  , ainfi  P F eft  un  diamètre  de  la 
courbe  G C E. 

On  prouvera  que  RM  — Rm  , comme  on  a prouvé  que  fT  =ft . Mm 
cft  parallèle  à GA  , 6c  elle  palfo  par  le  point  R , elle  eft  donc  toute  hors 
de  l’hyperbole  : car  fi  une  de  fos  parties  etoit  dedans , il  faudrait  que  l’au- 
tre y fut  auflî , afin  que  tout  ce  qui  forait  inftrit  dans  la  courbe  fe  trouvât 
coupé  en  deux  parties  égales.  La  ligne  M m eft  donc  touchante  en  R dé 
l’hyperbole. 

Je  prolonge  Mm  6c  J H en  h.  La  Réglé  G L paflànt  en  R , 6c  le  mar- 
quant , Swcft;.  Les  triangles  IM  h , N KL  forant  cquiangles , comme 
IDH,  NKL  l’étoient  au  point  C ; 6c  l’on  trouvera  , comme  n.  3.  hM  — 
c—  , hm  = a c s Mm  — a -t- c — 'f  ; MR  — n c — y — y , qui 
étant  multipliée  par  Rm,  y , le  produit  eft  a y -4-  cy  — — y y t qUi 

eft  égal  à a c : donc  RMx  Rm  ou  Ji  /ÿf 1 = ac  -,  y y = tic.  C’cft  pourquoi 
1"  le  quarré  de  R M eft  égal  à chaque  rectangle  CBy.CD.STx  St. 
î°  RAI  eft  moyenne  proportionelle  entre  AG,  GI , ou  entre  AE,  El  j 
puilque  de  y y = »c  il  fuit  que  E A , c : MR,  y : : MR,  y : El , a. 

V. 

On  prolonge  , Fig.  144.  P F en  V , de  forte  que  PV  foit  égal  à P R } il 
faut  déterminer  le  rapport  de  la  ligue  PFi  l'hyperbole  G C E. 
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La  ligne  VR  eft  coupée  en  deux  également  au  point  P , & on  lui  a 
ajoûtc  Rf : donc  6.  z.  Eucl.  P F*  = Vfy.fR  -+■  PR1.  La  ligne  BD  eft 
^ 1 coupce  également  en/,  8c  inégalement  en  C ; donc  C B xCD  ■+■  cf*  = 
f~B 1 > C/1  = fî)*  — CB  y CD  , 8c  parccquc  n.  4.  on  a trouvé  Km * = 
CB  y CD  , ce  fera  c/1  =//? 1 — 

Enfuite  dans  les  triangles  équiangles  P/B , P Rm,  nous  avons  Pf:  fB  : : 
PR  : Rm ; donc  12.  6.  Eucl.  pf*  — P~R*_^Yr*  : : fB* — Rm*  : ~Rm*. 
Mettons  dans  cette  Analogie  à la  place  de  pf1  fa  valeur  Vfy.fR  •+•  p R1, 
8c  à la  place  de  Jf * — R m * fa  valeur  cf*  ; nous  ferons  Vf  yfR  : ~p~R  * : : 
Cf*  : T7n*  ■>  VfyfR  : cf*  : : rf*  : ~Rmx • Mais  VR  étant  double  de 
P R , y r 1 fera  quadruple  de  /'  R 1 , 8c  par  la  même  radon  Mm * eft  auflî 
quadruple  de  r m x.  Donc  le  rapport  de  FR"  à Mm*  eft  le  même  que  celui 
de  P~R*  à YTti 1 i donc  Vf  yfR  : cf*  ::  V~R  x : Mm  x. 

Maintenant  Fig.  143.  les  triangles  NLK  , IP  A fourniflènt  cette  Ana- 
logie ,NL,c:LK,  bjj  IA  , a ■+■  c : A P , j 8c  PB-"i-+i£ 

— x.  Et  puifque  n.  4.  ~r»i 1 = a c , R m eft  v'  tic  ; Mm  , 2^  a c. 

Dans  le  triangle  PRm  , on  connoît  tous  les  angles.  Puions  la  rai/on  de 
m R à RP  comme  d à e , 8c  celle  de  m R i ni  P comme  d à h ; ce  qui  don- 
nera les  deux  proportions  liiivantcs  d : e : : m R , / ae  : R P , j V*c  =f 
d:  h : : Rm  , </  a c : mP  , ^ 'J ac  —g. 

Les  triangles  équiangles  PmR  , P B f fourniflènt  auflî  cette  Analogie 
Pm  , g : PB  , Si^tî  — x ; . mR  , fac : Bf,  ±Lï*SfdL^JLS  _ £ c 
Donc  cf  =‘,b'/arfibc'/:,e  — | -Vue — y,  que  je  nomme  z.  Ces  deux 
triangles  donnent  encore  Pm  , g : PB  , — x::  PR  , f:  Pf , 

*j>  f y^bef  — Çx  t que  jc  nomme  v. 

Nous  avons  donc  Fig.  144.  P R , f = P V 5 RV,  zf  s les  abfciflès  Pf, 
v } les  appliquées  Cf,  z.  Et  fi  nous  fàifons  VR,  2f:  Mm,  2 Vue: 
M m , 2V n c : RH  , que  je  nomme  f , notis  aurons  toutes  les  quantitez 

neccflàires  pour  former  les  équations  au  diamètre  Vf. 

Car  i°  étant  Vf =f  -4-  v -,  Rf=  v — f -,  l’Analogie  qu’on  a trouvée 
ci-delîus  VfyfR  : cf1  ::  FR*  : fi~>n x , s’exprimera  ainfi  vv — jf:  zz:: 
4jf:  4*c  * lc  z z z=zw  — jf,  qui  eft  une  des  équations  de  l’hyperbole  par 
rapport  à fon  diamètre  v f 

Comme  z°  nous  avons  VR  : Mm  : : Mm:  RH  ; la  raiion  de  VR  à.  RH 
def.  1 1.  3.  Eucl.  eft  doublée  de  la  radon  de  VR  à Mm.  Or  la  raifon  de 
JVr1  à M m 1 eft  aufii  zo.  6.  Eucl.  doublée  de  celle  de  VR  à Mm  : donc 
dans  la  proportion  VfyfR  : cf * : : FR*  : Mm 1 , on  peut  fubftitucr  VR 
8c  RHà  la  place  de  FR*,  Mm1  , pour  faire  VfyfR  , vv  — ff  : cf* . 
zzw  VR  , 2 fi  RH,  p . ilzz  =vv  — jf , qui  eft  une  autre  équation 
de  l’hyperbole  rapportée  à Ion  diamètre  Vf.  La  ligne  VR  s’appelle  le  dia- 
mètre déterminé. 

0 o iij 
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V I. 

Si  l’on  réfléchit  fur  ce  qu’on  a dit  j u/qu’à  prêtent,  on  remarquera  i * qu’il  * 

y a une  infinité  de  diamètres  tels  que  F f>  qui  paftent  par  le  point  P , 8c 
qui  coupent  en  deux  parties  égales  cenaines  parallèles  interites  dans  l’hy- 
perbole. i°  Que  le  point  P , où  tous  ces  diamètres  te  coupent , cft  le  cen- 
tre. 30  Que  parmi  ces  diamètres  il  y en  a un  , .qui  coupe  tes  appliquées 
perpendiculairement  , 8c  qu’on  appelle  aiflicu  , axe.  40  Que  tous  ces  dia- 
mètres ont  des  équations  fèmblables  à celles  du  diamètre  P F. 

VIL 

Des  proprietez  déjà  connues  , furtout , de  l’axe  on  peut  déduire  toutes 
celles  , qui  conviennent  à une  hyperbole  ÔC  à fbn  oppol'ée  , ce  qui  fournit 
plufîeurs  manières  de  décrire  l’hyperbole,  fur  tout  les  proprietez  des  foyers, 
ainfi  qu’on  peut  voir  dans  les  Traitez  des  Sections  coniques.  Et  parceque 
toutes  les  proprietez  , dont  on  a parlé  ici , ont  été  tirées  de  l’équation  y y 
— cy  — y y -+-  a y — ac  , il  fuit  que  toutes  les  proprietez  d’une  courbe 
peuvent  te  conduire  de  ten  équation  trouvée  par  le  rapport  qu’on  décou- 
vre entre  tous  les  points  de  cette  courbe  , 8c  tous  les  points  d’une  ligne 
droite. 

VII  L 

On  appelle  rectification  d’une  courbe  , par  exemple  de  la  circonférence 
d’un  cercle  , l’operation  par  laquelle  on  trouverait  une  ligne  droite  égale 
à cette  circonférence } 8c  l’on  appelle  quadrature  d’une  courbe  , par  exem- 
ple d’un  cercle  , l’operation  par  laquelle  on  trouverait  un  triangle  , un 
quarré  , ou  quclqu’autrc  furface  rectiligne  égale  à la  furface  du  cercle.  Le 
Problème  de  la  quadrature  du  cercle  confifte  , ou  à trouver  cette  quadra- 
ture , ou  à démontrer , qu’elle  cft  impoiïible.  Il  te  rdoudroit  parfaitement 
de  l’une  ou  de  l’autre  façon.  M.  Des  cartes  ne  croit  pas  la  rectifica- 
tion des  courbes  poffible  , puifqu’il  s’explique  ainfi  , Part.z.  Scct.  3.  Art. (T. 

L.t  proportion  , qui  ejl  entre  les  droites  & les  courbes  , ri  étant  pas  connue  , & 
même  je  croi  ne  le  pouvant  être  par  les  hommes.  Mais  dans  la  Geometrie  des 
infiniment  petits,  le  calcul  intégral  trouve  la  rectification  de  plufîeurs  cour- 
bes ; en  particulier  de  toutes  les  paraboles , dont  l’équation  efQ  * m -*•  * — 
x‘m  , étant  m un  nombre  entier  pofitif.  Ici  M.  De  s c a r t e s reconnoît 
qu’on  peut  favoir  quelque  chote  touchant  la  quadrature  des  courbes. 

i.  La  Geometrie  ordinaire  démontre  , que  l’aire  d’un  cercle  cft  égale  à 
celle  d’un  triangle  rectangle , dont  un  côté  eft  le  rayon  du  cercle , 8c  l’autre 
eft  égal  à fà  circonférence > mais  elle  ne  trouve  pas  ce  fécond  côté.  Et  ce 
peu  qu’on  fait  de  la  quadrature  du  cercle  , n’a  pas  betein  des  équations  jj 
= aax  — xx  ,yy  = aa  — xx.  Le  calcul  intégral  te  tert  de  ces  équa- 
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lions  , pour  former  les  fuites  infinies , aulquclles  la  circonférence  & l’aire 
du  cercle  lônt  égales. 

4°  La  quadrature  du  cercle  étant  fuppofée  on  connoît  l’elpace  compris 
par  une  clliplè  , dont  on  lait  l’équation.  Soit  Fig.  146.  l'clliplè  AE  B F,  Fi«. 
dont  les  deux  axes  font  AB , EF  , du  centre  C de  l’intcrvale  CA  ou 
CB  je  décris  le  grand  cercle  AK  B -,  & de  l’intcrvale  CE  ou  CF  le  petit 
cercle  EGF.  Nommons  les  connues  A B , 2*  ; AC  — C B , a -,  E F, 

2 b -,  E C z=iCF,  b s les  inconnues  CD  , x ; DK  , y s DH , z j C L , v 
LG  y s ; LH , r 5 on  aura  BD  = <*  -t-  .v  ; AD  — a — x ; FL  z=b  -y-v  ; 
EL  = b — v.  Soit  encore  le  paramétré  du  grand  axe  AB  de  l’elliplè  ,/>  j 
le  paramétré  du  petit  axe  FE  , ». 

Comparons  i°  l’clliplè  avec  le  grand  cercle.  Par  la  nature  du  cercle, 
nous  avons  BD  X D A , a a — .v.v  = D K* , y y > &.  par  la  nature  de  l’el- 
liplè, B D X D A , a a — x x : p H1  , zz:  : B A , 2 a;  p.  Donc  a.. y,  — 
xx=yy  = ytSi  pyy  — 2 azz,  &Cyy-,  zz.-;  2a:  p.  Mais  yy  eft  A. 
zz  en  raifon  doublée  dey  à z , &c.  par  la  nature  de  l’clliplè  le  grand  axe  2* 
de  l’clliplè  eft  aufii  à Ion  paramètre  p en  rai  Ion  doublée  du  grand  axe  a « au 
petit  axe  2 b , comme  on  l’cnlèigne  dans  les  Traitez  des  Séchons  coniques  : 
donc  2 n : 2^:  : y : z , c’eft-àdire  comme  le  grand  axe  de  l’eliiple  eft 
au  petit  axe  2 b ; ainfi  chaque  appliquée  DK  , y au  cercle  eft  à chaque 
arrelpondantc  DH,  s à l’elliplè:  donc  1 1.  j.  Eucl.  comme  le 


appliquée  corr 


ainfi  toutes  les  appliquées  y au  cercle. 


grand  axe  AB  eft  au  pcti^F  F _ 

c’eft  à-dire  tout  le  cercle  quelles  rcmpliflènt , lont  à toutes  les  appliquées 
z à l’elliplè  , c’eft  à-dire , à toute  l’clliplè  qu’elles  compolènt.  C’eft  pour- 
quoi les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  étant  connus , à lavoir  le 
grand  axe , le  petit  axe  de  l’clliplè , le  cercle  j le  quatrième  terme  , qui  eft 
î’elliplè  ferait  aufii  connu. 

On  comparera  i*  de  la  nie  me  maniéré  l’clliplè  avec  le  petit  cercle  j & 
l’on  verra  que  le  petit  cercle  eft  à l’ellipfe  , comme  le  petit  axe  eft  au 
grand. 

L’clliplè  eft  donc  moyenne  proportionclle  entre  le  cercle  qui  a le  grand 
axe  de  cette  ellipfe  pour  diamètre , &i  le  cercle  qui  a le  petit  axe  de  l’clliplè 
pour  diamètre. 

j°  Archimède  a trouvé  la  quadrature  de  la  parabole  : elle  lè  peut  dé- 
duire de  Ion  équation  y y = ax  , de  laquelle  on  conclud  dans  les  Traitez 
des  Sertions  coniques , que  Fig.  147.  Si  PD  eft  un  diamètre  , FL  une  Fl0- 
appliquée  à ce  diamètre  , P F une  tangente  de  la  parabole  au  point  F ; le 
lègment  PA  du  diamètre  fait  par  la  tangente  eft  égal  au  legment  AL  fait 
par  l’appliquée.  Ce  qui  étant  fuppofé  , voici  comment  on  démontre  la 
quadrature  d’une  portion  de  la  parabole. 

Soit  AF BC MA  une  portion  de  parabole  fermée  par  la  droite jB  C , que 
AD  foit  le  diamètre  dont  DB,  PC  ; FL  font  les  appliquées  5 tirez 
AB  , AC. 


147. 
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*io.  Je  dis  que  le  triangle  rectiligne  BAC  eft  à la  portion  fermée 
H7>  A F B CM  A de  la  parabole , comme  j à 4.  Divifez  la  droite  B A en  deux 

parties  égales  au  point  I , menez  H IG  parallèle  à AD  , joignez  F B , FA.  / 1 

Je  dis  que  le  triangle  rectiligne  B AD  eft  quadruple  du  triangle  rectiligne 
B FA.  Menez  encore  AH  , IK  parallèles  à FL  , joignez  enfin  G K. 

Le  triangle  H IA  cil  double  du  triangle  AFI,  puifque  leur  hauteur 
étant  la  même,  la  bafo  HI  c(t  double  de  la  baie  FI  -,  donc  le  triangle  HIA 
eft  égal  au  triangle  AFB  double  de  AFI. 

Mais  le  triangle  A BD  contient  quatre  triangles  égaux  au  triangle 
HIA.  Donc  le  triangle  ABD  e([  quadruple  du  triangle  F B A . 

Le  même  Ce  prouve  du  triangle  ADC. 

Je  dis  de  plus  que , fi  l’on  divife  en  deux  parties  égales  les  quatre  droites 
B F,  F A,  AM,  MC,  5c  queparccs  divifions  on  mené  des  diamètres 
parallèles  à AD  , 6c  cjue  l’on  inferive  dans  chacun  des  quatre  fogmens  B F, 

FA  , AM  , MC  de  la  parabole  un  triangle  dont  le  Ibmmct  Ce  termine  au 
fommet  de  chacun  de  ces  nouveaux  diamètres  : alors  les  deux  triangles  pre- 
ccdens  B FA,  A MC  pris  cnfemble,  font  quadruples  de  ces  quatre  nouveaux 
pris  enlèmble. 

Que  fi  dans  les  huit  fogmens  que  laiflènt  les  quatre  nouvofeix  triangles, 
on  inferit  de  la  même  façon  huit  triangles  ; on  prouvera  encore , que  les 
quatre  triangles  précédais  pris  enlèmble,  font  quadruples  des  huit  triangles 
pris  enlèmble.  Et  ainfi  de  fuite  , jufqu’à  ce  q|p  la  différence  des  triangles 
inferits  & des  fegmens  laiflèz  , foit  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
c’eft-à-dire  foit  égale  à zéro. 

On  aura  donc  des  quantitez  en  proportion  continue  quadruple , ou  com- 
me 4 à / , dont  le  premier  terme  fora  le  triangle  B AC  qui  fora  4 , 2c  le 
dernier  fora  les  triangles  que  l’on  conçoit  inforits  dans  les  derniers  fogmens 
moindres  que  toute  quantité  donnée  , 6c  ces  triangles  aulli  bien  que  les 
fogmens  font  zéro.  Appelions  la  fomme  de  tous  les  termes  x.  Tous  les 
anteccdcns  feront  x — o ; tous  les  confoquens  foront  .v  — 4.  Donc  1 z.  j. 

Eucl.  x — 0 : x — 4: : 4 : 1 > * = -7^ , qui  eft  la  fomme  de  tous  les  ter- 
mes , ou  de  tous  les  triangles , ôc  de  la  portion  A F B CM  A de  la  parabole. 
Maintenant*,  ou  qui  eft  toute  la  portion  parabolique  eft  au  triangle 
BAC,  4 : comme  4 eft  à j.  Donc  la  parabole  AFBCMAeCk  au  trian- 
gle BAC  qui  lui  eft  inferit  de  la  manière  qu’on  l’a  fait  ici  j comme  4 à 
j . ou  3 : 4 ;:  le  triangle  : la  parabole  , 6c  les  trois  premiers  termes  étant 
connus , le  quatrième  ou  la  parabole  fora  connue  , 6c  elle  eft  égale  à qua- 
tre tiers  du  triangle. 

Que  fi  I on  achevé  le  parallélogramme  BCS R , qui  eft  double  du  trian- 
gle BAC,  il  fora  à la  portion  parabolique  AFBCMA  comme  6 à 4.  ou 
comme  jàz.  Et  la  portion  parabolique  eft  égale  à deux  tiers  du  parallé- 
logramme. . 

IX. 
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I X. 

M'Descartes  a (Turc , que  pour  ce  qui  cfl  de  toutes  les  autres  pro- 
prictez , qu’on  peut  attribuer  aux  lignes  courbes , elles  ne  dépendent  que 
des  angles  qu’elles  font  avec  quelques  autres  lignes.  Telle  efi:  la  belle  pro- 
priété des  foyers  de  l'hyperbole  , qui  confifte  en  ce  que  Fig.  14  j.  étant  VR  p 
l’axe,  L,  K les  foyers,  file  rayon  GE  tombe  fur  la  ligne  hyperbolique  i45* 
ERC  de  telle  forte  , que  , fi  on  le  continuoit , il  iroit  au  foyer  L , ce 
rayon  G E fê  réfléchira  à l’autre  foyer  K.  Et  comme  il  peut  tomber  une 
infinité  de  rayons  fur  la  ligne  hyperbolique  ERC  , & meme  fur  toute  la 
furfacc  d’un  miroir  hyperbolique , qui  tous  feront  dirigez  vers  le  foyer  L, 
ils  le  réfléchiront  aufli  tous  au  foyer  K , & y pourront  brûler.^ 

Cette  propriété  vient  de  ce  que  les  lignes  GE  ,KE  font  un  même  angle 
avec  la  ligne  hyperbolique. 


SECTION  II. 

Méthode  four  mener  les  Tangentes  des  Courbes. 

K 

M.  D E S C A R T E S. 

MAis  lorfqu’on  peut  tirer  des  lignes  droites  , qui  les  coupent 
à angles  droits  , aux  points , où  elles  font  rencontrées  par 
celles , avec  qui  elles  font  les  angles  qu’on  veut  mefurer , ou  , ce 
que  je  prends  ici  pour  le  même  , qui  coupent  leurs  contingentes  ; 
la  grandeur  de  ces  angles  n’eft  pas  plus  mal  aifée  à trouver , que 
s’ils  étoient  compris  entre  deux  lignes  droites.  C’eft  pourquoi  je 
croirai  avoir  mis  ici  tout  ce  qui  eft  requis  pour  les  élemens  des 
lignes  courbes  , lorfque  j’aurai  généralement  donné  la  façon  de 
tirer  des  lignes  droites  , qui  tombent  à angles  droits  fur  tels  de  leurs 

{>oints  qu’on  voudra  choilir.  Et  j’ofe  dire,  que  c’eft  ici  le  Problème 
e plus  utile  & le  plus  general,  non  feulement  que  je  fçache,  mais 
même  , que  j’aye  jamais  defiré  de  favoir  en  Geometrie. 

On  peut  confiderer  les  lignes  courbes  comme  des  polygones  , ou  des 
parties  de  polygones  rectilignes  compofèz  d’une  infinité  de  cotez  infiniment 
petits.  Les  anciens  Geometres  ne  les  ont-ils  pas  ainfi  confiderez , lorfqu’ils 
ont  dit  par  Exemple  , * qu’on  peut  inferire  dans  un  cercle , ou  décrire  * Euci. 
autour  d’un  cercle  des  Polygones  de  tant  de  cotez , que  la  différence  du  f‘m- 
cercle  à ces  polygones  fût  moindre  qu’une  quantité  donnée  quelconque  ? 

P p 
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T. o.  Et  puifou’ils  avançoicnt  , qu’alors  Polygonu  in  circulant  defmunt  , ne  pen- 

145‘  fuient -ils  pas  qu’il  n’y  avoit  aucune  différence  entre  la  circonférence  du 
- cercle  Sc  les  derniers  polygôqes  tant  inferits  que  circonforits  j de  forte  que 
le  cercle  fût  un  polygone  d’une  infinité  de  cotez  infiniment  petits  ? De 
meme  les  côtcz  des  derniers  triangles , que  l’on  conçoit  inferits  dans  les 
derniers  fegmens  de  la  portion  parabolique , dont  on  cherche  la  quadratu- 
re , ne  font  en  rien  differens  de  la  ligne  parabolique  elle-même  , elle  peut 
donc  auflî  être  conlidcrce  comme  un  polygone  compol'é  de  ces  petits  cotez, 
de  ces  lignes  droites  infiniment  petites.  La  Geometrie  des  infiniments 
petits  conlidere  toujours  toutes  les  courbes  comme  des  polygones , ou 
des  parties  de  polygones  compofez  d une  infinité  de  lignes  droites  infini- 
ment petite* 

Fia.  Dans  cette  fuppofirion  Fig.  149.  le  côcé  infiniment  petit  *b  (il  cft  ici 
reprelénté  allez  grand  > pour  rendre  la  choie  fènfible  ) eft  un  point  de  la 
courbe  Ad  B , ou  un  côté  infiniment  petit  du  polygone  A dB  , qui  ne 
diffère  en  rien  de  la  courbe' Ad  B j 8c  ce  point , ou  côté  infiniment  petit, 
prolongé  de  part  8c  d'autre  eue  fie  c\ig  clt  la  tangente  ed g de  la  courbe 
au  point  d , ou  ad  b j de  forte  que  la  courbe  AJ  B fie  la  tangente  edg 
n’ont  que  le  point  ou  la  ligne  droite  ndb  infiniment  petite  de  commun. 
On  voit  qu'à  chaque  point  de  la  courbe  on  peut  mener  une  tangente  de 
cette  courbe,  puiîquc  chaque  ligne  droite  infiniment  petite  , qui  fait  par- 
tie de  la  courbe , peut  etre  prolongée  de  part  fie  d’autre.  De  là  il  fuit, 
que  fi  la  ligne  droite  Cd  fait  un  angle  droit  Cde  avec  la  ligne  infiniment 
petite  adb  , ou  avec  la  tangente  e d g , on  pourra  dire  , qu’elle  fait  auffi  un 
angle  droit  avec  la  courbe  Ad  B au  point  d 5 8c  que  fi  la  ligne  F d fait  un 
angle  oblique  F de  de  40.  degrez  avec  le  côté  infiniment  petit  *db  , ou 
avec  la  tangente  edg  , on  pourra  dire  , qu’elle  fait  aulfi  un  angle  oblique 
de  40.  degrez  avec  la  courbe  Ad  B.  M.  D e s c a r t e s a donc  raifon  de 
dire  , qu’il  n’eft  ps  plus  mal  aifé  de  mefurer  l’angle  oblique  Fdb  , que  la 
droite  Fd  fait  avec  la  courbe  AdB  -,  que  de  melurer  l’angle  F de  , que  la 
même  droite  F d fait  avec  edg  tangente  de  la  courbe  au  point  d : puifquc 
ces  deux  angles  font  le  même. 

M.  D e s c a r t e s 1 0 commence  à donner  la  Méthode  pour  mener  les 
tangentes  des  courbes , par  chercher  une  nouvelle  valeur  des  deux  incon- 
nues , qui  fo  trouvent  dans  l’équation  de  la  courbe , à laquelle  on  veut  me- 
ner une  tangente  , ce  qui  fort  a faire  dilparoître  une  des  deux  inconnues. 
i°  Il  explique  le  fondement  de  là  Méthode.  3“  Il  achevé  de  donner  cette 
Méthode , en  apprenant  la  maniéré  de  refoudre  une  équation  , dans  laquel- 
le les  inconnues  ont  deux  valeurs  égales.  4*  Nous  apporterons  des  Exem- 
ples, où  le  point  donné  n’eft  pas  fur  l’axe  de  la  courbe  donnée.  j°  11  allure, 
que  cette  Méthode  peut  forvir  à d’autres  Problèmes  qu’à  celui  des  tangen- 
tes. 6°  Il  parle  de  la  conftruction  des  tangentes.  Nous  ajouterons  70  d’au- 
tres manières  de  mener  les  tangentes  des  courbes. 
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• Article  I. 

Commencerjient  de  la  Méthode  pour  mener  les  tangentes  des  courbes.  ' 

M.  Descartes. 

SOit  Fig.  1 jo.  1 51.  1 jl.  CE  la  ligne  courbe  , 8c  qu’il  faille  *'“• 
tirer  une  ligne  droite  par  le  point  C , qui  fafle  avec  elle  des  an-  >i«. 
gles  droits.  Je  fuppofe  la  chofe  déjà  faite  , ôc  que  la  ligne  cherchée 
eft  CP  , laquelle  je  prolonge  jufques  au  point  P 3 où  elle  rencon-*'"/4** 
tre  la  ligne  droite  GA  , que  je  fuppole  être  celle  , aux  points  de"”*™^ 
laquelle  on  rapporte  tous  ceux  de  la  ligne  CE:  en  forte  que  faifant 
Pig.  1 j 1.  MA  ou  CB,  —y  , 8c  CM  ou  B A = x , j’ai  quelque 
équation  , qui  explique  le  rapport , qui  eft  entre  at  8c  y.  Puis  je 
fais  CP  = s , 8c  PA  =v  , ou  PM—  v — y , 8c  à caufe  du  trian-" 
gle  redtangle  P MC  j’ai  s s , qui  eft  le  quarré  de  la  bafe  égal  à x xs'*“  * 
+ '»«  — 1 vy  -*-yy  , qui  font  les  quarrez  des  deux  cotez  ; c’eft-à-^«v<. 
dire,  j’ai  x — Vss  — w - 2 vy — y y , ou  bien.?  —n>+V.ss — xxt 
& par  le  moyen  de  cette  équation  , j’ôte  de  l’autre  équation  , qui 
m’explique  le  rapport  qu’ont  tous  les  points  de  la  courbe  CE  à.  ceux 
de  la  droite  GA  , l’une  des  deux  indéterminées  at  ou  y.  Ce  qui  eft 
aifé  à faire , en  mettant  partout  Vf — v v •+■  2 vy  — y y au  lieu  de  . 
a:  , 8c  le  quarré  de  cette  lomme  au  lieu  de  xx  , 8c  fon  cube  au  lieu 
de  x ■ , 8c  ainfi  des  autres  , fi  c’eft  x que  je  veuille  ôter  ; ou  bien  fi 
c’eft^  , mettant  en  fon  lieu  v + Vf — .v x , 8c  le  quarré,  ou  le 
cube  , 8cc.  de  cette  fomme  au  lieu  de^y  , ouy1,  8cc.  De  façon 
qu’il  refte  toujours  après  cela  une  équation  , en  laquelle  il  n’y  a 
plus  qu’une  feule  quantité  indéterminée  at  , ou  y. 

£ Puifqu’on  a l’équation  f = x x -t-  vv  — 2vy  -*-yy  , on  fait  xx=z 
f — dî'4 - 2V y — yy  , 8c  extrayant  la  racine  quarrce  de  chaque  membre, 
on  a jc  —jfff — ’w  -t - 2 vy — Ou  bien  on  fait  y y — 2vy  -h  vv  — 
j [ — a;  .v  .dont  les  racines  font  y — v = Vf — xx , y = v -+-  Vf  — je  x. 

1.  On  fuppofe  que  la  droite  GA  eft  celle , aux  points  de  laquelle  on 
rapporte  les  points  de  la  courbe  CE  : mais  il  faut  que  ce  rapport  fo  fallc  par 
C M perpendiculaire  fur  GA , puifque  l’angle  CMP  doit  être  droit , afin 
qu’on  ait  cp 1 = CM 1 ■+•  Tm*  ,/=**  + w — 2vy  -hyy,  ainfi  qu’on 

Pp  ij 
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vient  de  le  voir  dans  le  Texte  de  M.  Des  ca  r t e s . Or  iL  arrive  fouvent 
cju’une  appliquée  à une  courbe  fait  un  angle  oblique  avec  un  de  fes  dia- 
mètres , comme  Fig.  1 45 . l’appliquée  Cf  fait  un  angle  oblique  avec  le  dia- 
mètre P F ; & même  C B fait  aullî  un  angle  oblique  avec  la  droite  AB  , à 
laquelle  on  a rapporté  la  courbe  C E.  Dans  ce  cas  la  Méthode  , qui  eft  ici 
expliquée , n’a  pas  lieu. 

3.  M.  De  s c a R T ES  dit  d’abord  , qu’il  fuppofe  la  choie  faite,  c’cft-à- 
dire  , entr’autres  choies  que  C P coupe  à angles  droits  la  courbe  CE,  ou 
fà  touchante  au  point  C.  Il  lêmble  cependant , que  fuit  que  C P coupe  à 
angles  droits  , foit  qu’elle  coupe  à angles  obliques  la  courbe  CE  -,  le  trian- 
gle CP  M peut  être  rectangle  en  M , &c  donner  toujours  jf—  x x -t-  v v 
— 2Vy-\-yy,  &c  par  conlèqucnt  les  mêmes  valeurs  de  .v  &C  de  y : ce  qui 
eft  vrai.  Mais  M.  Descartes  appliquera  Art.  1.3.  ces  valeurs  etc  x 
& de  y aux  lèules  tangentes  , & il  fera  connoître  les  conditions , avec  lef- 
quelies  la.  droite  CP  eft  toujours  celle  , qui  coupe  la  courbe  C £ à an- 
gles droits. 

4.  Apres  que  la  nouvelle  valeur  de  ,v  ou  de  y cil  trouvée  , on  la  fubfti- 
tuc  à la  place  de  celle  des  deux  , qu’on  veut  faire  évanouir  dans  l'équation 
de  la  courbe , c’eft- à-dire  dans  celle  qui  exprime  le  rapport  de  chaque 
point  de  la  courbe  CE  à chaque  point  de  la  droite  G A , sk  l’on  fubflituc, 
s’il  le  faut , le  quart  é de  la  valeur  de  x ou  de  y à la  place  de  .v  -v  ou  de 
y y i &c.  De  telle  forte  ,.  dit  M.  Defcartes  , qu’il  refie  toujours  une  équa- 
tion , dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’une  feule  indéterminée  x,  0114. 

Cela  veut  dire  , que  des  deux  indéterminées  .v  , y , il  n’en  reliera  qu’ii- 
rte  : car  dans  ces  équations  : comme  on  va  le  voir  , les  indéterminées  v, 
f relient  toujours.  Pour  la  maniéré  de  fubflitucr  la  valeur  de  x ou  de_y  à 
leur  place  , les  Exemples  fuivans  la  feront  connoître. 

II.  M.  D e s c A R T e s. 

fic.  Comme  fl  Fig.  i$i.  CE  eft:  uneellipfe,  ôe  que  MA  foit  le 
fegment  de  fon  diamètre  , auquel  C M foit  appliquée  par  ordre,  & 
qui  ait  r pour  fon  côté  droit , &c  q pour  le  traverfant , on  a par  le 
13.  Th.  du  Liv.  1.  d’Apollonius,  xx=  ry  — \yy , d’oà  ôtant 
xx  , il  refte  [f  — vv  ■+■  ivy  — yy  — ry  — $yy  , ou  bien  yy 
ytry-  ^ rien.  Car  il  eft  mieux  en  jet  endroit 

de  confiderer  ainfi  enfemble  toute  la  fomme  , que  d’en  faire  une 
partie  égale  à l’autre. 

Soit  AC  G une  cllipfè  , dont  le  côté  droit  ou  paramètre  foit  r ; le  côté 
traverfant  ou  diamètre  AG , q -,  l’abfciilè  AM , y,  l’appliquée  CM,  x i 
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G M fora  q — y.  Maintenant  par  la  nature  de  l’ellipfo  , comme  le  dia- 
mètre GA , q eft  à fon  paramétré  r : de  même  le  rectangle  des  fegmcns 
G M x MA  du  diamètre  , lequel  rectangle  eft  qy  — y y , eft  au  quarré 
xx  de  l’appliquée  CM.  Donc  xx  = ry  — ^-yy.  Pour  x x mettons  Ci 
valeur  , l’equation  devient  qjf  — qw  2 qvy  — y y y = qry  — ryy . 

Et  pareeque  G A , q eft  plus  grand  que  le  paramètre  r , rangeons  tous  ces 
termes  d’un  même  côté  , de  forte  que  qyy  ait  le  ligne  -+- , divifons  tout  par 
$ — r , le  quotient  eft  yy -_i£  _ 

M.  Defoartes  donne  pluficurs  Réglés  dans  cette  Geometrie  , qui  de- 
mandent , qu’on  égale  tous  les  termes  d’une  équation  à zéro.  La  raifon 

{>our  laquelle  il  le  fait  ici , c’eft  qu’en  comparant  Art.  3 . chaque  terme  de 
'équation  y y i'y  — — iST  — 0 avec  chaque  terme  de  l’équa- 

tion y y — .’fji  + ff  — « , qui  a deux  racines  égales  , on  découvre  la 
valeur  cherchée  de  AP  , v. 

III.  M.  Descar  tes- 

Toutdemême  fi  CE  Fig.  ijz.  eft  la  ligne  courbe  décrite  par  f™. 
le  mouvement  dune  parabole  en  la  façon  ci-delïus  expliquée, 
qu’on  ait  polé  b pour  G A , c pour  KL,  & d pour  le  côté  droit  du 
diamètre  KL  en  la  parabole  : l’équation  qui  explique  le  rapport, 
qui  eft  entre  ar  &cy  eft  y * — byy  — c dy  ■+■  bc  d ■+■  dxy  = o , d’où 
ôtant  x , on  a y ’ — byy  — cdy  ■+■  bed  ■+■  dy  ^ Jf  — w - 2 v y 
— y y , &c  remettant  en  ordre  ces  termes  par  le  moyen  de  la  multi- 
plication , il  vient 

— 2cd ) -1 -j.bcà')  — ibbcd 

y * — *by* -y- bb  f-y*  >y*  -t-ccdd  / yj — 2bccddy-y-bbccdd—o.. 

-+•  dd  y — 2ddvy  — ddjf  r 

-4-  ddvvd 

& ainfi  des  autres. 

La  courbe  C E Fig.  1 j z . eft  la  même  que  C E de  Figure  57.  dont  nous 
avons  parlé  Part.  1.  SeéL  4.  Art.  3.  §.  1.  n.  6.  qui  eft  décrite  par  l’inter- 
fcction  de  la  Réglé  GL  & de  la  parabole  droite  K C.  Nous  en  avons  encore 
parlé  Part.  1.  Sc<ft.  3.  Art.  1.  Ex.  1. 

L’équation^1  — byy  — cdy  -y-  b c d -+-  d xy  = 0 Ce  trouve  de  cette 
manierei 

Nommons  GA  , b s KL,  c ; le  paramétré  de  la  parabole  K C , d ; A 8.. 
x—CM,  CB  ,y  =/4Mi  G M—b — y.  Les  triangles  fomblables  GMC& 

P g iiji 
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C 3 L donnent  cette  Analogie  , G M , b — y : CM,  y : : C B , y : B L, 
~-y—  , qui  étant  ajouté  à KL  , c , fait  K B = -1'  — ^ + * Z.  Or  par  la  natu- 
re de  la  parabole  y'  — byy  — cdy  -t-  bcd  -h  d xy  = o.  La  différence  de 
cette  équation  Sc  de  celles  qu’on  a trouvées  dans  les  deux  endroits  qu’on  a 
citez  , n’eft  que  dans  les  differentes  lettres , avec  lcfquclles  Ie$  valeurs  des 
quantitez  données  , ont  été  exprimées. 

Dans  cette  équation  pour  x mettez  fa  valeur elle  fe  changera  en  celle- 
ci  y ’ — byy  — cdy  ■+■  b cd  ■=  — dy  V g — vv  4-  2vy  — yy. 

Quarrcz  chaque  membre , & mettez  tous  les  termes  du  meme  côté 
pour  avoir 

— 2 cdy*  4-  -fbedy * — ibbcdyy 

y ‘ — 2b  y*  4-  b b y*  -t-  ccddyy  — 2bccddy  4-  bbccdd  — 0. 

4-  dd  y*  — 2dd  vy ’ — dd  (fyy 

4-  d d v v y y 

IV.  M.  Descartes. 

Même  encore  que  les  points  de  la  ligne  courbe  ne  le  rapportaf- 
fent  pas  en  la  façon  que  j‘ai  dit , à ceux  d’une  ligne  droite  ; mais 
en  toute  autre  façon  qu’on  fçauroit  imaginer , on  ne  laillc  pas  de 
rê.’  pouvoir  toujours  avoir  une  telle  équation.  Comme  fi  Figure  i j o. 
C E eft  une  ligne  qui  ait  tel  rapport  aux  trois  points  F , G , Sc  A t 
que  les  lignes  droites  tirées  de  chacun  de  ces  points  comme  C , juf. 
ques  au  point  F , furpalfent  la  ligne  FA  d’une  quantité  , qui  ait 
certaine  proportion  donnée  à une  autre  quantité,  dont  GA  furpalïe 
les  lignes  tirées  des  mêmes  points  jufques  à G.  Faifons  G A = bt 
AF=c  y & prenant  à diferetion  le  point  C dans  la  courbe , qire  la 
quantité  dont  CF  furpafie  FA , foit  à celle  dont  GA  furpa/Te  GCt 
comme  d à e , en  forte  que  fi  cette  quantité  qui  eft  indéterminée  fe 
nomme  z,  FC  eft  c z , & G C eft  ^ — jz.  Puis  polànt  MA  = 
y y GMefti  — y , & FM  eft  c -‘ry  \ & à caufe  du  triangle  rectan- 
gle C MG  y ôtant  le  quarré  de  GM  du  quarré  deGC,  on  a le 
quarré  de  CM , qui  ell^zz  — z-+-  t b y — yy.  Puis  ôtant  le 

quarré  de  FM  du  quarré  de  FC , on  a encore  le  quarré  de  CM  en 
d’autres  termes  , a fa  voir  zz  irz  — i c y — yy.  Et  ces  termes 
étant  égaux  aux  precedens  , ils  font  connoitrejy  ou  MA  , qui  eft 
JJ-LZ.+  i fie  lubfticuant  cette  Ibmme  au  lieu  de_y 
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dans  le  quarré  de  CM  , on  trouve  qu’il  s’exprime  en  ces  termes  *<> 
ïui  + ,.id  y y-  a uis  luppount  que  la  ligne 

droite  PC  rencontre  la  courbe  à angles  droits  au  point  C , & fai- 
lant  PC  ss  s 3 &cPA  = v comme  devant , PM  elt  v — y s & à 
caufe  du  triangle  redangle  PC  M , on  a JJ—  vv  ■+•  t vy  — y y 
pour  le  quarré  de  CM , ou  derechef  ayant  au  lieu  de  y fubftitué  la 
fomme  qui  lui  eft  égale , il  vient  zz  ■+■  ——*■  ~ atf^*VT 

zb  deyz.—  bdd(J+-  b d d yy  — cd  djf+  edi  ntt  Ut  bdd  + cct 

+ ‘ : pour  1 équation  que  nous 

cherchions. 

OnaF^=f,&  l’excez  dont  CFfurpaflc  FA  eft  a ainfi  CFcft  s h-  c. 

De  plus  comme  d eflr  à <r de  même  z excez  de  CF  fur  FA  eft  à lî 

exccz  de  G A fur  GC  ; aiufî  GA  étant  b , CG  eft  GA  ‘-=  = b t*f 

Puifquc  MA  eft  y , GM  eh  b —y  , & FM  eft  e -y-  y. 

Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  CMG  , cm * = CG* c~M  * = 

7dzz  2^X  ))•  Et  dans  le  triangle  rectangle  C MF , c~M * 

C h F M — ZZ  -t-  z c Z — — .j  — y y.  Dnnr  r-  AJ 1 — SS  r.  


ijl  Z 2 by  = zz  -h 
.+.  2 C y = ÜSSzSzSSAL 


Donc  CA/1  =J*ZZ  — 
2ez  — 2 c y : ordonnons  les  termes  pour  avoir  2b  y 

--  e e z * b J t z y d J zz  2 cd  dx.  — eezz  +^bdcz, 
a \ 1 1 . 2 b d d + 2 c d d ~ • 

Api  es  cela  on  iubftituc  cette  valeur  de  y a fa  place  dans  celui  que  l'on 

veut  des  quarrez  de  C M , comme  dans  le  premier  — zz ^hn~  -+.  2 b y 

— y y , ce  qui  produira  ‘ ’—zz  — fss  7 . zbddzz‘  + +i>ctUz  — zb,,zz. 

. , y\’ji'Jn  redun  les  fractions  A meme  dénomination  , de  il 

Vient  c m " bdd  + tdd y y-  On  ne  réduit  pas 

y y a la  meme  dénomination  que  les  autres  termes  ont,  pareeque  cette 
valeur  de  CM  fera  bientôt  comparée  avec  une  autre  valeur  de  c M*  ofl 
il  y aura  aulli  — y y , &c  ces  deux  termes  s'effaceront. 

Car  dans  le  triangle  rcdangle  P MC  on  a CM * = CP*  — P~M*  =(f 
vv  -+-  2 vy  y y , comme  on  l’a  trouvée  dès  le  commencement  de  cet- 
te Section  , ou  l'on  a nomme  PC , s v PA  , v ; AM,yiMP,v  — y, 
de  forte  que  l’on  peut  comparer  ces  deux  valeurs  de  cm*  , (T—  w -y-  z v y 
yy  — 7 ~ — y . Mettez  pour^  la  valeur 


‘ y y b d d c d d 

ddzL+icddz  — r e zz  ■+■  zb  / r z J rr  ~ 

zbdd  + zcdd,  , dans  JJ  — vv-t-2vy — yy  ; vous  trou- 
verez ff  VV  +ÂJ'V*-*-  zcddyz~nz>zz4.  zb  d t v z b ddd/f 

— b d d zj  'V  •+•  c d d — ç dd  y y ■+■  ^ t*  J *z  *4- 


irdd  y z — 


yy 

e ey  % z 


-f-  z b d e y z 


b d d + 4 d 

— yy  — CM  • 

Vous  pouvez  à prefènt  comparer  encore  les  deux  valeurs  de  cm*  », 
réduites  à meme  dénomination  , en  fupprimant  les  dénominateurs  coin. 
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muns.  Enfuite  rangez  tous  les  termes  d’un  fcul  côté.  Enfin  divifoz  par 
bdd  -b-  eee  -t-ecv  — ddv  , & vous  aurez  l’équation  de  M.  Deleartes  z z 

H-  ibrdtlz.  — 2 b r d e z.  — leddvz  — 'hdtvtr  — b ddjf  .+-  bdiyv  — c i dff 


-\-cidvv g 


bdd  + c.et-t-ccv  — ddv 


V.  M.  D E S C A K T E S, 


Or  après  qu’on  a trouvé  une  telle  équation  , au  lieu  de  s’en  fer- 
vir  pour  connokre  les  quantitez  x , ou  jy , ouz,  qui  font  déjà  don- 
nées 3 puilque  le  point  C eft  donné  , on  la  doit  employer  à trou- 
ver v ou  fy  qui  déterminent  le  point  P , qui  eft  demandé. 


Dans  les  trois  Figures  150.  1 y 1.  1 y î.  la  ligne  ^Geft  donnée  de  pofi- 
j'®‘  tion , le  point  C eft  aufii  donné  , puilqu’il  eft  pris  à volonté  : c’eft  pourquoi 
îfi.  la  perpendiculaire  C M = x abbaifleedu  point  C fur  la  droite  AG  eft  con- 
,,1‘  nuë  & par  confcquent  donnée.  La  perpendiculaire  CM  détermine  le  point 
M , d’ailleurs  le  point  A eft  donné  ; ainfi  la  droite  AM  =.y  eft  encore 
donnée.  De  meme  Fig.  1 yo.  le  point  F eft  aufii  bien  donné  que  les  points 
C , A ; on  connoît  donc  les  droites  CF , FA  , & l’cxcez  z , dont  C F fur. 
pafic  FA.  Il  eft  donc  vrai  que  les  trois  quantitez  x ,y,  z font  connues  , dès 
que  le  point  C a été  choifi. 

Oit  fe  fervira  donc  des  dernicres  équations , qui  conviennent  aux  Figu- 
res , iyo.  tyi.  iyi.  ou  pour  trouver  A P = v , ce  qui  donne  d’abord  le 
point  cherché  P ; ou  pour  trouver  CP  — s , laquelle  étant  connue . on  n’a 
qu’à  ouvrir  fon  compas  de  la  longueur  de  s , mettre  un  de  fos  piez  fur  le 
point  C , & couper  avec  l’autre  la  droite  A G en  P , ce  qui  déterminera 
encore  le  point  cherché  P.  Mais  comment  fo  fort -on  de  ces  dernières  équa- 
tions , pour  trouver  le  point  P , qu’elles  doivent  faire  connoître  ? c’cft  ce 
qui  s’expliquera  , Art.  3. 

Article  II. 


Fondement  de  la  Méthode  pour  mener  les  tangentes  des  courbes. 
M.  Descartes. 


ET  à cet  effet  il  faut  confiderer3  que  fi  le  point  P eft  tel  qu’on  le 
defire  , le  cercle  Figure  153.  dont  il  fera  le  centre  , ôc  qui 
*»•  paffera  par  le  point  C , y touchera  la  ligne  courbe  C E fans  la  cou- 
per : mais  que  fi  ce  point  P eft  tant  foit  peu  plus  proche  ou  plus 
éloigné  du  point  A , qu’il  ne  doit , ce  cercle  coupera  la  courbe  non 
feulement  au  point  C , mais  aufii  ncccffairemcnt  en  quelqu’autre. 

Puis 
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Puis  il  faut  aufll  confiderer  , que  lorfque  ce  cercle  coupe  la  courbe  F,°- 
CE  , l’équation  par  laquelle  on  cherche  la  quantité*  ou  y , ou 
quelqu’autre  fomblable , en  fuppofant  P A St  P C être  connues, 
contient  necefTairement  deux  racines , qui  font  inégales.  Car  par 
exemple  fi  ce  cercle  coupe  la  courbe  aux  points  C St  E , ayant  tiré 
E 4^  parallèle  à C M , les  noms  des  quantitez  indéterminées  * & 
y conviendront  aufll  bien  aux  lignes  EJj^&c  QA  , qu’à  CMS, c 
M A y puis  P E eft  égale  à P C à caufo  du  cercle  , fi  bien  que  cher- 
chant les  lignes  E^  St  ^ A par  PE  St  P A qu’on  fuppofe  comme 
données , on  aura  la  même  équation , que  fi  on  cherchoit  C M 
St  MA  par  PC,  P A.  D’où  il  fuit  évidemment  que  la  valeur  de 

* ou  dey  } ou  de  telle  autre  quantité  qu’on  aura  fuppofée  , fera 
double  en  cette  équation  , c’eft- à-dire  qu’il  y aura  deux  racines  iné- 
gales entr’elles  -,  St  dont  l’une  fera  CM,  l’autre  EQ,  fi  c’eft  * 
qu’on  cherche  ; ou  bien  l’une  fora  M A , St  l’autre  QA  , fi  c’eft  y ,• 

St  ainfi  des  autres.  Il  eft  vrai  que  fi  le  point  E ne  fo  trouve  pas  du 
même  côté  de  la  courbe  que  le  point  C , il  n’y  aura  que  l’une  de 
ces  deux  racines  qui  foit  vraie  , St  l’autre  fora  renverfée  , ou  moin- 
dre que  rien.  Mais  plus  ces  deux  points  C , St  E font  proches  l’un 
de  l’autre  , moins  il  y a de  différence  entre  ces  deux  racines  ; St 
enfin  elles  font  entièrement  égales , s’ils  font  tous  deux  joints  en 
un , c'eft-à-dire  fi  le  cercle  qui  paffo  par  C , y touche  la  courbe  CE 
fins  la  couper. 

1.  Toute  ligne  courbe , qui  n’eft  pas  un  cercle  , peut  être  coupée  par 
quelque  cercle  au  moins  en  quatre  points  diffèrens.  Soit  donnée  la  courbe 
CA**,  Fig.  153.  dont  A P eft  l’axe.  Du  point  M,  de  l’intervale  Mc 
décrivez  le  cercle  *c*ii , il  coupe  la  courbe  CA**  aux  deux  points/*, 

* d’un  côté  , St  aux  deux  point  i , i de  l'autre.  Du  même  point  M &t  de 
l’intervale  M d décrivez  un  autre  cercle  , il  touche  la  même  courbe  au 
point  d , St  la  toucherait  encore  de  l’autre  côté  entre  C St  E , fi  on  avoit 
achevé  de  décrire  toute  là  circonférence.  Et  fi  du  même  centre  M on  dé- 
crivoit  un  cercle  , dont  le  rayon  fût  moindre  que  Md,  ni  il  ne  toucherait, 
ni  il  ne  couperait  la  courbe  C A *a.  On  peut  auffi  prendre  plufieurs  autres 
centres  hors  de  l’axe  AP,  au  dedans  de  la  courbe  St  décrire  des  cercles 
dont  les  uns  toucheront  la  courbe  en  un  fcul  point  , fans  la  toucher  ou 
couper  ailleurs  -,  les  autres  la  toucheront  en  un  point , St  la  couperont  en 
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en  deux  ; les  autres  la  couperont  en  deux  ou  trois  points  fans  la  toucher } 
d’autres  enfin  qui  ne  la  toucheront  & ne  la  couperont  du  tout  point.  Il  y 
a même  des  courbes , qui  peuvent  être  coupées  ou  touchées  par  un  cercle 
en  un  plus  grand  nombre  de  points  > comme  on  le  verra  , Liv.  3.  Part.  j. 
Sect.  1.  Exemple  6. 

z.  Lorfque  plufieurs  cercles  ac  a , beb  font  décrits  d'un  même  centre 
M , plus  les  rayons  font  courts  , plus  les  points  d’intcrfocHon  font  près  l’un 
de  l’autre  , lorlqu’ils  font  pris  du  même  côté  Aca  ; plus  les  rayons  , qui 
vont  du  centre  aux  points  d’interfoction  font  aulïi  près  l’un  de  l'autre. 

En  effet  les  points  b , b font  plus  près  l’un  de  l’autre , que  les  points  * , 
« ; Sc  les  rayons  Mb  , Mb  plus  près  que  les  rasons  Ma  , Ma.  Et  lorfque 
le  cercle  touche  la  courbe  en  d , les  deux  points  d'in  ter  lëction  n’en  font 
qu’un  d , £e  les  deux  rayons  n’en  font  qu'un  Ai  d : c’eft-à-dire  que  le  point 
d du  contact  peut  être  confidcré  comme  deux  points  d’interfodion  , qui 
concourent  en  un  même  endroit , 5c  le  rayon  Aid  comme  deux  rayons, 
qui  font  l’un  for  l’autre. 

3.  Dans  l’endroit,  où  un  cercle  touche  une  courbe  , la  tangente  de  la 
courbe  eft  la  même  que  celle  du  cercle  : mais  dans  l’endroit , où  le  cercle 
coupe  une  courbe , la  tangente  de  la  courbe  cil  differente  de  la  tangente 
du  cercle  , Sc  ces  deux  tangentes  fo  coupent.  Soit  Fig.  1 54.  la  parabole 
dAr,  5c  du  point  C comme  centre  décrivons  le  cercle  d i p , qui  touche 
la  parabole  en  d,  5c  la  coupe  en  h 5c  r.  Confiderons  encore  ici  les  courbes, 
comme  des  polygones  d’une  infinité  de  cotez  infiniment  petits  a b , Al , ye. 
Sec.  a b , ig  , pq  , Sec.  Au  point  d,  ou  à la  ligne  droite  infiniment  petite 
adb  , le  cercle  touche  la  parabole , 5c  le  point  adb  eft  commun  au  cercle 
Se  à la  parabole  , donc  la  tangente /Vi  e , qui  n’cft  autre  chofo  , que  le 
point  adb  prolongé  de  part  SC  d’autre , eft  commune  aux  deux  courbes. 

Au  point  Aj.,  ou  aux  lignes  infiniment  petites  ghi  ylhk  , le  cercle  cou- 
pe la  parabole  , pareeque  la  ligne  g h i du  cercle  coupe  la  ligne  / h k de  la 
parabole,  donc  la  tangente  n m du  cercle  , qui  n’cft  autre  chofo  , que  le 
petit  côté  g i prolongé  en  m SC  n , coupe  la  tangente  » r de  la  parabole  .qui 
n’eft  autre  chofo  que  le  petit  côté  k l prolongé.  On  dira  la  même  chofo 
au  point  r , où  les  tangentes  st , u x fo  coupent  encore. 

Ce  que  I on  vient  d’expliquer  touchant  un  cercle  &i  une  autre  forte  de 
courbes , fo  doit  entendre  de  deux  cercles  5c  de  deux  courbes  quelconques, 
qui  fo  touchent  ou  fo  coupent. 

4.  La  ligne  C d tirée  du  centre  C au  point  d du  contact , eft  perpendi- 
culaire à la  touchante  edf  du  cercle  : elle  fora  donc  aufli  perpendiculaire 
à la  touchante  de  la  courbe  , que  le  cercle  touche  en  adb  -,  puifque  la 
touchante  de  cette  courbe  eft  alors  la  meme  , que  la  touchante  e df  du 
cercle.  C’cft  pour  cela  que  M.  Ddcartcs  avance , que  fi  le  point  P des 

1 jo.  151.  ij  z.  eft  tel  qu’on  le  déliré  , c’eft-a-dire  fi 
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eft  perpendiculaire  à la  touchante  des  courbes  AC  G au  point  C ; le  cercle,  Fia. 
dont  le  point  P fera  le  centre  , 6c  qui  paflera  par  C , y touchera  la  ligne  ‘I5’ 
courbe  CE  , (ans  la  couper. 

Toute  la  Méthode  , dont  on  pafle  ici , pour  tirer  les  tangentes  des  cour- 
bes , confifte  donc , le  point  C étant  donné  , à trouver  fur  la  droite  aulfi 
donnée  AG  le  point  P , qui  {bit  le  centre  d’un  cercle  , qui  touche  la  cour- 
lie  , dont  on  cherche  la  tangente  , au  point  C.  Car  alors  la  droite  , qu’ou 
tirera  par  le  point  C perpendiculaire  à P C , fera  tangente  du  cercle  , 6c 
par  conlcquent  de  l’autre  courbe. 

Maintenant  il  nous  faut  examiner  , qu’eft-ce  qu’il  arrive  de  particulier, 
lorlque  le  cercle  décrit  du  point  P , de  l’intervale  PC  , touche  la  courbe 
CE  en  C.  Le  voici. 

j.  En  premier  lieu  Fig.  153.  que  le  cercle  E C décrit  du  centre  P coupe 
la  courbe  A E aux  deux  points  C , E ; abbailfoz  CM , E 2.  perpendiculai- 
res fur  ^ P ; Coït  AP  , a 5 les  rayons  PC , PE , b ; les  coupées  A Q , AM , 
y>  les  ordonnées  E Q,  CM,  x -,  on  aura  PM  — n — y s PQ_—a — y. 
Maintenant  dans  le  triangle  PC  M,  vous  aurcijc:* , b b = xx  -+■  a a — 

2 a y -*-yy  » ôc  dans  le  triangle  PEQ_  vous  aurez  Ye  1 , bb  = xx  •+■  ** 

Ces  deux  équations  étant  les  mêmes,  on  en  tirera  les  mêmes  valeurs  de 
x==VJTYYYY+~™ÿYir^  , 6c  de  y = * — V F'b  — xx.  Detellefor- 

tc  pourtant  que  les  deux  valeurs  de  x exprimées  par  V b b a n ■+■  2*  y 

— y y font  inégales  entr’elles , pareeque  y , qui  les  compofe , eft  plus  gran- 
de au  point  M , qu’au  point  Q_.  De  même  les  deux  valeurs  de  y expri- 
mées par  * — V b b — xx  font  inégales  entr’cllcs  , pareeque  x qui  en  eft 
partie  , cfl  plus  grande  au  point  M qu’au  point  Q_. 

On  voit  en  lecond  lieu  , que  comme  plus  les  points  C , E s’approchent, 
moins  les  ordonnées  C M , E Q_,  ou  les  abfcidcs  AM,  AQ  font  différentes 
en  grandeur;  lorfqu’enfin  les  points  C , E Ce  rencontreront , 6c  n’en  feront 
plus  qu’un;  alors  E Q fora  fur  CM  6c  lui  fora  égale  , AQ_  s’ajuftera  fur 
A M 6c  lui  fora  égale  ; 6c  les  deux  valeurs  tant  des  appliquées  que  des  ab- 
foiilès  foront  égales.  Mais  les  points  C , E Ce  trouvent  l’un  lur  l’autre, 
comme  on  l’a  vû  , lorlque  le  cercle  décrit  du  point  P 6c  paflint  par  le  point 
C touche  la  courbe  dont  on  cherche  la  tangente  : donc  lorlque  le  cercle 
décrit  du  point  P par  le  point  C touche  la  courbe  , je  peux  conliderer  l’ap- 
pliquée 6c  l'abfciüe  de  la  courbe  qui  répondent  au  point  C , comme  deux 
appliquées  égales  , 6c  comme  deux  abfcillès  aulfi  égales. 

6.  De  làil  fuit,  que  des  que  je  fuppoforai  Figures  1 jdl  1 y 1.  1 y z.  que  Fi«. 
CM , x , ou  AM,  y ont  deux  valeurs  égales  chacune  , ou  que  l’équation,  M®- 
qui  exprime  le  rapport  du  point  C à la  ligne  droite  A G , contient  deux  \ 
racines  égales  de  C M , ou  de  A M : par  là  je  détermine  CP  à être  le  rayon 
du  cercle , qui  a pour  centre  le  point  P , 6c  qui  touche  en  C la  courbe  À E : 
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ou  , cc  qui  cft  le  meme  , je  détermine  la  ligne  P C à être  celle  qui  coupe 
à angles  droits  la  courbe  A E en  C , & la  tangente  du  cercle  & delà  cour- 
be au  point  C qui  leur  cft  commun.  De  forte  que  dès  que  CP  fera  connue 
St  tirée  au  point  C , la  perpendiculaire  qu’on  tirera  par  le  point  c fur  CP, 
fera  la  touchante  cherchée  de  la  courbe  AE. 

7.  Nous  allons  voir  Art.  3.  comment  on  opere , après  qu’on  a fuppofe, 
que  l’équation  , qui  exprime  le  rapport  du  point  C à la  ligne  droite  A G 
contient  deux  racines  égales  entr’elles.  Mais  il  faut  remarquer  ici  que  par 
ces  deux  racines  on  n’entend  pas  les  deux  racines  qui  fê  trouvent  en  toute 
équation  qui  contient  le  quarré  de  l’inconnue  , à qui  ces  deux  rat  incs  con- 
viennent , comme  lorfque  de  l’équation  b b = x x ■+■  /*  a — 2 ay  -\-yy,  ou 
y y — 2 a y a*  = b b — xx  , j’extrais  les  deux  racines  y =.  a ±. 

V b b xx-  Car  ces  deux  racines  font  indépendantes  de  la  fuppofition, 

que  les  deux  ordonnées  CM,  EQ_,  Kg.  1 53.  fê  reiiniflcntcn  une  feule, 
elles  font  toujours  inégales , St  fouvent  l’une  pofitive , l’autre  négative. 
Au  lieu  que  les  deux  racines  dont  on  parle  ici  font  toujours  égales  entr’el- 
les , toibours  du  même  câfêfd’un  diamètre  , 6c  par  confèquent  toujours  ou 
toutes  deux  pofitives , ou  toutes  deux  négatives  en  même  tems. 

La  racine , que  M.  Descartf.  s appelle  renverfée , ou  moindre  que 
rien  , c’efl  celle  qu’on  appelle  ordinairement  négative  ou  faullè  , dans  la- 
quelle ou  toutes  les  quantitez  qui  la  compofènt  , ont  le  figne  — , ou 
celles  qui  ont  le  ligne  — font  plus  grandes  que  celles , qui  ont  le  figne  4-. 

Article  III. 

Suite  de  la  Méthode  pour  mener  les  tangentes  des  courbes. 

I.  M.  D E S C A R T E S. 

DE  plus  il  faut  confiderer  , que  lorfqu’il  y a deux  racines  égales 
en  une  équation  , elle  a neceflairement  la  même  forme , que 
fi  on  multiplie  par  foi-même  la  quantité  qu’on  y fuppofeêtrc  incon- 
nue , moins  la  quantité  connue  qui  lui  eft  égale  , & qu’après  cela 
û cette  derniere  fomme  n’a  pas  tant  de  dimenfions  que  la  prece- 
dente 3 on  la  multiplie  par  une  autre  fo.mme  qui  en  ait  autant  qu’il 
lui  en  manque  , afin  qu’il  puifl'e  avoir  feparément  équation  entre 
chacun  des  termes  de  l’une  , & chacun  des  termes  de  l’autre. 
Comme  par  exemple  je  dis  que  la  première  équation  trouvée  ci- 
>•  dcfliis , * à iavoirjyj  + ° " y ~ r+  q-  — ~ doit  avoir  la  même  fbr- 
’’  me  que  celle  qui  fe  produit  en  faifant  e — y & multipliant^  — e 
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par  foi-même  , d’où  il  vient  y y — xey*-  ee,  en  forte  qu’on  peut^°; 
comparer  leparément  chacun  de  leurs  termes,  & dire  que  puifque  le 
premier  , qui  eft  y y eft  tout  le  même  en  l’une  qu’en  l’autre  , le 
fécond  qui  eft  en  l’une  qry~A-r—  eft  égal  au  fécond  de  l’autre  qui 
eft  — xey  ; d’où  cherchant  la  quantité  v , qui  eft  la  ligne  PA , on 
a v — e — £-*■+■  fr , ou  bien  à caufe  que  nous  avons  fuppofé  e égal 
ày , on  a v —y  — ~y  -+■  |r.  Et  ainli  on  pourrait  trouver  s par  le 
troifiéme  terme  ee  — <,v’vq~£\Sr  : mais  pourceque  la  quantité  v déter- 
mine afTez  le  point  P , qui  eft  le  fcul  que  nous  cherchions , on  n’a 
pas  befoin  de  paffcr  outre. 

Je  pofè/  = e , ou  y — e — o j dans  cette  équation  y eft  regardée 
comme  inconnue , pareeque  pouvant  reprefènter  toutes  les  droites  ou  cou- 
pées A M prifes  depuis  le  fommet  A , elle  eft  indéterminée  : mais  dans 
chaque  operation  des  que  le  point  C eft  pris  à volonté  , A M— y cd  déter- 
minée ôc  connue.  Enluite  je  fais  le  quarré  de  y — e — o , qui  eft  y y — 
2ey-*~ee=o,Sc  qui  contient  certainement  deux  racines  égales.  D’un 
autre  côté  l’on  fuppofè  que  l’équation  y y -+-  iry  - •+■  q ~J  ~~q  ^ con- 

tient aufli  deux  racines  égales  : donc  les  deux  équations  étant  égales  en- 
tr’clles  j puifqu’clies  font  égales  chacune  à zéro  j & les  premiers  termes  y y, 
y y des  deux  équations  étant  encore  égaux,  les  féconds  termes  ±JLLLzif  ÎZI, 

— 2e y , dans  Icfqucls  la  quantité  y eft  multipliée  , feront  aufli  égaux  ; 
d'autant  plus  que  l’indeterminée  v peut  reprefènter  une  grandeur  telle  qu’il 
eft  neccflaire  , afin  que  ces  deux  féconds  termes  foient  exactement  égaux. 

Il  en  eft  de  même  des  deux  troifiémes  termes  -+-  ee , , dans  lef- 

quels  y ne  fé  trouve  pas  5 à caufe  que  les  deux  indéterminées  v , s peuvent 
avoir  la  valeur  necellaire  , afin  que  ces  deux  termes  foient  aufli  égaux. 

Je  puis  donc  égaler  les  féconds  termes,  & avoir — 2 ey  r=  — 1 1 v* . 

je  multiplie  tout  par  q — r,  ôc  je  fais — *qey ■+■  2ery  = qry — 2qvyt 
je  divife  tout  par^ , il  refte  — 2 q e •+■  2 er  = qr  — 2qv  ; 2q  v — 2q  e 

— 2er  -h  qr  j je  divifé  tout  par  2 q , le  quotient  eft  v = e — 

Je  fubftimë y pour  e qui  lui  eft  égale  , il  vient  v —y  — ^--+-  f r. 

Comme  C M , y eft  donnée  dès  qu’on  a déterminé  le  point  C , on  fait  la 
valeur  de  v = AP  : ainfi  on  trouve  le  point  P,  & l’on  joint  CP.  Et  la 
ligne  CP  ayant  été  trouvée  par  des  équations  dans  lcfquelles  on  fuppofôit 
que  CM , y avoir  deux  racines  égales  , elle  a les  conditions  requifes  pour 
être  le  rayon  d’un  cercle  , dont  le  centre  eft  P , & qui  touche  la  courbe  A.E 
en  C ; d’où  il  fuit  que  la  ligne  droite  , qu’on  mènera  par  le  point  C perpen- 
diculaire fur  PC  eft  la  touchante  cherchée  de  la  courbe  A E au  point 
donné  C.  Q^q  iij 


Digitized  by  Google 


3io  Commentaires  sur  la  Geometrie 
II.  M.  Descartes. 

* An  v Tout  de  même  la  fécondé  équation  trouvée  * ci-delïiis,  à favoir 


El  o. 
Ui 


• — 2 C d 

y * — 2 b y'  -t-  b b fy 
-t-  dd 


-+-  fbcd)  — zbbcd v 
* {)'-+■  Ctdd  ( 

— 2ddv ) — ddjf  \ 

-r-ddvv  * 


y y — sbccddy  ■+■  bbc  c dd 


( Je  l’appelle  d ) doit  avoir  la  même  forme  , que  la  fomme  qui  fe 
produit  lorfqu’on  multiplie  yy  — 2ty  ■+•  ee  par  y*+fy*  +-ggyy  +h'y+ 

+ f ) + SS  ) ■+■  h%  “)  , +**  } 

k\  qui  eft/  >y*  — 2efW  —2eggVy  — 2thl 

— 2CJ  ■+■  ee  j ■+•  eef  J •+■  ee SS  ^ 

— 2 e k*  y 

> y ■+■  eek*.{  Je  l’appelle  B ) de  façon  que  de  ces  deux  équa- 

•4-  ech 

tions  j’en  tire  fix  autres , qui  fervent  à connoître  les  fix  quantitez/i 
gy  h , k y v y &c  s.  D’où  il  eft  fort  ailé  à entendre  , que  de  quelque 
genre , que  puiflè  être  la  ligne  courbe  propolee  , il  vient  toujours 
par  cette  façon  de  procéder  , autant  d’équations , qu’on  eft  obligé 
de  fuppofer  de  quantitez  , qui  font  inconnues.  Mais  pour  démêler 
par  ordre  ces  équations , & trouver  enfin  la  quantité  v qui  eft  la 
feule  dont  on  a befoin , & à l’occafion  de  laquelle  on  cherche  les 
autres  : il  faut  premièrement  par  le  fécond  terme  chercher  / , la 
première  des  quantitez  inconnues  de  la  dernière  fomme  y & on 
trouve  f — i e — il>. 

Puis  par  le  dernier  il  faut  chercher  k la  derniere  des  quantitez 
inconnues  de  la  même  fomme , & on  trouve  k*  = —e~-  . 

Puis  par  le  troifiéme  terme  il  faut  chercher  £ la  fécondé  quanti- 
té, 8cona£g=  jee — 4b  e — 2cd  4-  b b -+-  dd. 

Puis  par  le  pénultième  il  faut  chercher  h la  pénultième  quantité, 
qui  eft  h*  ==  ■ Et  ainfi  il  faudroit  continuer  fui- 

vant  ce  même  ordre  jufqucs  à la  derniere , s’il  y en  avoit  davanta- 
ge en  cette  iomme  ; car  c’cft  chofè  qu’on  peut  toujours  faire  en 
même  façon. 
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Puis  par  le  terme  qui  fuit  en  ce  même  ordre  , qui  eft  ici  le  qua- 
trième , il  faut  chercher  la  quantité  v , & on  a v = ^ -h 

; ou  mettant  y au  lieu  de  e qui  lui 

b b y 2c  y . , 2b  c . b e e b b ce 

4 4 4 4 " dd  d 7 ■*"  4 y y y* 

pour  la  ligne  A P , Fig.  151. 


eft  égal , on  a v = — ’-jj  ■ 


Fj». 

*$*• 


1 . On  appelle  racines  d’une  équation  les  quantitez  par  la  multiplication 
dclquelles  cette  équation  a été  produite  , y — a — o , y — b = o font 
les  racines  de  l’équation  y y — a y — by  ab  — o.  L’équation  A con- 
tient fix  racines , parmi  lcfqucllcs  il  y en  a certainement  deux  égales  dès 
qu’on  fuppofè  P C rayon  d’un  cercle  , qui  touche  la  courbe  A E en  C , 
ainfi  qu’il  a été  dit  Art.  i.  Ce  qui  regarde  ces  differentes  racines  fera  expli- 
qué, Liv.  3.  Part.  2.  Scct.  1. 

2.  La  multiplication  de  yy  — 2 ey  -h  e e par  y*  -+-  fy 1 -+-  ggyy  ■+■  h' y 
H-  L * étant  faite  , le  produit  qui  eft  l’égalité  B , i°  eft  égal  à zéro , parce- 
que  par  quelque  quantité  qu’on  multiplie  zéro  , le  produit  eft  toujours 
zéro  : or  l’équation  y y — 2 e y eft  par  la  fuppofition  égale  à zéro. 
20  Chaqucs  termes  correfpondans  des  équations  A &c  B peuvent  être  com- 
ptez , le  fécond  de  l’une  avec  le  (ècond  de  l’autre , le  troifiéme  de  l’une 
avec  le  troifiéme  de  l’autre  , Scc.  pareeque  les  indéterminées  des  termes  de 
l’équation  B peuvent  avoir  la  valeur  qui  eft  neccflàire , afin  que  les  deux 
termes  que  l’on  compare  , {oient  exactement  égaux.  30  Des  fix  racines  que 
contient  aulfi  l’équation  B , on  eft  certain  qu’il  y en  a deux  égales , à favoir 
celles  de  l’équation  y y — 2 ey  -t-  e e = o.  De  ce  qu’il  y a deux  racines 
égales  dans  l’équation  B,  quelles  que  {oient  les  autres,  il  luit  que  cette  équa- 
tion convient  au  point  C Fig.  1 y 2.  &C  qu’elle  put  fervir  à trouver  la  droite 
P C , qui  eft  fuppofée  perpendiculaire  à la  courbe  CE.  40  On  voit  que  quel- 
ques (ignés  qu’ayent  les  tenues  de  l’équation  y*  -f y'  -ggyy  - b'  j.  é4,  on 
ferait  une  équation  , qui  aurait  autant  de  termes  que  l’équation  B , & dont 
on  pourroit  dire  ce  qu’on  vient  de  dire  de  l’équation  B , Sc  dont  on  pour- 
rait fe  fervir  avec  autant  de  fuccez  , ainfi  que  M.  Descartes  le 
remarquera  bientôt. 

3 . Comme  c’eft  pour  connoîtrc  v , qu’on  cherche  les  valeurs  des  autres 
indéterminées , on  ne  cherche  que  la  valeur  de  celles  des  indéterminées, 
qui  fe  trouvent  dans  le  terme  de  l’équation  A , où  eft  v , 5 c de  celles  qui 
fe  trouvent  dans  le  terme  de  l’équation  B qui  lui  répond  : à moins  que  ces 
indéterminées  ne  puftènt  être  connues  , (ans  en  avoir  trouvées  d’autres  : 
car  alors  il  faudrait  encore  déterminer  la  valeur  de  ces  demicrcs.  Dans  cet 
Exemple  le  terme  , où  eft  v , eft  le  quatrième  de  l’équation  A , -t-  +bdy  ‘ 
— 2 ddvy*  , à qui  le  quatrième  terme  -y- b1  y1  — ggj  ’ -+•  <efy  * 


« 
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répond  dans  l’équation  B.  Nous  chercherons  donc  la  valeur  des  indétcrmi- 
,J‘”  nces  f ,g  , h , Sc  parceque  h ne  peut  être  connue  fans  que  l’on  connoiflè 
auparavant  k , on  en  cherchera  auffi  la  valeur.  On  commence  par  les  ter- 
mes qui  fervent  à découvrir  la  valeur  des  autres. 

On  choifit  le  quatrième  terme , qui  contient  v , plutôt  que  le  cinquiè- 
me qui  contient  le  quarré  vv,  quoique  l’on  puifle  fixer  la  valeur  de  v par 
ce  dernier  j pareequ’il  efl  plus  facile  de  le  faire  avec  l’un  qu’avec  l’autre. 
Et  même  fi  v n’avoit  qu’une  dimenfion  dans  plufieurs  termes , on  prefere- 
roit  celui,  qui  demanderait  une  operation  plus  aifee. 

4..  On  commence  par  les  féconds  & par  les  derniers  termes  des  équations 
A,  B j parceque  n’y  ayant  dans  les  deux  premiers  termes  que  f d’indéter- 
minée-, fie  dans  les  deux  derniers  que  k -,  ces  termes  ne  fuppofent  la  con- 
noiflânee  d’aucune  indéterminée  , fie  qu’ils  ferviront , après  qu’ils  feront 
trouvez  , à découvrir  les  autres. 

On  compare  ainfi les  féconds  termes  — 2 b y'  —fy'  — 2 ey  * , on  divife 
tout  par_y J , il  relie  — 2 b ■=.  f — 2t  j f — 2 e — 2 b. 

On  vient  aux  derniers  bbccdd  — eek*  j k*  — Onnefàitpas 

la  valeur  de  k , parceque  dans  les  autres  termes  il  n’y  a que  le  quarré  de 
quarré  k*. 

On  compare  enfuite  les  troifiémes  termes , parceque  dans  le  troifiéme 
terme  de  l’equation  B il  n’y  a que  deux  indéterminées/’,  g,  ôd que  la  valeur 
de  f,  que  l’on  connoît , étant  fubflituée  à fa  place  , on  déterminera  g. 
Soit  donc  ggy*  — 2efy*  ■+■  ee  y*  — — 2cdy 4 -t-  bby*  -4-ddy*  : gg 

— 2 e f ee  = — 2cd-*-bb-i-dd,  ou  mettant  pour/’fâ  valeur  2 e — 

2 b , on  fait  g g — Jte  + 4b  e = — 2 c d ■+■  b b ■+■  dd  : gg  — j ee  — fbe 

— 2 c d ■+■  b o ■+■  d d. 

Après  cela  l'on  compare  les  pénultièmes  termes,  parceque  dans  le  pénul- 
tième terme  de  l cquation  B il  n’y  a que  deux  inconnues  h , k , & que  la 
valeur  de  k déjà  connue  étant  fubflituée , on  découvrira  celle  de  h. 

Soit  donc — 2e  k*y  ■+•  eeh'y  — — 2bccddy>  — 2ek*  -+-eeh'  = 

— 2 bc edd  , où  mettant  pour  k*  {à  valeur  , on  trouve  h 1 = 

zb  b c c dd zb c c d d 

fi  t e y 

Enfin  l’on  compare  les  quatrièmes  termes  , pareequ’ils  ne  contiennent 
d’indéterminées  que  v , que  l’on  cherche  , &/,  g , h que  l’on  connoît. 
C’efl  donc  +bcdy * — 2ddvy'  = h}  y'  — 2eggJ1  -+■  eefy'  1 *bcd 

— 2 ddvz=  h'  — 2 egg  -4-  eef  1*  Subflituons  la  valeur  de  h 1 à fa  place, 

nous  ferons  4b cd  — 2ddv  —ÛlisAl  — — 2 egg  ■+■  eef. 

i°  Subflituons  la  valeur  de  g g à fà  place  , il  viendra  4 bed  — 2 ddv  = 
al>  hcc  jj iàsiU — gg*  sbee  -t-  4cde  — 2bbe  — 2dde  -t-  eef. 

30  A la  place  de / fubflituons  fà  valeur  > divifons  tout  par  2dd  -,  pour  e 
mettons  y , qui  lui  cfl  égale  fie  rangeons  les  termes  comme  M.  D E s c a r- 

TES, 
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yy 


= AP. 


III.  M.  Descartes. 


Et  ainfi  la  troisième  équation  , * qui  eft  zz 

. . 1.  tjj/T  . *1  . J J ZT  . J .. 


2 b e d S z — 2b  r J e i 

bd  d 


b d djf  -*-xb  d du  v — c ddjT+cdd  vu  I a r V Q 9 *• 

— * a la  meme  forme  * 4. 


— zc  d d vz.  — zb  d e y z. 

•i-cee+ccv  — ddv  - 

que  zz  — a/ z ■+■  ff , en  fuppofant  f égal  a z -,  fi  bien  qu’il  y a i5t 
derechef  équation  entre — zf,  ou  — z z Sc  --lbcii~  ' J^~îsLi2i 
' d’où  on  connoit  que  la  quantité  v eft  — + 

^777.  C’eft  pourquoi  compofant  la  ligne  AP  de  cette  fomme 
égale  à v , dont  toutes  les  quantitez  font  connues , & tirant  du 
point  P ainfi  trouvé  une  ligne  droite  vers  C , elle  y coupe  la  courbe 
CE  à angles  droits  ; qui  eft  ce  qu’il  falloir  faire. 

Il  faut  déterminer  la  valeur  de  v , qui  eft  dans  l’équation  zz 

1 b c d d z.  — zbcd  e z,  — zc  d d "j  a — t b de  vz.  — bddff+bdd  v v — c dd  Jjf  -h  c d d w 

bdd+cec  + ee' v — ddv  

Je  fais  z =f,  z — f = o , dont  le  quarré  eft  s*.  — 2 f z + ff—  o.  On 
compare  les  féconds  termes  — 2fz  — +-itt  J-Jf 

ou  bien  en  laiflànt  z>  qui  fè  trouve  dans  chaque  terme  — cf  = ±-lbc(ïl 
» ou  mè™TCi  qœ  M.  D E S C A R T E s le  fait. 

Je  multiplie  tout  par  bdd  ce  e -+•  eev — ddv,  d’où  l'on  tire  i'  = 

br  d d — bc  de  -f-  bd  d z +■  c e c z ^ p 

c d d -h  b d e — e e x.  dd  z.  “ 

Toute  la  valeur  de  v eft  connue  , pareeque  z , qui  eft  l’excez  de  CF 
fur  eft  déterminée , lorfque  le  point  C a été  pris  à volonté  ; 6c  que  les 
points  F , A ont  été  données. 


IV.  M.  D E s c A R t E s. 

Et  je  ne  voi  rien  qui  empêche  qu’on  n’étende  ce  Problème  en 
même  façon  à toutes  les  lignes  courbes , qui  tombent  fous  quelque 
calcul  Géométrique. 


1 . On  pourrait  l’appliquer  au  cercle  de  cette  manière.  On  a trouve  au 
commencement  de  cet  Article  , Fig.  iji.  que  pour  l’ellipfe  AP  , v étoit  f'** 
y — Le  cercle  étant  une  efpece  d’ellipfe , dont  tous  les  diamètres  1 * 
font  égaux  entr’eux  6c  à leurs  parametfes , on  a q =r  6c  l’on  a pour  le 
cercle  v = {q  = AP.  Ce  qui  marque  que  A P eft  égal  au  rayon  du  cer- 
cle , 6c  que  le  point  P eft  le  centre.  R r 
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2.  Soit  la  courbe  AE  , Fig.  1 50.  une  parabole , dontle  paramétré  e/l  r, 
l’abfcillè  A M , y ; l’ordonnée  CM  , x ; AP , v,  MP  ==  A P — AM, 
v — y , CP  , s.  On  a dans  le  triangle  rectangle , C M P , s s — x x v%> 
—~2vy  -b- y y comme  auparavant , & par  la  nature  de  la  parabole  x x = 
ryi  fubflituons  cette  valeur  de  * * à là  place  : nous  aurons  (f—ry-b- 
<vv  — 2vy  ■+■  y y ; y y -+•  r y — 2vy  •+■  vv  — jf  = 0 , qu’il  finit  com- 
parcr  avec  y y — 2 e y -+-  e e = 0.  Les  féconds  termes  font  — 2ey  = r y 


Fis. 


— 2 vy  , — 2 e = r — 2 v ; 2 v =.  r -b-  2 e ; v — \ r -b-  e = \r  y„ 
Et  parccquc  A M cft  y ; il  fuit  que  MP  e/l  -jr  la  moitié  du  paramètre. 

3 . Soit  la  meme  courbe  A E une  hyberbole  , dont  le  diamètre  déter- 

miné c/l  q , le  paramétré  r 5 & le  refie  comme  auparavant.  Par  la  nature 
de  l’hyperbole  on  a x x = ry-b-  r~y y , qu’il  finit  fubflitucr  dans  (f  = x x 
-+ - vv  — 2 vy  -h  y y , afin  de  la  changer  en  Jf=  r y •+■  r-y y ■+■  v v — 2vy 
-F-  y y , multipliez  par  q , ce  fera  qyy-b-  ryi — 2 qvy  -t-  qry  •+■  qvv  — 
qjf=  0 divi/ez  par  q -+-  r , vous  ferez  y y + — = „ 

Comparez  le  fécond  terme  de  cette  équation  avec  le  fécond  terme  de 
l’équation  y y — 2e  y -4-  e e = o,  ce  fera  — — — 2 ey  j v = \r 

-4-  e -+-  7 i v =zjr  + y + rA,  Si  l’hyperbole  e/l  équilatere , l’on  a r = q, 
& v = ~ r 2 y — A P. 

4.  Soit  la  courbe  CD,  Fig.  1 y y.  la  conchoïde  fuperieure  de  Fig. 43.. 
Soit  A le  pôle , BD  , a =CE  i BA , b-}  CM,  x = HB  -,  CH,  y = 
MB  -,  A M = b - 1-  1 ; B P , v s PM—  v -1 -y  s P C , s.  Son  équation 
telle  qu’elle  a été  trouvée , Liv.  2.  Part.  t.Scéi.  2.  Art.  3.  n.  1.  fera  celle- 
ci  , y*  -b-  2 b y * — aayy  -H  b byy  -+-  xxyy  — 2 anby  — aabb  = o .. 
xx  y y = — y 4 — 2 b y 1 ■+■  aaj  y — b byy  ■+■  2 a a b y ■+■  aab  b.  Après  cela 
dans  le  triangle  rectangle  CMP  l’on  comme  auparavant  c~px , (]  ■=.  cm *' 
-+-  pm  1 , x x ■+■  vv  ■+■  2 vy  -b- y y i xx  = (f — vv  — 2Vy  — y y.  Met- 
tons cette  valeur  de  xx  à fa  place  , nous  aurons  *•»  y y — lb  — ffyy 
£ y U •*•  x»*yy  » »bb  _ 0 ' Quation  Ju  troifiéme  degré.  Maintenant 
pour  donner  à l’équation  yy  — 2 c y -b-  e c — 0 les  dimenfions  convena- 
bles , je  la  multiplie  par  y ■+■  f=  o , ce  qui  produit^ 1 — 2 eyy  -t-  fyy  -t- 
t ey  — 2tfy  •+•  e ef—  0. 

Je  compare  d’abord  les  derniers  termes  eef  — - : donc  f — 

— — - —, — . Enfuite  je  viens  aux  troifiémes  termes  eey  — 2efj  — 

n»  t e — iv  e e J t J J 

— A£Jl  j je  fub/lituc  pour fa  valeur  déjà  trouvée  , & je  fais  eey  — 

1 "■  .1  a b b e y __  zaa  by  QU  ( ( a » i b a a b v __  b a a b b 

x-vtt—;bte  ,2~j~xb’  -v  e — b e v — b*  tc  e‘ 

b ■+■  yy  -4-  — li.  La  conftruclion  fé  fera  , Art.  6, 

y.  On  pourrait  même  , fi  l'on  en  avoit  beloin  , fc  férvir  de  ce  Problème 
pour  tirer  une  perpendiculaire  fur  un  point  donné  d’une  ligne  droite. 
Soit  Fig.  iyo.  le  point  C de  la  droite  FC  , lur  laque. le  il  faut  tirer  lapcr- 
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pendiculaire  C P : je  fais  un  angle  quelconque  CFP  , je  tire  & je  nomme  fis- 
CAf , xi  FM , y } FP , v ; MP  = v — y i CP  , s.  Que  l’équation  à I;°’ 
la  ligne  droite  au  point  c foit  x = ^ , dont  le  quarre  eft  x x = tizz  . jc 
fubftituc  cette  valeur  de  xx  à là  place  dans  l’équation  Jf  = x x -t-  w — 

2Vy  y y , & je  fais /=  -+-  vv  — 2vy  ■+ y y i yy 

__  0 ' jont  jc  comparc  fe  fécond  terme  avec  le  fécond  terme  de 
yy—  2ey^-ee—  o , & c’eft  — ~~h  = ~ 2 eJ’  ~ 

— twe  + bbe  , v — e-\-  = y -p/ , & fi  /»  étoit  égal  à b , v = 2 y. 

V.  M.  DESCARTES. 

Même  il  e(l  à remarquer  touchant  la  derniere  fomme , qu’on 

frend  à diferetion  , pour  remplir  le  nombre  des  dimenfions  de 
autre  fomme  lorfqu'il  y en  manque  , comme  nous  avons  pris  tan- 
tôt y*  ■+- fyl  -+■  ggyy  ■+■  b*  y •+■  , que  les  lignes  -+-  & — y peu- 

vent être  fuppofez  tels , que  l’on  veut , fans  que  la  ligne  v , ou 
AP  Ce  trouve  diverfe  pour  cela  , comme  vous  pourrez  aifement 
voir  par  expérience.  Car  s’il  falloir  que  je  m’arrêtafTe  à démontrer 
tous  les  Théorèmes , dont  je  fais  quelque  mention  , je  fêrois  con- 
traint d’écrire  un  Volume  beaucoup  plus  gros  que  je  ne  defire. 

» 

Quelques  lignes  qu’ayent  les  termes  de  l’équation  y*  • f y' . ggbh 
h * y . k* . = 0 , le  produit  de  cette  équation  multipliée  par  — 2 ey  - 1- 
e e ==  0 , fera  toujours  égal  à zéro , & contiendra  toujours  deux  racines 
égales  entr’elles , & chaque  terme  fera  comparé  à chaque  terme  correfpon- 
dant  de  l’équation  qu’on  veut  refoudre  , par  les  indéterminées  qu’ils  con- 
tiennent : ainfi  l’on  trouvera  toujours  ce  qu’on  cherche. 

Si  vous  multipliez  y y 2 e y -+-  e e ■==.  0 par  y 4 — fy 1 -+•  ggyy  — h' y ■+. 
i 4 le  produit  fera  le  même  qu’auparavant  à l’équation  B à quelques  li- 
gnes près  & par  la  comparaifbn  de  fes  termes  avec  l’équation  A vous  trou- 
veres  f—  2b  — 2y , *4  = h-hcycyii  ; gg  — — 4by+-  yyy  — 2câ  -+. 
bb  + dd  : h'  — 2hcycy‘IJ  — *ib"-  s & enfin  après  avoir  fubftitué  les 
valeurs  de  b* , gg  , f,  à leur  pîaee  , vous  trouverez  la  même  valeur  de 
•v  qu’auparavant. 

C’eft  à tort  qu’on  a avancé  * que  M.  Des  cartes  avoit  fait  une  * rw».,; 
faute  en  appliquant  cette  Méthode  à toutes  fortes  de  degrez , comme  fi  elle  *** 
ne  convenoit  qu’aux  équations  planes , & à celles  qui  en  dépendent  -,  mais  5,1 
non  pas  aux  cubiques , & à celles  qui  en  dépendent  : puifque  les  mêmes 
raifons , qui  prouvent  qu’elle  eft  bonne  pour  quelques  équations  , prouvent 
auiïi  qu’çlle  l’eft  pour  toutes. 

Rr  ij 
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Cette  Méthode  fert  à mener  les  tangentes  des  courbes  , le  point  donne 
n étant  pas  fur  l'axe  au  dedans  de  la  courbe. 

i . S donné  le  point  P du  côté  de  la  concavité  de  la  parabole  AC , 
ïio.  Fig.  157.  duquel  il  faut  tirer  lur  la  partie  A C de  la  parabole  la  ligne  PC, 
1 57‘  qui  coupe  à angles  droits  la  parabole  en  C.  Sur  l’axe  A F abbaiilèz  du  point 
C le  perpendiculaire  CG • Alencz  P F parallèle  a CG  , & P JV1  parallèle  a 
F G , julqu’à  ce  qu’elle  rencontre  CG  prolongée  en  M. 

Nom-nons  les  données  PF,  * = GM  -,  AF,  v ; le  paramétré  de  la 
parabole  p ; les  inconnues  AG  , y 5 CG,  xs  PC , si  vous  aurez  C Af== 

a- -H.*;  FG  = v y =z  P M.  Dans  le  triangle  CP  M,  vous  trouvez  c P1 

= cTm 1 -+-  P~Ml  > 55  — -vx_t-  2*x-*-**-*'W  — avy-y-yy.  Si  l’on 
cherche  la  valeur  de  AG,  y immédiatement  , l’operation  cft  beaucoup 
plus  huile  , que  li  l’on  cherche  d’abord  la  valeur  de  -v  , & qu’on  le  lcrve 
enfuice  de  v connue  pour  découvrir  y.  Vous  rangerez  donc  ainfi  les  ter- 
mes Je  l’équitioa  pièce  lente  vv  — a vy  ■+■  iy  = ff  — x x — 2mx  — 
a a ; extrayez  les  racines  y = v — V //  — xx  ■+■  2 a x -y-  a a-  Mettez  cette 
valeur  de  y dans  l’équation  a la  parabole  p y =.v.v  , ôcquarrez  les  deux 


-t-  ppxx  -t-  aapp 

membres  c’cft  x*  * +2<tppx  p pjf  —o%, 

— 2pvxx  -+■  ppvv 

Pour  relôudre  cette  équation  par  la  Méthode  de  M.  De  s c a R te  s-, 
vous  multipliez  l’équation  xx—  aex-y-ee  par**  -t-/*  -+-  gg  . le  pro- 


— 2 e x' 


duiteft  x* 


ce  xx 
— 2 ef xx 

+ ggxx 


-+-  eefx 
— 2egg* 


e egg  = 0 . èc  vous 


venez  à la  comparaifon  des  termes  de  ces  deux  équations. 

Les  féconds  termes  Ibnt  — e e x 1 -t-/*  ' = 0 , f=2  e = **• 

Les  quatrièmes  -H  2 appx  = - y-  e c/-v  — 2 egg  x , pour  7 iublhtuez  la 

valeur  2 x , g g — ex  — = xx 

Les  troifiémes  + p p xx  — 2 pv  x x = ecxx  — 2 efx  x + ggxx -,  pour 
/"ôc  e?  mettez  leur  valeur  déjà  trouvée  , vous  aurez  2 x -y-  p p x — 
2 p v x + app  = • } -v  1 * -t-  t Ppx  — pvx  f «pp  = 0.  Dont  la  conf- 
trudion  telle  qu’on  la  fera,  Liv.  3.  Part.  4.  Secl.  1.  Art.  1.  Exemple  4. 
donnera  la  valeur  de  x : laquelle  étant  connue  nous  fera  ailement  connoi-. 
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tre  y : car  de  l’équation  à la  parabole  x x = py,-  on  tire  y — y.  Or  AG, 
y étant  déterminée  , on  élève  au  point  G la  perpendiculaire  G C , Sc  la 
droite  P C coupe  la  parabole  à angles  droits  au  point  C , de  forte  que  la 
droite  E C perpendiculaire  à P C , cft  touchante  de  la  courbe  au  point  C. 

Ici  on  ne  cherche  pas  v , qui  cft  donnée  j car  le  point  P étant  donné, 
la  perpendiculaire  P F détermine  la  longueur  de  AF , v.  Mais  on  cherche 
AG  ,y  , 5c  CG  , x qui  font  inconnues. 

i.  Si  le  point  P étoit  donné  lur  l’axe  AF  au  dedans  de  la  parabole, 
la  ligne  P F,  a feroit  nulle  } 5c  il  ne  faudrait  qu’efïàccr  le  terme  où  a fo 
trouve  dans  l’équation  , afin  de  la  réduire  à x * * — pvx  ■+■  jppx*  = 0, 
xx— pv — ~p  p ; on  mettrait  cette  valeur  de  .v  x-  à ià  place  dans  l’équa- 
tion à la  parabole  x x =py,  6c  l’on  formerait  7 =v  — {p  , équation  con- 
forme à celle  qu’on  a trouvé  , Art.  3 . n.  4.  pour  la  parabole  v — y -h  ~ r, 
en  foppofont  le  paramétré  r. 

3.  Que  le  point  p foit  donné  du  côté  de  la  convexité  de  la  parabole. 
Nous  foppoforons  la  chofo  faite  , 6c  après  avoir  abbaifle  la  perpendiculaire 
pf  for  l’axe  A G , par  le  point  C nous  mènerons  G C parallèle  à p/,  juf- 
qu’à  ce  qu’elle  rencontre  p m parallèle  6c  égale  à Gf.  Nommons  la  donnée 
pf , a = wG  ; Af , v;  AG,  y : C G , x:  ; p c , s ; p m — Gf  = y — v, 
m C — a — .v. 

Le  triangle  rectangle  Cmp  donne  cp  1 = wc'+  m p1 , s s = a a,  — 
2HX  ->r  X x -hy  y — Jvy  ■+■  vv  S y = v ■+■  V Jf  — a a,  -h  2 ax  —xx  = 
y-  à caufo  de  l’équation  à la  parabole  at.v  = py  . 5c  en  foivant  n.  1.  On 
vient  à -v  * * f/’/’-*'  — pvx-t-  app  — 0 . que  l’on  confh  uira  , Liv.3, 

Part.  4.  SccE.i.  Art.  1.  Ex.  4.  CiAf,  v^^p,  mais  Ex.  6.  fi  v < A p, 

4.  Le  point  P étant  donné  , Fig.  1 56.  for  l’axe  AB  prolongé  hors  de 
l’ellipfo  AC  i trouver  le  point  C tel  , que  la  droite  PC  ioit  touchante  de  F,a‘ 
I’cllipfo  au  point  C. 

Je  foppofo  le  point  C trouvée  5 j’abbailîê  C G appliquée  à l’axe  , enfoite 
je  tire  la  focantc  PE  F,  qui  coupe  l’ellipfo  aux  points  E,  F;  je  tire  les 
appliquées  ED  , F H , 5c  par  le  fommet  A la  ligne  AL  K parallèle  aux 
appliquées.  Ileft  certain  , que  plus  la focante  PF  s’approchera  de  la  tan- 
gente PC  , plus  les  points  D , H s’approcheront  de  G , les  points  E , F 
de  C , les  appliquées  ED , F H de  l’appliquée  C G j 5c  qu’il  fo  fait  trois 
triangles  équianglcs  PAL,  P D E , P H Fl  Mais  lorfque  P F tombera  for 
PC  , elle  ne  coupera  l’ellipfo  qu’au  point  C , c’eft-à-dirc , qu’elle  fora  tou- 
chante au  point  C , 6c  les  deux  lignes  PD  , PH  ne  forant  plus  que  la  ligne 
PG,  les  appliquées  ED  , FH  fo  confondront  avec  l'appliquée  CG.  Il  y 
aura  deux  racines  égales  dans  l’équation  , parccquc  CGcft  comme  deux 
appliquées  égales , 6 i A G comme  deux  abfoillès  égales , les  deux  triangles 
P DE  , P H F ne  feront  plus  que  le  triangle  PGC  i 6c  le  triangle  PAL  . 
devient  le  triangle  P A K . 

K iij 
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11  faut  fuppofer  la  chofe  faite  , & nommer  la  donnée  P A , b ; les 
inconnues  A G\y  i G C , * ; PC  , r 5 PG  = b +y  ; AK  , « > & étant  corn-  . 
me  Art.  i.  Fig.  1 51.  l’axe  AB  , q;  le  paramètre  r , 1 équation  a lelliplc 

Cft  Les  triangles  fcmWablcs  P AK  , PGC  donnent  cette  proportion  PA, 
l AK  7 ••  PG,b-i-y:GC,x:  donc  x = ■>  dont  le  quarré  x x 

= d’où  l’on  forme  jrjr  + 

__  _ qU'il  faut  comparer  avec  yX~  2 *J-*r**»  iyrt. 

Et  premièrement  les  derniers  termes  q = ee  : z.z  = 

h b r y y 

— 2ty  s 2bqz.zy  — • 


_ boryy 

~~~  b h 1 — qyy'  . ibqzzy  — bbqry 

Enfuite  les  féconds  termes  ( ; 

* * * t«  V 


LWU1U*  qx.*.+9VT  ' • r in*  I 

O 2 eqzzy  — îbbrey  ; d’ou  l’on  forme  , apres  avoir  lubihtue 

la  valeur  de  « , yy  -f  = * • D’où  après  en  avoir  extrait  la 

racine,  on  tirera  y = Æ=  AG  0nconnoît  donc  le  point  G,  ou 
l’on  élevera  la  perpendiculaire  G C , & l’on  mènera  du  point  P la  tou- 
chante PC.  ...  . n 

, Soit  la  courbe  AC  une  parabole  dont  l’equation  cft  xx~py^yj= 
**  . mais  dans  l’équation  b x = bz  -+-  yz,  trouvée  n.  4.  ona/=  * 

jL.  xx,  ; XX -E-£  -+•  bp  = 0 qu’il  faut  comparer  avec  x x — 2 ex  - ee 

— 0 -,  fi  l'on  compare  les  derniers  termes  bp  = ee  -,  c’cft  bp  = x x , mais 
par  la  nature  de  la  parabole  . xx  =pj  ; donc  py=bp,AG,y  = AP  ,b 

V Si  l’on  comparaît  les  féconds  termes — ? e f * * — « ’ 

tuez  cette  valeur  de  a dans  l’équation  y — *.  > 1 vient  * / 

mais  par  la  nature  de  la  parabole  x x z=  p y : donc  p y — - » / — 

comme  auparavant.  Vous  obfcrverez  , qu’il  faut  quelquefois  fubfhtuer 
dans  l’équation  de  la  courbe  , les  valeurs  que  yy  — 2ty  •+•  e e s * a 
découvertes  ; pour  avoir  tout  ce  qu’on  cherche. 

C.  On  ne  .'cft  fcrvin.4.  5.  de  la  Méthode  de  M.  Desc  * he  s , que 
dans  la  fuppofition  qu’on  a faite  que  ; tenon  la  place  de  deux  abfuilcs 
égales  , & x celle  de  deux  appliquées  auffi  égales  . & que  par  confequcnt 
l’une  de  ces  deux  inconnues  avoir  deux  racines  égalés  dans  1 équation  dont 
on  s’eft  fervi.  La  raifon  pourquoi  on  le  fait  eft  rapportée  n.  4.  Mais  on 
ne  fe  fert  pas  du  triangle  P C G , comme  on  l’avoit  fan  auparavant , parce- 
que  ici  P C n’eft  pas  le  rayon  d’un  cercle  , dont  le  centre  foit  P , qui 
touche  la  courbe  au  point  C.  Et  l’on  ne  réufliroit  pas  fi  l’on  fc  fondoit  lur 

l’équation  tirée  du  triangle  reélangle  P GC.  . , 

En  effet  foit  encore  AC  une  parabole  , dont  1 equation_eft^xf ry. 
PCetis;  CG,  x;  AG  , y -,  P A , b -,  P G , b +y.On  a p l— + 
çq1  (T  = x x -y-  b b -t-  2 by  -*■  yy  \ x x — jf  2 J v J * 

y y + 2 by  + ry  + bb  — /=  *.  Comparons  cette  équation  avecjr  y - 


\ 
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2 ey  -+-~ee  = o.  Prenons  les  féconds  termes  2 by  ry  = — 2 ey,  y — 

b — { r.  Ce  qui  n’cft  pas  vray. 

La  raifon  de  ceci  eft  que  Fig.  r 5 1 .1  orfqu’on  fuppofë  que  P C eft  le  rayon  r,«- 
d’u  n cercle , dont  P eft  le  centre  , fie  qui  touche  la  courbe  AE  au  point  C, 1 5 *’ 
il  le  fait  une  combinaifon  de  l'équation  au  cercle  fie  de  l’équation  à la  cour- 
be , qui  ont  une  commune  appliquée  C M.  Or  l’équation  au  cercle  dont  P 
eft  le  centre , P C un  rayon  ,fic  dont  le  diamètre//?  eft  fur  l’axe  A G de  la 
courbe  , c’eft  l’équation  ([■=.  x x -+-  vv  — 2vy  y y , onxx  =[f  — vv 

2V  y — y y , qui  vient  du  triangle  rectangle  P MC.  Car  foit  P h = P/ 

= PC,SjPM,v — y ; h M fera  hP  -+-  PM , s ■+■  v — y \fM  — fP  — 
PM,  s — v-hy  : l'équation  au  cercle  eft  CM1  = h Mx  Mf,  x x —Jf 
— vv  ■+■  2vy  — yy.  Ainfi  il  ne  faut  pas  être  furpris  j fi  l’on  s’eft  fèrvi  de 
cette  équation  au  cercle  pour  trouver  le  point  C dans  les  cas , où  on 
l’a  fait. 

Mais  n.  4.  5.  Figure  1 j 6 . où  vous  avez  les  deux  triangles  fèmblablcs 
P A K , P G C , qui  donnent  une  équation  à la  ligne  droite  , il  fc  trouve 
une  combinaifon  de  l'équation  à la  ligne  droite  6c  de  l’équation  à la  cour- 
be , dont  CG  eft  une  commune  appliquée.  C’eft  pour  fêla. , qu’on  ne  doit 
pas  fe  fervir  de  l’équation  Jf  = x x -h  b b 2 b y -h  y y tirée  du  triangle 
rectangle  P G C ; mais  de  l’équation  bx  =■  b z,  +■  y z. , qui  vient  de  l’Ana- 
logie , que  fourniflèiit  les  triangles  femblables  P AK,  PGC, 

Article  V. 

Cette  Méthode  fert  à d’autres  Problèmes , qu’à  celui  des  tangentes. 

M.  D E S C A R T E S. 

MAis  je  veux  bien  en  pafTant  vous  avertir  que  l’invention  de 
fuppofer  deux  équations  de  même  forme  , pour  comparer 
féparément  tous  les  termes  de  l’une  à ceux  de  l’autre  , & ainfi  er» 
faire  naître  plusieurs  d’une  feule  s dont  vous  avez  vu  ici  un  Exem- 
ple ; peut  fervir  à une  infinité  d’autres  Problèmes , fie  n’eft  pas  l’une 
des  moindres  de  la  Méthode  , dont  je  me  fers. 

On  appliquera  cette  Méthode  à la  recherche  des  points  d’inflexion  des  *.Tom 
courbes,  fie  aux  queftions  de  mttximis  & minimis.  M.  Descartes  un. 
a dure  en  particulier  dans  * une  de  les  Lettres , que  cette  Méthode  fèrt  à 
ces  queftions.  ntm 

M.  DEsCARTEsfê  fert  encore  de  la  meme  comparaifôn  d’une  équa- 
tion donnée  avec  une  équation  feinte  , fans  fùppofèr  des  racines  égalcs> 
pour  la  refolution  d'autres  Problèmes.  Liv.  3.  Part.  3.  Sed,  4.  j. 
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§.  I. 

Cette  Méthode  fert  à trouver  les  points  et  inflexion  des  courtes. 

L A courbe  ACF , Fig.  i j8.  eft  telle  , que  là  concavité  AC , & enfuite 
fa  convexité  C F (ont  tournées  du  côté  de  la  ligne  AB:  le  point  C où  finit 
la  concavité  AC,  & où  commence  la  convexité  CF,  fé  nomme  point 
d’inflexion  5 c’cft  un  point  commun  ôc  à la  concavité  & à la  convexité. 

L’appliquée  CD  tirée  du  point  d’inflexion  C fur  l’axe  A B , peut  être 
confiderée  comme  trois  appliquées  égales  réunies  en  un  même  ppint  C. . 
Car  la  droite  pfF , que  l’on  nippofo  toucher  la  courbe  en  f,  & la  couper 
en  F,  détermine  deux  ordonnées  F B , fb  de  la  courbe  -,  dont  la  derniere 
fb,  qui  eft  terminée  au  point  touchant  / équivaut  à deux  appliquées  éga- 
les , éc  l’équation  qui  lui  convient  a deux  racines  égales  , comme  on  a 
dit  Art.  2. 

Ainfi  l’on  peut  avancer  , que  toute  ligne  droite  pfF  , qui  touche  la 
courbe  en  un  point , 6c  la  coupe  en  un  autre  , détermine  trois  racines  dont 
deux  ibnt  égales  eatr’cllcs.  Après  cela  il  eft  clair  , que  l’on  peut  tirer  d’au- 
tres droites , qui  toucheront  & couperont  en  même  tems  la  courbe , & 
dont  les  points  F,  /d’attouchement  & d’interieclion  s’approcheront  tou- 
jours plus  l'un  de  l’autre  , jufqu’à  ce  qu’enfin  ces  deux  points  f,  F (c  con- 
fondent , 8c  n’en  faflent  plus  qu’un  , comme  nous  foppofons  qu’il  arrive  au 
point  C , où  l’on  peut  dire  que  la  droite  P Ce  touche  8c  coupe  tout  cn- 
ièmblc  la  courbe.  Alors  les  appliquées  F B , fb  n’en  font  qu’une  CD  -,  les 
coupées  p b , p B n’en  font  qu’une  PD  ; 8c  l’équation  qui  appartiendra  au 
point  C de  la  courbe  , aura  trois  racines  égales  C D deux  à raifon  de  la  tan- 
gente , une  à raifon  de  la  fecante  , qui  fo  confondent  au  point  d’in- 
flexion C. 

Lorfou'on  a eu  deux  racines  égales  , on  a pris  foivant  la  Méthode  de 
M.  Delcartes  y = e , y — c — 0 , dont  le  quarré  y y — 2 ey  e e = o 
a fervi  à refoudre  le  Problème  des  tangentes.  C’eft  par  une  foite  de  cette 
Méthode  qu’ici  nous  prendrons  le  cube  y * — 3eyJ  •+■  S e ey  — e'  =z  0, 
pour  refoudre  le  Problème  des  points  d’inflexion.  Car  comme  y y — 2e  y 
te  = o contient  deux  racines  égalés,  À caufo  que  c’cft  le  produit  de  la 
multiplication  de^  — e = 0 par  j — t = 0 : de  même  y ’ — jcyy  -+- 
3 e ey  — e 1 = e , qui  eft  le  produit  de  y y — 2ey  -4-  ee  = 0 par  y — e 
= 0 troifiéme  racine  égale  à chacune  des  deux  premières  , contient  trois 
racines  égales.  Et  il  eft  certain  que  ce  n’eft  pas  là  une  Méthode  differente 
de  la  precedente. 

r.  Soit  propofé  le  cercle  AFB  , Fig.  139.  Il  faut  décrire  la  courbe 
AD  G , dont  le  fommet  foit  A , l’axe  A B , & dont  chaque  appliquée  CD 
foit  troiiiémc  proportionçlle  de  chaque  appliquée  CF  6c  de  chaque  corde 

A F 
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■A  F correfpondante  du  cercle  : de  forte  qu'à  chaque  point  D l’on  ait  cette 
Analogie  CF  : AF::  FA:  CD. 

Par  le  fommct  A menez  A E parallèle  à C D.  Nommez  la  connue  AB, 
a i l’inconnue  AC, x s CF, ysCD,  PA  , s j AE  , r s P C = 
s -+-  x. 

Pour  former  l’équation  à la  courbe  AD  G , je  me  fers  du  triangle  ACF 
rectangle  en  C , & dans  lequel  J/7'1 . xx+yy-  D’ailleurs  par  la  nature  du 
cercle  j’ai  au  point  F y y — a x - — .v  x , y = V a x — .v  .v  = CF  ; je  mets 
donc  cette  valeur  de  y y à là  place  dans  l’équation  precedente  , ce  qui  fait 
si  p 1 = .v  .v  ■+■  a x — xx  = a x , 2t  A F = Vax.  Enluitc  fuppof  au 
point  D j’ai  cette  proportion  CF,  Vax  — x x : AF,  Vax  : AF,  Vax: 
CD  , zs  ax  = a Vax  — xx • Dont  les  quarrez  font  aaxx  = a x zz  — 
xx  zzs  a z,  z — x z z — aa  x — o équation  à la  courbe  AD  G , dont 
la  droite  B H parallèle  à C D eft  alÿmptote  , car  au  point  B , où  l'appli- 
quée au  cercle  eft  nulle  , on  a fupp.  comme  l’appliquée  , o eft  à la  corde 
AB,  a : ainfi  la  corde  A B , a eft  à l’appliquée  B H,  z de  la  courbe 
AD  G -,  donc  z , ce  qui  marque  fuivant  la  Méthode  Liv.  i.  Seet.  4. 
Art.  3 . §.  3 . que  F H eft  afymptote. 

Vous  chercherez  à prelént  le  point  d’inflexion  D par  les  triangles  équi- 
angles  P AE  , PC  D i qui  fournillènt  l’Analogie  P A , s : AE  , r : : PC, 
CD,  z:  pour  x fubftituez  cette  valeur  dans 

l’équation  azz  — xzz  — aax  = 0,  Vous  ferez  z ’ — — r z z 

a a z — a a r =r  0. 

Pour  refoudre  cette  équation  vous  la  comparez  avec  l’équation  z1  — 
je  zz -h  .1  ce  5^ — e 1 = 0 } qui  contient  trois  racines  égales.  Il  ftiffira  de 
comparer  les  troifiémes  termes  -t-  3 ce  z = -*•  a a z ; d’où  l’on  tire  ee  — 

" i ü = jaa.  Subftitucz  cette  valeur  de  zz  dans  l’équation  azz  — 
zz x — aax—o  ; vous  aurez  x — ± a.  C’eft  pourquoi  vous  couperez 
AC  = ±a  — AB , vous  mènerez  l’ordonnée  C D , qui  déterminera  le 
point  D d’inflexion  de  la  courbe  AD  G. 

i.  Soit  propofée  la  première  parabole  cubique  dAD  Fig.  160.  dont*1®' 
l’équation  eft/1  = aax  , c’eft-à  dire  que  le  cube  de  l’appliquée  CD, y I‘°’' 
eft  égal  au  parallélépipède  fous  la  flèche  corrclpondante  A C , x & fous  a a 
quarré  du  paramétré  a.  L’on  cherche  fon  point  d’inflexion  , en  fuppolânt 
que  c’eft  le  point  D. 

On  trouvera  comme  n.  1.  dans  les  triangles  équiangles  P AE , PCD 
x ==  ■ y ~rr-  ‘ -,  on  fubftituc  cette  valeur  de  x dans  l’équation  y 1 — aax 
0 , ce  qui  donne  y 5 * — -h  a as  — 0 , dont  il  faut  comparer  le 
fécond  terme  qui  eft  nul , avec  le  Iccond  terme  de  y 1 — 3 cy y -h  3 eey 
— e 3 = 0 , foit  donc  — 3 eyy  = 0 , y 1 = j.  Si  l’on  fubftituë  cette 
valeur  de  y ’ dans  l’équation^  ! — aax  = 0.  On  fait  aax  — 0 ,- x — 
Tout  cela  prouve  que  le  point  d’inflexion  de  la  parabole  cubique  dAD 
eft  au  fommet  A , où  y = 0 , .v  = t,  • S f 
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3.  Nous  trouverons  la  meme  choie  pour  la  féconde  parabole  cubique 
C Kc  Figure  58.  mais  le  point  d'inHexion  K s'appelle  point  de  rcbrouilé- 
ment , pareeque  la  féconde  partie  K c de  la  parabole  retourne  du  même 
coté  de  l'axe  K B , où  eft  la  première  partie  CK  : fon  équation  cil 
y 1 ■=.  a x x. 

4.  Cherchons  le  point  d'inflexion  N Fig.  i^i.de  laconchoïde  parabo- 

lique No  , dont  il  a été  parlé  , Part.  2.  Sert.  3.  Art.  1.  Exemp.  1.  fie  dont 
l’équation  a été  trouvée  là  y’ — -ayy — — **}  •+■  1 = 0 > en 

fuppofant  Ab  = Nm  , -y-  x : bN , — y.  Soit  comme  auparavant  PA,  s ; 
AS  ,r  : P b = s -y-  x.  Les  triangles  femblablcs  PAS  , P b N donnent  i 
PA  , s:  AS  , r:  Pb  , s -h  x : b N , — y;  ôesr-y-  r x = — sy  s x = 

— s y — f r 

• -f • 

Mettons  cette  valeur  de  x à la  place  dans  l’équation/ 5 — 2 Ayy  — a a y 

axy-y-2a'z=.o  , elle  le  changera  en  y * — 2 ayy  — aay  -y- 

aSy  -t-  2 »*  .=  0 , qu’il  faut  comparer  avec  y1  — 3 eyy  -f-  3 "y  — * 1 = 

0 . Les  derniers  termes  fufliront , — e'  =2 a'  s — y*  = 2»'  s — y = 
ÿ,  a ’ . y y = ÿ-f  a *.  Subftituons  ces  valeurs  de  y,  y y , y 1 dans  l’équation 

y ' 2 » y y — a a y — a xy  ■+•  2 a1  — 0 : d’où  l’on  tirera  — 2 ÿ 2 a 1 -4- 

a -y-  x = 0.  x — — a -y-  2 ^2  a1  , x = — a -y-  2a  ÿ 2.  Ainfi  le  point  N Ce 
trouvera  dans  le  concours  N de  b N , — y = ^2  a' , 6c  de  N m , x = — 

A -4"  2A  ^ 2 , 

Si  l’on  avoir  cherché  le  point  d'inflexion  de  la  concboïde  E C , dont  No 
eft  la  contrepufée  ; nous  aurions  trouvé  qu’il  n’y  a que  le  point  N d'infle- 
xion dans  les  courbes , que  l’équation  y ’ — a y y — aay  — a x y -y-  2 a* 

■ — o produit  ; 6c  q-a’ainli  la  courbe  C £ n’en  a point.  En  effet  fuppofons 
que  C cil  un  point  d’inflexion  , tirez  p C E , nommez  C M—  AB  , x s C B, 
y ; p A,  SS  AE  , r s p B = p A — AB  , s — x.  Dans  les  triangles  pAE, 
pBC , vous  trouverez  x = r ’ ~ 1 r > qui  étant  fubflituée  dans  l’équation 
propofée  , fera  y 1 — 2 ayy  -y-  — aay  — a s y -y-  2 a 1 = 0.  La  com. 

paraifon  de  — e'  =z  2 a' , donnera  encore  x = — a 4-  2^2 a'  , comme 
auparavant. 

j.  Il  faut  trouver  le  point  d’inflexion  C Fig.  161.  de  la  courbe  CEc, 
dont  on  a trouvé  Part.i.  Sert.  3.  Art.  1.  Ex.  10.  l’équation  2»xy  — xyy 

„î  _t_  a yy  = 0.  Après  avoir  nommé  CB,  y -,  AB,  x y A P , s s AS, 

r . p B , s + x s les  triangles  PBC  , PAS  donnent  x = , qui 

étant  fubflituée  dans  l’équation  de  la  courbe  fait  7 * — 2 ayy  — — 

‘ ryy  - y-  jary  ■ 4-  “4 0.  Qu’il  faut  comparcravec  l’équation  y1  — 3eyy 
-+-  3 et  y — = 0. 

Les  troifiémcs  termes  donnent  r = -'A.  Les  quatrièmes  -y-  a'  r = — 
e'  s ■,  fubftitucz  la  valeur  de  r , vous  aurez  s = — Les  féconds  — 3e  s 

— 2as  — nr  — rs , fubftitucz  les  valeurs  de  s 6c  de  r , multipliez  par 

2 , divifez  par  3 , ce  fera  y'  — ^ ayy  -4-  3 * a y ■+■  * a'  = 0,  La  relolution 
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de  cette  équation  , que  l’on  fera  Liv.  3 . Part.  4.  SecL  1 . Art.  1 . Exem- 
ple 6.  donnera  la  valeur  de  y = CB  , qui  étant  fubftituée  dans  l’équation 
2 0.x  y — xyy  — a1  ■+■  a y y fera  connoitrc  la  valeur  de  A B , x — C M. 

6.  Suppofons  que  A D Fig.  160.  eft  une  parabole  du  quatrième  degrc,  Fia. 
dont  l’équation  eft  y * = a 1 x:  y*  — a ’ .v  = 0.  Nous  trouverons  .v  = “°- 
■' , qui  étant  fubftituée  dans  l’équation  , fera  y 4 * * — ~~  -+-  a 1 s 
— 0.  Parccque  cette  équation  eft  du  quatrième  degré  , & qu’on  foppofe 
qu’elle  a trois  racines  égales,  on  multipliera^ 1 — 3 eyy  je  cy  — e'  — o 


— jey*  -t-  je  eyy  — e'  y 

par^  -\-f,  le  produit  eft  y * — e'f=  »■ 

+ fy  —J'fjy  +i"fy 


que  l’on  comparera  avec  l'équation  à refoudre  de  cette  maniéré. 

Parccque  le  fécond  terme  de  l’équation  à rcfôudre  eft  nul , il  fuit  que 
le  fécond  terme  — jey1  -‘rfy * = 0 ; f=  je  > & par  la  meme  raifôn  le 
troifîéme  -+-  Jt'yy  — 3efyy  = 0 > f=  •+-  e ; or  ces  deux  valeurs  de  / 
font  impoftîblcs  en  même  teins  : ainfi  la  parabole  du  quatrième  degré  n’a 
aucun  point  d’inflexion. 

Les  courbes  du  fécond  degré  n’ont  aucun  point  d’inflexion,  car  foitpro- 
pofec  la  parabole  ordinaire^ —/>*  , yy  — px  = 0.  Et  que  l’on  fubftituc 
la  valeur  de  x = ’-ZjzJJ  ; Qn  aura  y y — ■+■  p s = o.  Si  on  la  compare 

avcc  y ? — j eyy  ■+■  j eey  — e 1 = 0 , on  aura  toujours  y > = o , parccque 
l’équation  propofée  ne  contient  pas  le  troifîéme  degré  de  fon  inconnue  : or 
cette  Méthode  exige  que  les  premiers  termes  des  deux  équations  foient 


égaux. 


§.  II. 

Cette  Méthode  fert  aux  queftions  de  Maximis  & Minimis. 


5 Oit  Fig.  163  .AB  l’axe  de  la  courbe  AC  B , dont  les  appliquées  parallc-  Fie. 
les  cntr'eïlcs  G D , CM,  g d vont  en  croiflànt  depuis  A jufqu’en  CM , & l6s' 
enfoite  en  décroiftànt  jufqu’en  B j CM  eft  appcllée  la  plus  grande  des 
appliquées.  L’axe  elle-même  A B eft  auffi  dans  l’ellipfé  , par  exemple  la 
plus  grande  abfcifTe  qu’on  puiflé  prendre  fur  l’axe. 

Soit  la  droite  Ff  parallèle  à l’axe  A B $ prolongez  les  appliquées  GD , g d, 

C M en  /,  /,  F.  Que  les  lignes/// , fD  , FC , fd,  fB  tirées  depuis  la 
droite  Ff  jufqu’à  la  courbe , aillent  en  décroiflànt  depuis  f A jufqu’à  FC. 

6 enfuitc  en  croiflànt  jufqu’à  fB  ; la  ligne  FC  eft  appcllée  la  moindre  , ÔC 
les  lignes  f A , / B font  appeüécs  les  plus  grandes  des  lignes  droites  menées 
depuis  la  droite  Ff  jufqu’à  la  courbe  AC  B.  Les  Problèmes , parlcfquels  on 
cherche  ces  plus  grandes  ces  plus  petites , s'appellent  queftions  de  Maxi- 
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mis  & Miuimis.  11  faut  remarquer  que  CM , qui  cft  une  plus  grande  appli- 
quée , cft  tirée  fur  la  concavité  de  la  courbe  , 2c  que  CF,  qui  eft  une  plus 
petite , cft  tirée  fur  la  convexité.  On  appelle  encore  queftion  de  Maximis 
Cr  Minimis  les  Problèmes , où  l’on  chercherait , en  quel  point , par  exem- 
ple, il  faut  couper  une  ligne  droite , afin  que  le  rectangle  formé  des  lêg- 
mens  de  cette  ligne  loit  plus  grand  ou  plus  petit,  que  tout  autre  rectangle 
fait  de  deux  autres  lêgmcns  quelconques  de  la  meme  ligne  , Sic. 

Supputons  que  C M eft  la  plus  grande  des  appliquées  à la  courbe  AC  B ; 
fi  du  point  M comme  centre  je  décris  l’arc  D H d , qui  coupe  la  courbeaux 
points  D , d i il  y aura  là  deux  appliquées  égales  DG  , d g,  que  je  nomme 
x : mais  les  ablcillès  A G , A g , que  je  nomme  y , lotit  certainement  inc* 
gales.  Ainfi  l’équation  , qui  exprimera  le  rapport  des  points  D , d avec  la 
droite  AB  , contiendra  deux  valeurs  inégales  de  y.  Maintenant  à mefure 
que  je  diminuerai  le  rayon  du  cercle  décrit  du  centre  M ; les  points  D ,d  ; 
G , g s’approcheront  ; Si  quand  je  décrirai  un  cercle  , dont  le  rayon  fera 
Al  C ; ce  cercle  touchera  la  courbe  en  C , les  points  D , d le  réuniront  en  C, 
Si  les  points  G , g en  M ; Si  l’équation  qui  exprimera  le  rapport  du  point 
C de  la  courbe  au  point  M de  la  droite  A B , contiendra  deux  racines  éga- 
les de  xSi  de  y , Si  l’on  pourra  fans  y rien  changer  la  comparer  avec  l’équa- 
tion y y — 2 e y ■+■  e c = 0 , ou  avec  telle  autre  d'un  degré  convenable. 

De  même  fi  du  point  F on  décrit  pluficurs  cercles , dont  les  rayons  fuient 
plus  grands  que  FC  , ils  couperont  la  courbe  en  deux  points  , 2c  le  cercle, 
dont  le  rayon  fera  FC  , la  touchera  en  C. 

C’eft  encore  ici  le  Problème  des  tangentes  luivant  * M'  D e s c a r t e s, 
quiallureque  les  tangentes  font  des  plus  grandes  Si  des  plus  courtes  finis 
certainesconditions.  La  tangente  PC  Fig.  1 56.  cft  la  fixante  la  plus  courte 
qu’on  puillc  tirer  du  point  C , de  forte  qu’elle  coupe  la  courbe  en  deux 
points  reiiniscn  un  fieul  5 car  on  luppolc  qu’une  touchante  coupe  la  cour- 
be en  deux  points  infiniment  proches. 

La  ligne  droite  P C , Figure  158.  cft  aulfi  la  plus  courte  qu’on  puilTè 
tirer  de  la  droite  AP  fur  la  courbe  ACF , de  forte  qu  elle  foit  en  même 
teins  tangente  2c  fixante  de  la  courbe.  La  droite  P C , Fig.  1 5 1 . cft  encore 
la  plus  courte  , qu’on  puillc  tirer  de  la  ligne  AG  fur  le  point  C de  la  cour- 
be AC  de  lortc  que  PC  loit  perpendiculaire  à la  courbe.  Ou  bien,  parcc- 
queces  lignes  PC  lont  les  feules  qu’on  puillc  tirer  avec  toutes  ces  condi- 
tions , on  peut  dire  , qu’elles  font  en  même  tems  les  plus  grandes  2c  les 
moindres. 

De  cc  que  nous  venons  de  dire  , il  fuit  , qu’il  ne  faut  point  faire  de 
changement  dans  les  équations  des  courbes,  pour  en  tirer  les  plus  grandes 
Si  les  moindres.  F11  efFet  1 0 comparez  les  Figures  iji.  163.  vous  verrez 
que  les  lignes  CP,  CAI , de  Fig.  151.  deviennent  la  leule  C Al  de  Fig.  1 63 . 
2c  que  les  deux  AP  , A Al,  de  Fig.  1 j t . font  la  feule  A M , de  Fig.  1 63. 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Lh.  II.  j i j 

Ainfi  étant,  Fig.  1^1.  CP  , s,  CM , x s AM, y -,  AP  , v s P M ,v — y , 

• l'on  a Fig.  1 63.  CP , s = C M,  x s AM , y = AP  ,v.  Et  I’cquation  Jf 
= xx+-  vv  — 2vy  -‘r  y y , dont  on  s’eft  fèrvi , Art.  1.3.4..  & réduit  à 
xx=  xx  -hyy — 2yy-*~yy>  pour  Fig.  163.  0 = 0.  Or  c’cft  avec  l’é- 
quation jf  = xx  -h  vv  — ivy  yy  , qu’on  a fait  un  changement  dans 
les  équations  des  courbes  : on  n’en  peut  donc  point  faire  dans  la  Fig.  163. 

Comparez  1°  les  Figures  15 6.  1 63.  vous  oblcrverez  qu’au  point  C,  Fig. 
163.  où  cft  la  plus  grande  appliquée  CM,  la  tangente  PCcft  parallèle  à 
Faxe  A G ; &.  A K eft  égale  à C M.  C’eft  pourquoi  étant , Fig.  1 j 6.  P A,  s >• 
AK  ,r  s AG,  y j GC  ,x  > P G , s -+-  y j & l’équation  que  donnent  les  trian- 
gles fcmblables  P AK  ,P  GC,  & dont  ou  s’eft  fervi  Art.4.  Art.  3.  J.  1 . étant 
sx  = sr  -h ry  > cette  équation  pour  Fig.  163.  où  AK  , r — CD  , x , Ce 
réduit  à s x = s x ■+■  ry  ,■  ry  = 0.  Et  comme  c’cft  avec  l’équation  s x = 
s r ry  , qu’on  a fait  des  changemens  dans  les  équations  des  courbes  pour 
les  Problèmes , à qui  elle  convenoient  j il  fuit , qu’on  n’en  peut  point  faire 
dans  la  Fig.  163.  Voici  des  Exemples. 

1.  Il  faut  Fig.  163.  afligncr  la  plus  grande  appliquée  CM  à Fellipfè  Fia. 
A CB.  Si  l’on  nomme  l’axe  AB  , q $ le  paramétré  r ; chaque  appliquée ,6>m 
GD  , xi  chaque  coupée  A G , y ; l’équation  à l’ellipfè  fera  qxx  = qry  — 
ryy  > y y — 37  -*-f  xx  = o,  Qu’il  faut  comparer  avec  y y — 2Cy  -+- 
f e = 0.  • 

Les  féconds  termes  fuffiront  — 2ey  — — qy  ; e — jq  ; A M ,y  ~\q. 
C’eft  donc  Fabfciflè  AM  , y = \q  , qui  détermine  le  point  M , où  la  plus 
grande  appliquée  C M (c  trouve  : & ce  point  cft  le  centre.  Subftituons 
cette  valeur  de  y dans^y  — -+■  tx  x — o , il  vient  x = V \qr  = 7/  qr. 

Valeur  de  la  plus  grande  appliquée  CM,  ou  de  la  moitié  du  petit  axe , car 
comme  on  l’apprend  dans  les  Traitez  des  Sections  coniques,  le  petit  axe 
cft  V qr  , c’eft-à-dire  la  moyenne  proportionelle  entre  le  grand  axe , &:  le 
paramétré  du  grand  axe. 

Pour  le  cercle  , dont  l'équation  eft  y y — qy-hxx+  0 , on  trouvera 
auflî  y = f q , & la  fubftitution  donnera  x = -j-  q. 

Si  l’on  demandoit  la  plus  grande  coupée  de  l’ellipfc  , je  rangerais  ainfi  les 
termes  xx  * — r y — 0 > & je  comparerais  cette  équation  avec  xx  — 

■+■  \yy  , 

2 ex  -+-  e e ■=  0.  Les  féconds  termes  font  — 2 e x — 0 ,x  — 0.  Et  fubfti- 
tuant  cette  valeur  dans  l’équation  à l’ellipfe  , elle  fé  réduit  à — ry  -+-  ~yy 
— 0 s d’où  l’on  tire  1"  y = 0 , 1°  y = q.  Ainfi  x = 0 nous  apprend  1° 
qu’au  point  A , où  x — 0 , nous  avons  la  plus  petite  coupée  y — 0 j i° 
qu’au  point  B , ou  encore  x — o,  nous  avons  la  plus  grande  coupée  AB, 
y = q.  On  trouvera  la  même  pour  le  cercle. 

Vous  remarquerez  , que  lorfque  l’inconnue  , qui  réglé  les  tenues  dans 
l’équation , cft  la  coupée  y , comme  dans  le  premier  cas  : elle  détermine 
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le  point  , où  fe  trouve  la  plus  grande  ou  la  moindre  ordonnée  & que  le 

contraire  arrive  dans  le  fécond  cas.  * 

1.  Que  l’équation  de  la  courbe  AC  foit  telle  que  le  cube  de  l’abfoiflé 
quelconque  A G ,y  , avec  le  cube  de  l’appliquée  correfpondante  G D , x 
loient  égaux  au  parallclepipede  fous  A G x GD  X a ligne  donnée.  C’cft 
donc  y'  ■+■  x » = a xy  , y>  * — AXy-hX'  = o. 

Il  faut  trouver  la  plus  grande  appliquée  CM.  Comparons  l’équation  avec 
y * ~f'yy  —c2',fy  -4 -eef—  o.  Les  féconds  termes  — 2e  jy  ■+•  fyy=  o 
donnent/  —se.  Les  troifiémes  font  — axy  = +■  eey  — 2 efy  ,•  — *x 

— e e — 2 cf,  fubftituons  la  valeur  trouvée  de/,  nous  ferons  — a x — 

ee 4e  e = — je  e : x = iLî.  Les  derniers  font  x 1 —eef  = 2 e\ 

Cubons  la  première  valeur  de  x = il  viendra  x>  = -ff-  — se'  -, 
i-’ll  — 2;  dont  les  racines  cubiques  font  3/  = ÿs.e  — ±aÿ2  = y.  La 
pîus  grande  appliquée  CM  à.  nôtre  courbe  fera  celle  qui  répond  à l’abfciilé 
AM,  y = ^ 2.  Mettons  pour  y fa  valeur  & pour  y 5 fa  valeur  ~ a\ 

Dans  jf5  — »xy  -4-  x’  = 0 ; l’on  fera  x 1 — 7*  x y/ 2 ■+■  77  a 1 ==  ° » 
dont  la  refolution  , telle  qu'on  la  fera  , Liv.  3.  Part.  +.  Secfc.  1.  Art.  1 . Ex.4. 
donnera  la  longueur  de  C M , x. 

Si  l’on  vouloit  la  plus  grande  abfciflé  A g , l’on  ordonneroit  ainfi  les  ter- 
mcs.vi  — a y x ■+■  y'=  0 , fie  l’on  trouverait  x = j*  ÿ 2.  Et  pour  avoir  y, 
on  refoudra  l’équation  y*  — 7 a 1 y ÿ 2 ■+■  fj  a * = 0. 

3.  Il  faut  trouver  FC  la  moindre  ligne  droite  tirée  depuis  la  ligne  F/ 
parallèle  à l’axe  A B , jufqu’à  l’ellipfe  A CB.  Nommons  la  diftance  / A , 
FM  , fiée,  des  parallèles  a -,  les  appliquées  extérieures  fD  , FC  , z , fie  le 
refte  comme  n.  1 . Nous  avons  DG—  fG  — /D  , a — ~ = x. 

Mettons  pour  x x , le  quarré  a a — 2 a 3^-4-  z s,  dans  l’équation  à l’ellip- 
fé  y y — qy  -4-  f x x = 0 5 il  fe  fait  313  — qy  •+■  f z z — z -4-  " M = 0 , 
qui  fora  comparée  avec  33  — 2 ey  •+■  e e = 0.  Les  féconds  termes  — qy 

—  2e  y donnent  e —{q  —y.  Ainfi  la  plus  courte  appliquée  C F , eft 

celle  qui  étant  prolongée  le  termine  au  centre  M , où  l’on  a AM  , y = 
\q.  Subftituons  cette  valeur  de  ; dans  l’équation  y y — qy  -t-  \zz  — 
£M  z ■+•  — 0 , nous  trouverons  z — a — y/±qr  = FC. 

' Il  eft  aile  de  voir  que  pour  le  cercle  on  aura  AM,y— \q,  z — 


Si  à prefont  on  veut  trouver  les  plus  grandes  appliquées  extérieures/^, 
fB  à l’ellipfo  , on  ordonnera  ainfi  l’équation  zz — saz  -t-  a a — ry  -4- 
~yy—  0 . dont  le  fécond  terme  — saz  comparé  avec  le  fécond  terme  — 
2 e z de  l’équation  ~ z — 2cz  -4-  ee  ■=.  0 , donne  z-=a.  Ainfi  les  plus 
grandes  appliquées  extérieures  font  fB,fA.  Ce  qui  fo  confirme  en  met- 
tant a pour  z dans  l’équation  propofée  qui  fe  change  en  as  — san-t-  a a 

, ry  + T-yy  = 0 , y y — qy  = 0 , dont  Jcs  deux  racines  font  31  — e -,  y 

q — 0,  ou  y—  q.  Or  y eft  zéro  au  point  A , fie  q au  point  B. 
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4.  L’équation  à la  parabole  xx  * — py  =.  0 , 6c  x x — Je  j;  + 
donnent  — .2  ex  = 0 , x = 0 j fubftituez  dans  x x — fl  — 0 > il  vient 
— 0.  La  moindre  x 6c  la  moindre  y font  au  même  fommet  de  la 
parabole. 

En  ordonnant  ainfi  les  termes  pour  l’hyperbole  y y •+•  q y — |*'xx  = o , 
les  féconds  termes  font  -t - cj y = — -cy  , — y — \q  j 6c  la  fubftitution 
donne  x = V — \qr  imaginaire.  Mais  en  ordonnant  les  termes  de  cette 


façon  xx 


♦ 


= o , les  féconds  termes  font  — 2 ex  — o , x — 0 


ry  — o 

— rq)y_ 

8c  la  fubftitution  fait  ' — r y — r-yy  = o , d’où  vous  tirez  y = o , y — q. 
Ainfi  à l’un  des  fommets  vous  avez  enfomblc  les  moindres  x , y ; à l'autre 
vous  avez  *=  q le  diamètre  , x = o une  moindre. 

5.  Divifor  la  ligne  AD  au  point  F Figure  1 6 j.  de  forte  que  le  rectangle  f<c. 
des  fogmens  AF  X FD  foit  le  plus  grand  de  tous  les  rectangles  , qui  peu-  I45‘ 
vent  fo  foire  fous  deux  autres  fogmens  quelconques  de  la  ligne  A B. 

Nommons  la  ligne  AD,  a -,  le  fogment  AF,  ? ; le  fegment  FD  , a — 
y ; le  plus  grand  rectangle  x.  Par  Phypothefo  nous  avons  ay  — y y — x , 
y y — a y -h  x = o.  que  nous  comparerons  avec  y y — 2 e y -t-  ee  = 0.  Les 
féconds  termes  — ay=  — 2 ey  donnent  e = ~a  =y  —AF,  qui  eft  par 
confoquent  la  moitié  de  A D.  Mettons  cette  valeur  d cy  dans  y y — a y -+■ 
x = 0 , il  vient  x = j/*<*.  Ce  qui  prouve  que  le  point  F eft  au  milieu  de 
A D , 6c  que  le  plus  grand  rectangle  cherché  eft  le  quarré  de  la  moitié 
de  AD. 

6.  On  demande  maintenant  que  le  parallclepipcde  fous  le  quarré  du 
premier  fogment  AF  Si.  fous  l’autre  fogment  F D loit  le  plus  grand  de  tous 
les  parallélépipèdes  , qui  peuvent  fe  former  d’une  femblable  maniéré  en 
quclqu’autre  point , que  A D foit  divifée. 

La  fuppofition  donne  a y y — y * = x -,  y 1 — ayy  * -t-  x = 0 , que 
— 2 ey  y ce  y 

vous  comparerez  avec  y 1 -+■  eef—  0.  Des  troifiémes 

+ — 2 efy 

termes  -+ - c cy  — 2 e fy  — 0 il  vient/ = je.  Dans  les  derniers  x = eef 
mettez  pour/ fo  valeur,  vous  ferez  x = je  ’ = \y  *.  Subftituez  cette  valeur 
de  x à fa  place  dans  y1  — ayy  -t-  x = 0 pour  avoir  y * — ayy  •+■  j^  1 
c=  o 5 jy  * — ayy  = 0,{y=a,y  = ±a.  Ce  qui  marque  en  quel  point  il 
faut  couper  la  donnée  AD,  6c  le  parallélépipède  cherché  x eft  jy  ’ = 

7.  Il  fout  couper  la  ligne  AD  Fig.  16  j.  en  trois  parties  aux  points  B , Flo 
C , de  telle  forte  que  le  triangle  BEC  foit  de  ces  trois  parties  foit  le  plus  ksj. 
grand  qui  fo  puifle  foire  des  trois  parties  quelconques  de  la  même  ligne. 

Suppofoz  la  chofe  foite  6c  nommez  la  donnée  AD  , a ; le  fogment  A B , 
x = B E , le  fogment  BC , y 5 le  fegment  CD  — a — x — y = C-E  > s > 
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tout  le  triangle  (oit  nommé  v , 6c  du  l'ommct  E abbaiftéz  la  perpendicu- 
laire E F fur" la  bafe  B C , foit  EF=  r j le  petit  fégmcnt  B F , z ; l’autre 
fcgment  FC  = y — a. 

La  Géométrie  ordinaire  nous  apprend  que  le  triangle  BECell  égal  au 

produit  de  E F y |JB  C , donc  v = \r  y -,r  =Jj-  

r r — S E1  — BF* , xx  — zz,  = e C1  — FC *,  ««  — a** 
. 2 a y -4-  at-vJ  ■+■  2 x y -H  2 y & — a a.  Des  deux  dernières  équations  il 

n — m * +•  2 a x :ay  — :vy 

ICI tC  2 y 

Subftituez  cette  valeur  de  a dans  r r — xx  — a*  , pour  avoir  rr  = 

* 4 4.  4 4 * x ■+-  4.*'  V — — .*4*yr-«-g.<vrv  — 4 4 * » y 8m  x y y — 4.x  ryy 

X X ' 4 y y 

— 4^?.  Multipliez  cette  dernière  équation  par  » divilèz-la  par  Sax 

— 4a  * , 6c  ordonnez  ainfi  les  termes  • 

— a4 

-+-  4a' y -4-  4*'  x 

y y — 1 2 a a x y — 4naxx  — 0 qu’il  faut  comparer  avec  y y — 
-f.  S a x xy  — i6vv 
S *x  — 


‘ Ycs  léconds 'termes  font  y = — *'J  5 P™r  « 

mettez y , rangez  les  termes , vous  trouverez  Saxx  — 12 aux  ■+■  1 6tiy x 

— Saay — 4a'  ,xx  — {*x  ■+■  2yx  = ay  — Fan,  dont  les  racines  font 

x — i y — 4 * — y > x — ■ **  — 2 y% 

Subftituez  cette  valeur  de  x 1*  dans  s = a — x — y , cela  fait  s = y, 
CD  = C B. 

— a4. 

Saxyy  -+-•#* 'y  4 x 

Subftituez  la  dans  l’équation  — 1 2 aaxy — * aax  x=  t. 

— 4 a ayy->r  S*x  xy  — i6vv 

Elle  fe  réduira  à 16a y ' — 30a ay y ■+■  Sa' y — a*  — i6vv  , que  vous 
diviferez  par  16a  , 6c  il  viendra  y1  — \<*yy  -+-  {an y — 77  — pr  = 0 • 
Dans  cette  dernierc  équation  vous  fuppolcrez  encore  deux  racines  éga- 

— 2e  y y -+•  et  y 

les , afin  de  la  comparer  avec  y 1 -+-  e cf=  0. 

• -+-/>y  —2'fy  » 

Les  féconds  termes  — F ayy  = — 2 eyy  -t-  fyy  donnent  f — 2 e 

— 4 *■ 

Dans  les  troifiémes  ■+•■£•  a ay  — e e y — 2 efy  , ou  j-*a  = e e — 2 ef, 
mettez  pour  /fâ  valeur  trouvée  , 6c  vous  aurez  jaa  = — j ce  -h  e > 
y y — f ay  = — j « a , dont  une  des  racines  eft  — y -+-  7V  a — tt a 5 


» 
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Nous  avons  donc  y = -j  a = s , qui  fera  auffi  ja  -,  &c  x ==  a — 2 y — r,«- 
' C’eft  pourquoi  le  triangle  équilatéral  BEC  cft  le  plus  grand  tri  ngle l(t 
cherché.  Mettez  ces  valeurs  de  x &c  de  y dans  z = ~ a*  lt,x+  *av~  ° « 
vous  trouverez  z = = B F.  Ainfi  le  point  F eft  au  milieu  de  BC  & dé 

4 D.  Vous  aurez  la  valeur  de  la  perpendiculaire  E F , r 5 fi  vous  mettez  les 
valeurs  de  a-  & de  z dans  rr  = xx  — zz=.  ~aa  j donc  r •— 

De  même  vous  trouverez  la  valeur  du  triangle  B EC  =v  , fi  vous  mettez 
les  valeurs  de  r & de  y dans  v = { ry  , & cette  valeur  fera  ~ a a /J.. 

On  a extrait  la  racine  — y -4-  77*  =■£•  a de  l’équation  yy  — — 

7 a a ; & l’on  ne  s’eft  pas  férvi  de  l’autre  racine  y — — ~ y - -r 

pareeque  cela  ne  donnerait  pas  la  dmfion  de  AD  en  trois  parties  comme 
on  le  demande , mais  férviroit  plutôt  à trouver  le  plus  petit  triangle.  Ce 
qui  fé  prouve  ainfi. 

Mettons  pour^  dans  z = ~Ma  + *=.*.** } fi  viendra  z = x. 

Et  l’équation  r = Vxx  — zz  fé  change  en  r = V xx xx=zz  l. 

C’eft- à-dire  que  la  perpendiculaire  EF=r  eft  nulle,  ou  infiniment  petite. 

Il  fuit  auffi  que  v = ~ry  devient  v = 0 , & que  le  triangle  cherché  v 
cft  nul  ou  infiniment  petit. 

Subftituons  enfin  zéro  pour  x , ±a  pour  y dans  s = a x y , cc 

fera  s — ~a  = y.  De  forte  que  le  triangle  le  plus  petit  aura  y = ~ a pour 
un  côté  ,sz=z\n  pour  le  fécond  côté,  x nul  ou  infiniment  petit  pour  le  troi- 
fiéme  , ou  bien  le  plus  petit  triangle  cherché  n’eft  pas  poffible. 

8.  Vous  pouvez  appliquer  aux  nombres  ce  qui  vient  de  fe  faire  pour  les 
lignes. 

Qu’il  faille  divifèr  un  nombre  16  — a.  en  deux  parties  , de  telle  forte 

que  le  produit  x de  ces  deux  parties , dont  l’une  foit  nommée  y , l’autre  a 

y , foit  le  plus  grand  produit , qui  puiflé  fe  faire  de  la  multiplication  de 
deux  autres  parties  quelconques  de  cc  même  nombre.  Vous  ferez  cc  que 
vous  avez  fait  n.  j.  & vous  trouverez^  — S , &cc. 

9-  On  demande  entre  tous  les  parallelcpipedes  égaux  à un  cube  donné 

, & qui  ont  pour  un  de  leurs  cotez  la  droite  donnée  b ; celui , qui  a la 
moindre  furfâcc  y.  Nommons  le  fécond  côté  x , le  troifiéme  z. 

Par  la  fuppofition  le  parallclcpipede  fvieft  égal  au  cube  a * 5 donc  * 

= *-•  De  plus  tout  parallclcpipede  eft  compofé  de  fix  plans , dont  les  deux 
oppofez  font  toujours  égaux.  Cherchons  à en  exprimer  trois  , qui  foient 
oppoféz  à trois  autres  égaux  } l’un  de  ces  trois  cft  le  produit  bx  du  côté  b 
par  le  côté  x -,  le  fécond  eft  le  produit  Ç du  côté  b par  le  côté  z — — 
troifiéme  eft  le  produit  ~ du  côté  a par  le  côté  z = îi  Ces  trois  plans 
doublez  feront  les  fix  qui  font  égaux  à la  furface  cherchée  ; & l’équation 
£ft  2b  X ■+■  ■+•  îy-=y  , OU  sbbxx  + .’*'i+:«V=:  bxy^xx*. 

Tt 
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— Li  -j-  *1  = o . que  je  compare  avec  x x — 2 ex  -y-  e e = 0. 

Les  derniers  termes  ~ — ee  , donnent  c — x — V ^ , les  féconds 

» } 9 bb 

— Lï  = — 2 ex  font  ^ -+-  .2  e > & mettant  pour  e fà  valeur , ^ — 

^ -h  2 /t-'  ; y = ~ 4 1>  V%r'  Mais  l’on  a * = fl , donc  * = -Al , 

*4  4 J b b b*  tv2j 

, b 

Stc=Vy.  Ainfi  z — x , St  bxz  ■=.  a'. 


1 o.  Il  faut  obfcrvcr  , que  dans  les  cinq  derniers  Exemples  & leurs  fem- 
blables , on  trouve  la  même  folution  foit  qu’on  cherche  un  plus  grand , 
foit  qu’on  cherche  un  moindre.  Ainfi  pour  diftinguer  lequel  c’eft  des  deux 
qu’on  a trouvé  , on  doit  regarder  l’équation  qu’on  a refoluc , comme  expri- 
mant la  nature  d’une  courbe  que  l’on  décrira.  Si  dans  cette  conftruétion 
l’appliquée  x , à qui  la  valeur  trouvée  de  x convient , tombe  fur  la  conca- 
vité de  la  courbe  , on  a trouvé  un  plus  grand  ; fi  elle  tombe  fur  la  conve- 
xité-, on  a trouvé  un  moindre.  Quelques  Exemples  éclairciront  cette 
Règle. 

i°.  Il  faut  déterminer  fi  n.  y.  on  a trouvé  un  plus  grand  , ou  un  plus 
petit  rectangle  x.  L’équation  eft  a y — y y = .v , & pareequ’on  a trouvé  .v 
= ±aa  , c’eft  un  quarré  , & l’équation  peut  fc  changer  en  a y — jy  — xx 
qui  eft  un  lieu  au  cercle  , que  je  peux  conftruire  ainfi. 

Fig.  163.  foit  AB , a i dont  M eft  le  milieu  : du  centre  M,  de  l’intervale 
MA  je  décris  le  demi-cercle  AH  B j fc  s abfjiflès  A G , A M , A g font  y ; 
les  appliquées  GD , MH , gd  , x-  Ce  cercle  eft  le  lieu  de  l'équation  2 y — 
y y = x x ; car  à tous  les  points  D l’on  a DG  , x s AG  , y j G B = AB 
— AG  -,  a — y 5 St  par  la  nature  du  cercle  AG  Y.  G B — (Tb 1 , *y  — 


JJ  — xx. 

Enfiite  je  cherche  l’appliquée , à qui  la  valeur  de  xx  = a , x — 
trouvée  n.  5.  convient  j St  je  trouve  que  c’eft  M H appliquée  au  centre  M, 
dont  le  quarré  MH*  eft  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  rectangle  cherché. 
Mais  pareeque  MH  eft  appliquée  à la  concavité  du  cercle  A HB,  je  déter- 
mine que  c’eft  un  plus  grand  reétangle  , comme  M H eft  la  plus  grande 
appliquée. 

1*.  11  faut  fixer  , fi  n.  9.  on  a trouvé  une  plus  grande  , ou  une  moindre 
furface.  L’équation  eft  xx  -t-  ~y  — -f-  y — 0.  Dont  vous  ferez  éva- 


S i S • 


zbb 


noiiir  les  féconds  termes , pour  la  conftruire.  Soit  donc  x ■+■  ~ — -t  — 
^ = x.  Subftituez  cette  valeur  de  x A fâ  place , St  le  quarré 

a ; y 

rûbb , 

vous  produirez  y y — iSbbjf  — 4-  i<Sn'  b. 


de  cette  valeur  à la  place  de  x .v  j la  première  réduite  fera  , Jf  — ~ ■+ 
“77 h + T=  M ^3,  - ÿ =JT-  fp -v-  ÿ.  Multipliez  par  r< 
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Faites  encore  y — = v , v -t-  = y 5 Se  par  la  fubftitution  vous 

aurez  la  féconde  réduite  vv  — i6a'b  = i ûbbjf , lieu  à l’hyperbole  par  lès 
diamètres , que  vous  conftruircz  ainfi. 

Sur  l'infinie  A F , Fig.  164.  mettez  au  point/*  le  commencement  desj';  re- 
coupez AC  = ~ , &c  les  AB  étant  ^ , le sC B = AB  — AC  feront  ^ — 1<Î4’ 

— v.  Et  l’origine  des  v fera  au  point  C centre  de  l’hyperbole.  Enfuite 
prenez  CK  = CLc=4aVab,  L K eft  le  diamètre  déterminé  , & K le 
Commet  de  l’hyperbole  , dont  le  diamètre  LK  eft  SaVab  , le  paramètre 

V/t  b , les  appliquées  perpendiculaires  fur  A B : ainfi  l’on  peut  décrire 
l’hyperbole  KH. 

Maintenant  faites  AF  = 4b  , au  point  F élevez  la  perpendiculaire  EF 
=:  / ; & par  les  points  E , A tirez  l’infinie  EAD  , à caule  des  triangles 
AFE  , A BD  équianglcs , AF , 4 b : FE  , / : : A B , y : BD  , Cou- 
pez encore  DG  = , menez  G g parallèle  à DE , &c  nommez  GH , x. 

Vous  aurez  B H = DG  -+-  G H — DB  = — j*t-x  — 7b  = s‘  Je  dis  que 
l’hyperbole  K H eft  le  lieu  de  l’équation  propofee. 

Car  LB  c fi:  CB  -t-  CL  , v -t-  4a  Va  b ; K B eft  CB  — CK  , v — 

4a  V a b.  Or  par  la  nature  de  l’hyperbole  , comme  le  diamètre  S a Va  b eft 
au  paramétré  -—Va  b „•  de  même  le  rectangle  LF  X B K,  w — 16  a}  b eft 

au  quarré  Th1  .Jf  • donc  SaJfVab  = u v V ab  — ~~  V ab  , multipliez 

par  2 bb , divifez  par  aV*b  , vous  ferez  i6bbjf—vv  — / (a' b.  Subftituez 
par  Jf  &c  vv  leurs  valeurs  , &;  vous  referez  l’équation  propofee  x x •+■ 

~Fi  i~î  "+"  Ï °' 

Après  cela  par  le  pointé  menez  l’infinie  A a parallèle  aux  appliquées 
intérieures  H Ê de  l’hvpcrbolc  H K , & concevez  une  infinité  d’appliquées 
extérieures  AK  , a N tirées  depuis  la  droite  A a jufqu’à  la  convexité  de 
l’hyperbole  ; & que  toutes  ces  appliquées  foient  parallèles  à la  ligne  AK, 
elles  reprefènteront  toutes  lcs^,  qui  peuvent  fè  prendre  fur  AB  , 6c  a N par 
exemple  répondra  à AB  , de  forte  que  ce  que  nous  avons  démontré  de 
A F convient  à a N qui  lui  eft  égale.  De  plus  AK,  y eft  ici  AC 
CK  , = ■+■  4*  Vab  , y = 2A  ■+•  4bVj  comme  on  l’atrouvé  n.y. 

Donc  l’appliquée  extérieure  A K a les  conditions  ncccflàires  pour  repre- 
fenter  la  fuperficic  cherchée  y de  n.  9.  &.  parccquc  /(K  eft  terminée  à la 
convexité  de  l’hyperbole  KH,  elle  eft  une  moindre  quantité , ou  la  moin- 
dre fuperficic. 

3®  On  veut  favoir  fi  n.  7.  on  a trouve  un  plus  grand  , ou  un  moin- 
dre triangle  v ■=.  ±aaVi r*  Parcequc  x — y , je  mets  .v  pour  y dans 

Tt  ij 
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l'équation 


Uxyy 
— 4**yy 


-+-  4 y — » 4 

Sc  elle  lé  réduit  à 

— 1 2 aaxy  -4-  4 *'  x 

H-  Sa.  x xy  — 4**xx 
— itfvv 


jfvv si  i6*xl  — 20  *x  xx  ■+■  <?■*’  x — *+  5 t 'v  = a x’  — -a*  x x ■+■  — 

*'*  — -h**- 

Et  fuivant  la  Méthode  de  Liv.  1.  Part.  1.  Secl.  4.  Art.  3.  §.  3.  je  décris 
une  courbe  , dont  les  x font  les  ablcillès , & les  v les  appliquées  : &:  je 
trouve  que  l’appliquée  v =.  ~ qui  répond  à x = j a , tombe  fur  la 

concavité  de  la  courbe.  D’où  je  conclus , que  le  triangle  cherché  cft  un. 

ira  auflï  par  cette  courbe  , que  v cft  zéro  , lorlque  .v  cft  ÿ 
car  alors  les  deux  branches  de  la  courbe  coupent  l’axe  , en  un  même  point, 
où  clics  font  ce  qu’on  appelle  un  nœud  : d’où  l’on  conclut  que  x étant 
le  triangle  cherché  cft  nul , ou  infiniment  petit. 

Article  VI. 

De  la  conjlruclion  des  tangentes - 


plus  grand 
On  décc 


M.  Descartes. 

t»>li>  T E n’ajoûte  point  les  conftru&ions , par  lefqiielles  on  peut  décrire 
laflruc  J les  contingentes  ou  les  perpendiculaires  cherchées , enfuite  du 
calcul  que  je  viens  d’expliquer,  à caufe  qu’il  ell  toujours  aifé  de  les 
utmt  >n  trouver  : bien  que  fou  vent  on  ait  befoin  d’un  peu  d’adreflè  pour  les 

U Cm - „ r 1 1 1 

tbcïdt.  rendre  courtes  &c  (impies. 

Comme  par  exemple  CiDC , Fig.  1 5 5.  eft  la  première  conchoï- 
de  des  Anciens , dont  A foit  le  pôle , & CH  la  Réglé  : en  forte  que 
toutes  les  lignes  droites  qui  regardent  vers  A , & font  comprifes 
entre  la  courbe  CD,  & la  droite  SH,  comme  DB,  CEy  foient 
égales  : & qu’on  veuille  trouver  la  ligne  C G qui  la  coupe  au  point 
C à angles  droits.  On  pourroit  en  cherchant  dans  la  ligne  B H , le 
point  par  où  cette  ligne  CG  doit  palier  félon  la  Méthode  ici  expli- 
quée, s’engager  dans  un  calcul  autant  ou  plus  long  qu’aucun  des 
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precedens.  Et  toutesfois  la  conftruétion  , qui  devroic  après  en  être 
déduite , eft  fort  fimple.  Car  il  ne  faut  que  prendre  C F en  la  ligne 
droite  CA,  & la  faire  égale  à CH  , qui  eft  perpendiculaire  fur 
H B : puis  du  point  F tirer  FG , parallèle  à B A,  & égale  à EA. 
Au  moyen  dequoi  on  a le  point  G , par  lequel  doit  palier  C G la 
ligne  cherchée. 


La  conftruclion  cfcs  tangentes , le  point  c étant  donné  , dépend  de  la 
valeur  trouvée  de  AP  , Fig.  t j i.  comme  on  a vu  Art.  3.  où  le  point  P 
étant  donné  fur  l’axe  , Fig.  1 56.  ou  ailleurs  , Fig.  1 37.  cette  conftruclion 
dépend  de  la  valeur  connue  de  P G , Fig.  1 jtf.  & de  A G , Fig.  1 37. 

On  a déterminé  par  le  calcul  Art.  3.  n.  4.  le  point  P , Fig.  155.  d’où 
l'on  doit  tirer  P C fur  le  point  donné  C de  la  conchoïde  à angles  droits;  de 
forte  que  la  perpendiculaire  , que  l’on  meneroit  fur  PC  par  le  point  C, 
fèroit  tangente  de  la  Conchoïde  au  point  C.  Et  l’on  a trouvé  B P = v = 
k + + étant  BD,*  = CEi  B A , b ; M B , y — CH. 

Il  refte  à faire  voir  ici , que  fi , comme  M.  Descartes  l’aflurc  , on 
coupe  fur  CA  le  fêgmcnt  CF  égal  à CH , y ; & que  du  point  F on  tire 
F G parallèle  à B A &c  égale  à EA  > la  droite  CGP  menée  par  les  points  c , 
G,  coupe  à angles  droits  la  conchoïde  DC  , c’eft-à-dire  > que  la  droite 
CGP  coupe  l’àxe  AB  au  point  P,  de  forte  que  B P fait  v ■=.  b -+- 
y,—.  Par  le  point  E menez  E I parallèle  à A B , tk.  par  le  point  I , I K 
parallèle  À E A. 

A caufê  des  parallèles  A B , CH , les  triangles  E B A , EHC  font 
équiangles  ; &:  donnent  cette  analogie  CH , y .-  C E , a : : A B , b > E A , 
Y = IK  = F G fupp.  les  lignes  F G , El , qui  font  parallèles  à AB  , 
font  parallèles  entr’elles;  les  triangles  CFG,  CEI  font  équiangles  , & l’on 
a cette  proportion  CF,  y : F G , : : CE , a : El , = AK. 

Les  triangles  CFG  , IKP  équiangles  à caufê  des  parallèles  EA,  IK , 
fourniflcnt  cette  proportion  , CF,  y:  F G f-K.  y •'  K P , — h. 

Ainfi  la  ligne  BP  =■  B A -+-  AK  + KP  eft  b •+■  •-£  + = v. 

Article  VII. 

Autres  maniérés  de  tirer  les  Tangentes  des  Courbes. 


§.  I. 

CEtte  Méthode  obfêrve  , que  la  ligne  PF , Fig.  1 5 5.  qui  coupe  uneFi*. 
courbe  en  deux  endroits  diffère  ns  E , F,  détermine  deux  appliquées  iné- 
gales  EP  ,F H , & deux  coupées  aufîi  inégales  AP  , AH  -,  que  la  même 

T t iij 
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PF,  à mefurc  qu’on  l’approchera  de  C déterminera  toujours  deux  autre* 
appliquées  & deux  autres  coupées  inégales  ; mais  de  telle  forte  que  les 
points  E , F -,  D , H s’approcheront  toujours  plus  des  points  C , G j les 
appliquées  ED  , F H , de  l’appliquée  G C,  St  que  HD  différence  des  cou- 
pées deviendra  toujours  moindre  : qu’enfin  lorfquc  la  même  P F fera  la 
tangente  P C , les  points  E , F tomberont  en  C , les  points  D , H en  G , les 
appliquées  E D , H F fe  confondront  avec  CG  , & la  différence  DH  des 
lignes  PD  , P H fera  nulle  ou  égale  à zéro.  C’eft  pourquoi  dans  la  derniè- 
re équation  , lorfquc  toutes  les  divifions  Sc  les  autres  operations  auront  été 
faites , on  rejettera  encore  les  termes  , où  la  valeur  de  DH  fe  trouvera, 
comme  nuis , parccqu’ils  font  multipliez  par  zéro. 

Maintenant  nommons  PD  , s -,  DH,v  s AD  , x -,  DE,jiPH=PD 
-+-DH,s-hViAH=AD-*-DH,x  + v.  Et  dans  les  triangles  P DE, 
PHF , 19.  1.  Eucl.  équianglcs  à caulés  des  parallèles  ED  , F H , nous 
avons  PD,  r:  DE , y : ; P H , s v : HF,  ‘ y T y I. 

1.  Suppofons  que  la  courbe  ACF  eft  une  parabole  ordinaire  , dont  le 
paramétré  eft  p.  Par  la  nature  de  cette  courbe  on  a au  point  E , p = tï. . 

tv  au  point  t,p  — Jx+jTv = 4 > / = sjx-hvx-,  rejettons 

le  terme,  oiiv  lé  trouve  , afin  de  faire  jf  — 2 fx,  f — 2 x.  Or  lorlque  PF 
devient  la  tangente  PC,  la  droite  PD  devient  P G,  donc  P G Ce 

qiu  détermine  le  point  G , lorfquc  le  point  P eft  donné  -,  & l’appliquée 
GC  détermine  le  point  C , & P C eft  la  tangente , en  remarquant  qu’à  pre- 
lént  AG  eft.  x.  Mais  fi  c’étoit  le  point  C qui  fut  donné  , nous  couperions 
P A = A G qui  eft  maintenant  x , & P G feroit  2 x — f 

i.  Que  la  courbe  AC  foit  une  hyperbole  , dont  le  diamètre  déterminé 
eft  * , le  paramétré  p.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  vous  avez  au  point 
E ,ajy  z=  *px  +■  pxx  j ^ ~ . Au  point  F , vous  avez  auffi 

' f • — *px  -‘rpxx  ■+■  2p v x apv  -y-pw  d’où  lé  forme 

xfx-t-  fxx  + iJTvx-t-afv-i-jrw  a x -i- x x , r r 

• dou  le  formera  encore 


4 _ 

P 

f= 


ffy y tj-vyy  + vvyy  > r 

„ > qu»  maintenant  P G , pareeque  AG,  eft  x.  C’eft  pour- 

quoi  fi  le  point  C eft  donné  , AG  , x léra  connue , & l'on  déterminera 
aifément  PG.  Que  fi  c’étoit  le  point  P , qui  fût  donné  , vous  connoîtricz 
P A , que  vous  nommeriez  b , fie  vous  auriez  AG  = PG  — AP  , x 

^ > -v  = t — zi  = -d G.  Ce  qui  fait  connoître  le  point  G,  & 
enfuite  le  point  C,  en  appliquant  CG  au  point  G. 

3.  La  courbe  A C eft  une  première  parabole  cubique  , au  point  E on 
aura  donc  a a ■=.  ^ & au  point  F , a a — ‘y’  1 •+■  ifwy'  +’v'rl  _ 

— d’où  vous  formerez  f = jx,  qui  eft  a prelént  P G. 

On  peut  dans  la  fuite  du  calcul , pour  en  diminuer  la  difficulté , rejetter 
les  termes  où  vv  , v'  , &c.  lé  trouvent  > parccqu’il  eft  fur  , qu’il  refteroit 
toujours  un  v dans  ces  ternies  après  toutes  les  divifions. 
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4,  Cette  Méthode  fert  à trouver  les  maxima  8c  minima.  Apres  avoir  fup- 
pofe  ce  qu’on  a expliqué  Art.  y.  au  commencement  de  §.  z.  Fig.  163.  Se  r,°* 
après  avoir  remarqué  que  la  différence  G g des  abfciffcs  A G , A g eft  nul- 
le  , lorfquc  les  deux  appliquées  égales  DG  , dg  Ce  confondent  avec  C Aï: 
je  nomme  A G , * -,  G g , v j A g , * -+-  v ; la  donnée  AB , a j GB  = a. 

— x s g B = a — x — v i D G , y = dg. 

Si  la  courbe  AC  B eft  un  cercle , j’ai  au  point  D ,yy  — a x — x x : 8c 
au  pointé  ,yy  — ax  — x.v  — 2 vx  -+-  av  — vv  = *x  — xx  ,x  = 7*. 
C’eft  AM  qui  eft  maintenant  x , ainfi  A M eft  le  rayon  , 8c  l’appliquée 
A1C  tirée  par  le  centre  Al  eft  la  plus  grande  appliquée. 

Si  la  courbe  AC  B eft  une  elliplë , par  là  nature  vous  avez  au  point  D , 

*- yyz=.  ax — xx  j vous  aurez  au  point  d , - yy-=.  ax  — ,v.v — 2 vx  -+• 
av  — w — a x — -v.v , Sc  le  refte  comme  dans  le  cercle. 

§.  II. 

Une  autre  Méthode  multiplie  de  la  manière  , que  les  Exemples  expli- 
queront , une  équation  , qui  a deux  racines  égales , par  une  progreiîion 
arithmétique  quelconque  ; celle  qui  en  a trois  égales , par  deux  progrès 
fions  arithmétiques  quelconques , Sec.  Sc  la  nouvelle  équation  qui  en  reful- 
te  , contient  une  des  deux  , ou  des  trois  racines  égales  ; 8c  cette  racine  le 
trouve  en  égalant  entr’eux  les  termes  de  la  nouvelle  équation.  Parmi  les 
differentes  progrclfions  arithmétiques  , on  en  choifît  une , où  zéro  fc  trou- 
ve , afin  qu’il  y ait  plus  de  facilité  à reloudre  la  nouvelle  équation,  laquelle 
aura  un  terme  de  moins  que  la  propoféc  , 8c  lorfqu’il  y a quelque  lettre 
dans  l’équation  propofée  qui  embarraflc  dans  le  deilein  qu’on  a , de  décou- 
vrir la  valeur  de  certaine  autre  lettre  , on  prend  une  progreflîon  dans 
laquelle  zéro  foit  placé  lôus  le  terme,  qui  contient  la  lettre , qui  embarraflè. 
Après  avoir  appliqué  une  ou  deux  progreffions  en  même  tems  , pour  con- 
noître  une  quantité  de  l’équation  propofée  ; on  peut  encore  en  appliquer 
une  ou  deux  autres  différentes  des  premières  , fous  la  même  propofée  j 
pour  découvrir  la  valeur  d’une  autre  quantité  j 6c  ainfi  de  fuite.  Les  Exem- 
ples éclairciront  cette  Méthode.  La  progreflîon  arithmétique  dont  zéro  eft 
un  terme , va  en  croillânt  8c  en  décroillint  de  cette  manière  -t-  -y  -f-  j 
2 ->r  1 . 0 . — 1 — 2 — } — 4 . de  forte  que  les  grandeurs  pofitives  prece- 
dent zéro  , 8c  vont  en  diminuant  > les  négatives  fidvent  zéro  8c  vont  en 
augmentant . ou  au  contraire. 

1.  Soit  propoféc  l’équation  à l’ellipfé  f-  xx  q-xx  — qy  ■+■  yy=  0 
— 1)  ■+•  y y — 0 > d001  ? cff  diamètre  r le  0 — / — 2 . 

paramétré  , y la  coupée , x l'ordonnée.  • * ■+■  qy  — 2yy=.o 

On  cherche  fà  plus  grande  ordonnée , 8c  par  confequent  l’équation  pro- 
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Fm.  pofée  a deux  racines  égales.  Si  je  veux  connaître  la  valeur  de  *• , j’applique 
*5<’  la  progreflion  arithmétique  o — i — 2 , afin  que  zéro  loit  fous  jf.vjc  ; je 
multiplie  la  propoféc  par  la  progreflion  , chaque  terme  par  chaque  terme 
feulement  qui  lui  répond  : le  produit  eft  qy  — 2yy  = 0 ,y=.-\q.  Comme 
Art.  j.  §•  »•  n.  1. 

Multipliez  la  même  équation  par  une  autre  £xx  — qy  •+■  y y = « 

progreflion  -+-  / 0 — 1 3 le  produit  eft  *-x  x -+-  1 0 — 1. 

— y y — 0 ; y y = fxx.  Subftituez  cette  va-  -hf-xx*  — y y = 0. 

leur  de  L x x à fa  place  dans  la  propoféc  , vous  aurez  y y — qy-\-yy  = o j 
2 yy  — qy  j y = -j q.  Comme  auparavant. 

Multipliez  la  même  propoféc  par  la  pro-  %-xx  — qy  yy  — o 

greflîon  -+-  3 4-  2 -+•  r.  le  produit  eft  3 -H  2 •+■  1 

i$xx  — -jy  -h  y y — 0 > divifèz  par  3 , x x — aqy  -+-  yy=  0. 

vous  aurez  x — ±qy  ■+■  jyy  = 0 jlvx  = i qy  — y y y.  Mettez  cette 
valeur  de  * xx  à fâ  place  dans  la  propofee  5 il  vient  f qy  — \y  y — q y -+• 
yy=o,  —±qy  + ±yy=o  ; \y  = ± q , y =±  q. 

Il  eft  certain  , que  quelques  progreflions  arithmétiques  demandent  un 
plus  grand  calcul  que  d’autres. 

xx  — ry-h  r-yy  = , 

Quand  même  les  lettres  de  l’équation  propofée  0 — 1 — 2 
feroient  autrement  difpofécs,  l’operation  réufllroit  : ■+■  ry  — ~yy  — "■ 

au  lieu  de  \xx  — qy  -t-yy  — 0 , proposez  xx  — r y •+■  r-yy  = e , qui  eft 
la  même  que  la  precedente , après  qu’elle  a été  multipliée  par  r , & divifée 
par  q.  Multipliez  cette  nouvelle  équation  par  la  progreflion  0 — 1 — 2 , 
le  produit  eft  4-  ry  — y y 5=  0 ; y — jq. 

x.  Soit  propofée  l’équation  de  yi  — 2 ayy  — aay  + ;*'  = ». 

•Art.  j.  §.  1.  n.  4 .y'  — aayy  — — ^-y  y—  asy 

ff-yy  — aay  — asy  4-  2 a’  = 0.  4 - r o — — 2 

3 y1  4 * 4a'  = o 

Parcequ’il  s’agit  de  trouver  un  point  d’inflexion  , il  y a trois  racines  égales, 
& vous  en  multiplierez  chaque  terme  , par  le  terme  de  deux  progreflions 
arithmétiques  qui  font  fous  lui , par  exemple  ici  y 1 fera  multiplie  par  4-  r 
de  la  première  progreflion  , &.  par  -4-  2 de  la  féconde  , après  que  r Si  2 
fe font  multipliez.  Le  produit  eft  2 y ’ 4-  ja*  — 0 ; y'  4-  2 a1  = 0 ; — 
y ‘ = 2*’  ÿ — y = ÿ 2 a\  Comme  dans  l’endroit  cite.  3 
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I'  X * — ^ + 44J  = 9. 

3 . Soit  propofée  l’équation  de  Art,  2 1 0 — t 

§.  i.n.  2.  y'  * — —r—  -t-  a as  = -+-  / 0 — / — ,2 

. parcequ’il  faut  trouver  un  point  ■+•  2 y'  * * -t - 2a  a s = 0 


Fis. 
Ij  «. 


d'inflexion  , je  me  fers  de  deux  progreflîons  arithmétiques  , dont  je  mets 
un  des  termes  fous  le  focond  terme  de  la  propofée  , quoiqu’il  foit  nul  , & 
parccque  c’eft  s que  je  veux  d’abord  connoître  , je  mets  zéro  fous  le  terme, 
où  r fc  trouve  , le  produit  2 y'  ■+■  2 a as  = 0 , s=  =rd» 


y * — -,a  + «J=  e, 

Enfuite  pour  connoître  r je  me  fors  de  o — r — 2 — 3 

deux  autres  progreflîons  arithmétiques  de  / 0 — / — 2 

la  maniéré  , que  vous  voyez.  * * — -t-  6aas  = o\ 


Le  produit  eff:  ~ ^ -+•  6aas  ■=.  0 , -t-  2 a.  a y = 6a  a r j r = -t». 

Apres  cela  on  fubflituc  la  valeur  de  r & r dans  7 » * ~ ** ,y  -t-  a as  — 0 , & 
l’on  fait  y'  -*r  sy'  — y ' — 0 > jy*  — 0 -,  y = j , comme  dans  l’endroit 
cité. 


PARTIE  QUATRIEME. 

De  quelques  Figures  de  verres  , qui  fervent  à la  reflexion  & à la 
refra£îion  de  la  lumière. 

M.  Descartes  explique  en  premier  lieu  la  nature  & les  effets 
de  quatre  genres  d’ovales , qu’il  a inventées  ; en  focond  lieu  il  vient 
à la  figure  qu’il  faut  donner  aux  verres , qui  réiinilfont  à un  point  donné 
les  rayons , qui  viennent  d’un  autre  point  donné. 

Les  chofos  qu’il  nous  faut  expliquer , font  celles-ci.  1*  La  reflexion  & 
la  refraction  de  la  lumière  en  peu  de  mots.  20  La  defoription  des  quatre  for- 
tes d’ovales.  3’  Leurs  proprietez  par  rapport  à la  reflexion  & à la  refrac- 
tion de  la  lumière  , & la  démonftration  de  ces  proprietez.  4°  Quelles  pro- 

{M'ietcz  le  cercle  , la  parabole  , l’ellipfo , & l’hyperbole  ont  par  rapport  à 
a reflexion  Sc  à la  réfraction  de  la  lumière,  j*  La  Figure  qu’il  faut  donner 
aux  verres , afin  qu’ils  réunifient  à un  point  donné  les  rayons , qui  vien- 
nent d’un  autre  point  donné.  Ce  fora  la  maticre  de  cinq  Sections. 
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SECTION  I. 

De  la  réflexion  de  la  refrac? ion  de  la  lumière. 

LOïkjuc  le  rayon  de  lumière  A C tombe  obliquement  fur  un  corps  opa- 
que &.  poli  DCE  , Fig.  166.  6e  GC  H,  Fig.  167.  168.  il  ne  continue 
pas  (on  chemin  par  la  ligne  C K -,  mais  il  revient , 6c  le  réfléchit  par  la  ligne 
CB.  Menez  par  le  point  C,  Fig.  167.  168.  la  tangente  DCE.  Au  point  C 
dans  les  trois  Figures  élevez  CF  perpendiculaire  à DCE.  Dans  toutes, 
AC  eft  le  rayon  d’incidence  , CB  le  rayon  de  reflexion  ou  le  rayon  réflé- 
chi , C le  point  d’incidence  £k  de  reflexion  , ACD  l’angle  d’incidence, 
BCE  l'angle  de  reflexion  , ACF  l’angle d’inclinailon  qui  eft  compris  par 
le  rayon  d'incidence  AC  Se  par  la  perpendiculaire  CF,  FC  B l’angle  réflé- 
chi compris  par  le  rayon  réfléchi  C B tk.  par  la  perpendiculaire  C F.  On 
démontre  dans  la  Catoptriquc  , que  toûjours  l’angle  d’incidence  ACD  eft 
égal  à l’a  igle  de  reflexion  BCE:  de  forte  que  li  le  rayon  d incidence  FC 
eft  perpendiculaire  fur  les  plans  rcflechiilàns  DCE  des  trois  Figures  , il  s’en 
retourne  par  le  même  chemin  C F , qui  fera  encore  le  rayon  de  reflexion  j 
8c  alors  les  angles  FCD  , FC  E , qui  peuvent  êcre  également  appeliez  an- 
gles d’incidence  ou  de  reflexion  , étant  droits  , font  égaux  , & il  n’y  a point 
d’angle  d'inclinaifon.  Au  refte  on  mefure  les  angles  d’incidence , de  réfle- 
xion , d’inclinaifon  fur  les  lignes  6e  fur  les  furfaccs  courbes,  GCH,  Fig. 
1 67. 168.  comme  fi  le  rayon  d’incidence  tomboit  fur  la  ligne  droite  ou  fur 
le  plan  DCE  , Fig.  167.  168.  qui  touche  la  courbe  au  point  d’incidence 
C.  Voyez  Part.  3.  Sect.  2.  au  commencement. 

Lorfque  un  rayon  de  lumière  AC  tombe  obliquement  fur  un  corps  tranf 
parent  8e  poli  DCE , Fig.  1 69.  6c  G C H , Fig.  1 70.  1 7 1 . qui  lui  donne  un 
paflage  plus  ou  moins  libre  , que  le  corps  tranfparcnt  DAF  d’où  il  vient  ; 
alors  i!  ne  continue  pas  (on  chemin  par  la  ligne  C K ; mais  il  (e  rompt , 6c 
traverfo  le  corps  DC I , en  fuivant  la  ligne  CB,  ou  la  ligne  C I , &c  c’cft 
ce  qu’on  appelle  rcfràétion.  Par  le  point  C,  Fig.  170.  171.  menez  la  tan- 
gente DCE  , ( car  on  mefure  aufli  la  refraétion  faite  fur  une  lu r face  cour- 
be , comme  fi  elle  fo  fa  doit  fur  la  ligne  ou  la  furfacc  plane  , qui  touche  la 
courbe.  ) Et  au  point  C des  trois  Figures  élevez  FC  L perpendiculaire  à la 
droite  DCE.  AC  eft  le  rayon  d’incidence  , C K le  rayon  d’incidence  pro- 
longé , c le  point  d’incidence  ou  de  réfraction  , CB  ou  CI  le  rayon  rom- 
pu , FC  la  perpendiculaire  d’incidence  , CL  , qui  eft  FC  prolongée  , la 
perpendiculaire  de  réfraction  ; AC  F eft  l’angle  d’inclinaifon  , qu’on  appel- 
le aufli  quelquefois  angle  d’incidence , ACD  l’angle  d’incidence  , KCB 
ouKCJ  compris  par  le  rayon  d’incidence  prolongé  CK  6c  par  le  rayon 
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rompu  CB  ou  C I cft  l'angle  de  réfraction  , l’angle  B CL  ou  ICL  compris 
par  la  perpendiculaire  de  refraction  CL  6c  par  le  rayon  rompu  C It 
ou  C I elt  l’angle  rompu  , que  l’on  nomme  aulfi  quelquefois  l'angle  de 
refraction. 

Lorlque  le  rayon^C  trouve  un  palîàge  plus  aile  dans  le  corps  où  il 
entre , qu’il  ne  l'avoit  dans  le  corps  d’où  il  Ibrt  5 la  refraction  fc  fait  en 
s’approchant  de  la  perpendiculaire  C L , par  la  ligne  CB  par  exemple  , qui 
cft  plus  près  de  la  perpendiculaire  de  refraction  C L , que  n’eft  le  rayon 
d’incidence  prolongé  C K.  Mais  lorlque  le  rayon  A C pallè  moins  libre- 
ment dans  le  corps  où  il  entre  , qu’il  n’avoit  fait  dans  celui  d’où  il  fort  ; la 
réfraction  fo  fait  en  s’éloignant  de  la  perpendiculaire  CL  , par  exemple 
dans  la  ligne  CI , qui  en  elt  plus  éloignée  , que  le  rayon  d’incidence 
prolongé  C K. 

Le  rayon  qui  pallè  de  l’air  dans  l’eau  ou  dans  le  verre , lé  rompt  en  s’ap- 
prochant de  la  perpendiculaire  ; au  contraire  le  rayon  qui  fort  de  l’eau  ou 
du  verre  pour  entrer  dans  l’air , le  rompt  en  s’éloignant  de  la  perpendicu- 
laire. C’elt  ce  que  l’expcrience  apprend. 

Differens  angles  d’inclinaifon  ACF  6 C différais  angles  d’ineidcncc 
AC D , ont  différais  angles  de  refraction  & différais  angles  rompus. 

Les  angles  d’incidence  6c  de  réfraction  correlpondans  ne  font  pas  égaux 
entr’eux  , 6c  leurs  f nus  ne  gardent  pas  une  proportion  contante.  Il  en  elt 
de  meme  des  angles  d’incidence  6c  des  angles  rempus , des  angles  d’incli- 
naifon & des  angles  de  réfraction.  Mais  l'expcrience  a fait  connoître  que 
les  lînus  des  angles  d’inclinaifon  ont  une  proportion  contaminent  la  meme 
avec  les  linus  des  angles  rompus  correlpondans  , ainfi  que  M.Descar- 
t £ s l’allure  dans  là  Dioptriquc  , Difcours  2.  Soit  Fig.  172.  LM  F de  l’air,  Fie; 
D C B du  verre  , DCE  leur  furfàce  commune  5 A CF  un  angle  d’inclinai-  '7U 
fon  dont  A F et  le  lînus , B C L l’angle  rompu  correlpondant , dont  B L 
et  le  lînus  : aCf  un  autre  angle  d’inclinaifon  dont  af  et  le  lînus , bCl 
l’angle  rompu  correlpondant  dont  lb  et  le  lînus  : on  a cette  analogie  AF  : 

B L:  : af  : II.  L’expericnçe  a appris  que  la  raifon  du  lînus  de  l’angle  d’in- 
clinaifon au  lînus  de  fon  angle  rompu  et  à peu  près  comme  3 à 2 , lorlque 
le  rayon  entre  de  l'air  dans  le  verre  ; 6c  qu’elle  et  fort  près  de  4 à 3 , fort 
que  le  rayon  entre  de  l’air  dans  l’eau.  De  plus  la  réfraction  qui  lé  fait  dans 
deux  milieux,  et  réciproque  , c’ct-à-dire,  que  le  lînus  de  l'angle  d’incli- 
naifon et  au  f nus  de  fon  angle  rompu , comme  a à s > lorlque  le  rayon 
fort  du  verre  pour  entrer  dans  l’air  ; 6c  comme  3 à 4 , lorlqu'il  pallè  de 
l'eau  dans  l’air.  Il  huit  oblérver  que  le  rayon  d’incidcnce  FC  perpendicu- 
laire fur  DCE  dans  ces  quatre  dernières  Figures  ne  le  rompt  point , mais 
qu’il  continue  fon  chemin  par  la  même  ligne  C L ; de  pl  us  que  l’angle  rom- 
pu  B C L ou  / C L et  appcllé  par  quelques  Auteurs  angle  de  réfraction. 

Soit  AB  CD  A , Fig.  173.  du  verre  , dont  ABC  et  une  furfacc  conve- 

Vv  ij 
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fie.  xc , ADC  une  concave,  qui  font  toutes  deux  entourées  de  l’air.  Soit 

,7J*  encore  G le  centre  de  la  convexité  circulaire  ABC , L le  centre  de  la  con- 
cavité circulaire  ADC , G L le  diamètre  des  deux  cercles.  Soit  enfin  E B 
un  rayon  parallèle  au  diamètre  G L , fie  qui  tombe  fur  la  convexité  ABC. 
Il  faut  examiner  ce  qui  arrive  à ce  rayon , lorfou’il  entre  dans  le  verre , ou 
lorfqu’il  en  fort.  Comme  il  entre  de  l'air  dans  le  verre  au  point  B , par  ce 
point  je  mene  la  tangente  IBK , ôc  la  ligne  HB  G , qui  fera  perpendicu- 
laire à IK  , fie  la  perpendiculaire  d’incidence  fie  de  réfraction.  L’angle 
EBHcft  l’angle  d’inclinaifon  du  rayon  E B.  Ce  rayon  tombe  obliquement 
fur  la  touchante  IK  , ou  lur  la  convexité  ABC , ainfi  il  ne  continuera  pas 
Ion  chemin  vers  F : mais  il  le  rompra  en  s’approchant  de  la  perpendiculai- 
re B G , fie  ira  dans  le  verre  par  la  ligne  B N,  fi  le  finus  de  l’angle  d’incli- 
nailbn  EB  H eft  au  finus  de  l’angle  rompu  G B N , comme  s à 2.  Mainte- 
nant par  le  point  N je  mene  P N Q touchante  du  cercle  ADC  au  point 
2V,  fie  la  ligne  MNL  perpendiculaire  fur  PNQ  ou  fur  la  concavité 
A 'AC  ; cette  ligne  MNL  cft  la  perpendiculaire  d’incidence  fie  de  réfrac- 
tion pour  le  point  N.  L’angle  B NM  eft  l’angle  d’inclinailon  du  rayon 
B N.  Ce  rayon  ne  fortira  pas  du  verre  dans  l’air  par  la  droite  NR  ; mais  il 
s’écartera  de  la  perpendiculaire  NL  , fie  il  ira  par  la  ligne  IV  S ; fi  le  finus  de 
l’angle  d’inclinaifon  BNM  cft  au  finus  de  l’angle  rompu  S NL  , com- 
me 2 à j. 

Réciproquement  le  rayon  S N fc  rompra  en  NB  s’il  entre  de  l’air  A LD 
dans  le  verre  , fie  B N le  rompra  en  B E s’il  fort  du  verre  dans  l'air  HB  K. 

On  confidere  ici  trois  fortes  de  rayons  ; les  parallèles  , les  convergents  fie 
les  divergents,  Les  convergents  font  ceux , qui  s’approchent  les  uns  des 
autres;  comme  AC , F C , BC  , Fig.  166.  s’ils  viennent  des  points  A, 
F,  B.  Les  divergents  font  ceux,  qui  s’éloignent  les  uns  des  autres;  comme 
les  mêmes  CA,  CF,  CB,  lorlqu’ils  viennent  du  même  point  C- 


SECTION  II. 

La  defeription  des  quatre  Genres  d’ Ovales. 

I.  M.  D E S C A R T E S. 

Txfiicâ.  K U refte  afin  que  vous  fâchiez  que  la  confideration  des  lignes 
^ * courbes  ici  proposes  n’eft  pas  fans  ulage , & quelles  ont 
diverfes  proprietez , qui  ne  cedent  en  rien  à celles  des  Sections 
coniques , je  veux  encore  ajouter  ici  l’explication  de  certaines  Ova- 
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les  , que  vous  verrez  être  très-utile  pour  la  Théorie  de  la  Catoptri- 
que  & de  la  Dioptrique.  Voici  la  façon  dont  je  les  décris. 

Premièrement  ayant  tiré  les  lignes  droites  FA , A R , Fig.  1 74. 
qui  s’entrecoupent  au  point  A , (ans  qu’il  importe  à quels  angles, 
je  prends  en  l’une  le  point  F à diferetion  , c’eft-à-dire  plus  ou  moins 
éloigné  du  point  A félon  que  je  veux  faire  ces  ovales  plus  ou  moins 
grandes , & de  ce  point  F comme  centre,  je  décris  un  cercle,  qui 
paffe  quelque  peu  au  delà  du  point  A , comme  par  le  point  5 ; puis 
de  ce  point  j je  tire  la  ligne  droite  j , 6 , qui  coupe  l’autre  au  point 
6 , en  forte  que  A 6 foit  moindre  que  A j , félon  telle  proportion 
donnée  qu’on  veut , à lavoir  lelon  celle  qui  mefure  les  réfractions, 
fi  on  s’en  veut  lèrvir  pour  la  Dioptrique. 

Après  cela  je  prends  aufli  le  point  G en  la  ligne  FA  , du  côté 
où  elt  le  point  j à dilcretion  , c’eft-à-dire  en  faifant,  que  les  lignes 
AF  t & G A ont  entr 'elles  telle  proportion  donnée  qu’on  veut. 
Puis  je  fais  RA  égale  à G A en  la  ligne  A 6 , & du  centre  G décri- 
vant un  cercle , dont  le  rayon  foit  égal  à R 6 , il  coupe  l’autre  cer- 
cle de  part  & d’autre  au  point  1 , qui  eft  l'un  de  ceux  , par  où  doit 
paffer  la  première  des  Ovales  cherchées.  Puis  dérechef  du  centre  F 
je  décris  un  cercle , qui  paffe  un  peu  au  deçà  ou  au  delà  du  point 
5 , comme  par  le  point  7 , & ayant  tiré  la  ligne  droite  7 8 paral- 
lèle à j 6 , du  centre  G je  décris  un  autre  cercle  , dont  le  rayon 
eft  égal  à la  ligne  R 8 ; & ce  cercle  coupe  celui  qui  paffe  par  le 
point  7 au  point  1 , qui  eft  encore  l’un  de  ceux  de  la  même 
Ovale. 

Pour  la  fécondé  Ovale  il  n’y  a point  de  différence  , finon  qu’au 
lieu  de  A R , Fig.  175.  il  faut  de  l’autre  côté  du  poins  A prendre  F‘°- 
AS  égal  à AG , & que  le  rayon  du  cercle  décrit  du  centre  G, 
pour  couper  celui  qui  eft  décrit  du  centre  F , & qui  paffe  par  le 
point  5 , foit  égal  à la  ligne  S 6 ; ou  qu’il  foit  égal  à S 8 , ü c’eft 
pour  couper  celui  qui  paffe  par  le  point  7 ; &c  ainh  des  autres.  Au 
moyen  de  quoi  ces  cercles  s’entrecoupent  aux  points  marquez  r , 

1 , qui  font  ceux  de  cette  fécondé  Ovale  A 1 X. 

Pour  la  troiftéme  $c  la  quatrième  Fig.  17  6.  177.  au  lieu  de  la 
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ligne  A G , il  faut  prendre  A H de  l'autre  côté  du  point  A , à lavoir 
du  même  qu’eft  le  point  F.  Et  il  y a ici  de  plus  à obferver  , que 
cette  lig-ne  A H doit  être  plus  grande  que  A F , laquelle  peut  même 
être  nulle , en  forte  que  le  point  F le  rencontre  où  cil  le  point  A en 
la  defeription  de  toutes  ces  Ovales. 

Après  cela  les  lignes  A R 8c  AS  étant  égales  à AH-,  pour  décrire 
la  troifiéme  Ovale  A 3 7 3 je  fais  un  cercle  du  centre  H , dont  le 
rayon  eft  égal  à S 6 , qui  coupe  au  point  3 celui  du  centre  F,  qui 
pafle  par  le  point  j ; 8c  un  autre  dont  le  rayon  eft  égal  à S 8 , qui 
coupe  celui  qui  palfe  par  le  point  7 , au  point  aulfi  marqué  3 ; 8c 
ainli  des  autres.  Enfin  pour  la  derniere  Ovale  je  fais  des  cercles  du 
centre  H , dont  les  rayons  font  égaux  aux  lignes  R 6 , R 8 , 8c 
femblables , qui  coupent  les  autres  courbes  aux  points  marquez  4. 

La  defeription  que  MD  escartes  donne  des  quatre  genres  d’Ovales 
cft  aifee  à luivre  , 8c  fe  réduit  à ceci. 

i°  Dans  les  quatre  genres  d’ovales  les  lignes  AF,  A R , ou  A F,  AS  Ce 
coupent  à tels  angles  qu’on  veut  au  point  A.  Le  point  Fpeutêtrc  le  meme 
que  le  point  A , ou  en  être  éloigné  autant  que  l’on  veut  ; plus  il  en  fera 
éloigné,  plus  grandes  feront  les  ovales.'  La  ligne  A y cfl  plus  grande  que 
la  ligne  A 6 félon  la  raifon  qu’on  veut  5 mais  lorfqu’il  s’agit  de  faire  des 
verres  pour  la  réfraction  de  la  lumière  , la  proportion  de  A < à A 6 cft  à 
peu  près  comme  j à 2 , telle  qu’eft  la  raifon  du  finus  de  l’angle  d’incli- 
nailbn  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  réfraction  de  la  lumière  , qui 
paflê  de  l’air  dans  le  verre.  M.  Descartes  la  mettra  comme  d à e. 

i°  Dans  les  deux  premiers  genres  d’Ovales , fi  le  point  A n’cft  pas  le 
même  que  le  point  F , il  eft  entre  F 8c  G-,  la  raifon  de  A F à.  AG  ell  telle 
qu’on  veut.  Dans  les  deux  derniers -genres  d 'ovales , fi  le  point  F n’cft  pas 
le  même  que  le  point  A , il  eft  entre  A 8c  H,  8c  la  raifon  de  AF  à AH  cft 
telle  qu’on  veut. 

30  Dans  le  premier  genre  d’Ovales  A Red  égale  à AG,  8c  le  point  R cft 
pris  du  même  côté  , par  rapport  au  point  A , que  font  les  points  6 , <?. 
Dans  le  fécond  genre  d’Ovales  A S eft  égale  à A G , & le  point  S cft  pris 
de  l’autre  côté , par  rapport  au  point  A , que  celui , où  l’on  prend  les 
points  6 , S.  Dans  le  troifiéme  A S eft  égale  à A H , Se  le  point  S cft  pris 
de  l'autre  côté  , par  rapport  au  point  A , que  celui , où  l’on  prend  les 
points  6 , S.  Dans  le  quatrième  A R cft  égale  à AH  , & le  point  R eft 
pris  du  même  côté  , par  rapport  au  point  A , que  l’on  prend  les 
points  6,8. 
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4-  Dans  toutes  ccis  foi  tes  d Ovales  on  décrit  difïèrens  cercles  du  point  F 
comme  centre  , qui  coupent  tous  la  ligne  AF  au ‘delà  du  point  A. 

Que  le  premier  cercle  la  coupe  au  point  j ; de  ce  point  l’on  tire  la  ligne 
5 6 fur  A R ou  AS.  Enfuitc  pour  le  premier  & dernier  genre  d’Ovalcs 
en  ouvre  Ton  compas  delà  longueur  de  R 0 , pour  le  fécond  & troiliéme 
de  la  longueur  de  S 6 : & du  point  G comme  centre  pour  les  deux  pre 
miers  genres , ou  du  point  H pour  les  deux  derniers  , avec  cette  ouverture 
de  compas  on  décrit  un  cercle  qui  coupe  le  precedent  de  part  Sc  d’autre 
de  la  ligne  FA  en  deux  points , qui  appartiennent  à l’Ovale  qu’on  décrit 


Jg-  I7î*  J » s , Fig.  i76. 


Ces  deux  points  font  / , / , Fig.  *i  74.  2,2,  Fi" 

* » Fig-  177* 

On  décrit  encore  un  nouveau  cercle  du  centre  F,  qui  coupe  AF  en  un 
autre  point  7 i on  mène  la  ligne  7 S parallèle  à / 4.  Enfuitc  on  ouvre 
ion  compas  pour  le  premier  & le  quatrième  genre  de  la  longueur  de  A s 
dans  le  fécond  & troifiémc  de  la  longueur  de  SS  } & du  point  G comme 
centre  pour  les  deux  premiers  genres , ou  du  point  H pour  les  deux  der- 
niers , avec  cette  ouverture  de  compas  on  décrit  un  cercle  , qui  coupe  le 
precedent  de  part  & d autre  de  la  ligne  FA  , en  deux  points  qui  appartien- 
nent auffi  a l’Ovale  qu’on  décrit.  Ces  deux  points  font  /,  ’/  l-Ur  ,-,A 
FiS-  *75-  / W,  Fig.  176.  4. , * , Fig.  ,77>  ’ 74‘ 

On  refait  ces  memes  operations  autant  de  fois , qu’on  veut  avoir  de  dif 
ferens  points  de  l’Ovale , qu’on  cherche.  Les  cercles  décrits  du  centre  F par 
les  points  A , F,  X,Y,  Z , ne  font  coupez  qu’en  ces  points-là  par  ceux 
qui  iont  décris  des  centres  G ou  H.  Le*  cercles  décrits  du  centre  F & 
qui  coi^c  la  ligne  FA , au  delà  des  points  V , X,  Y,  Z,  ne  font  plus  cou- 
pez  par  ceux  , qui  font  décrits  des  centres  G ou  H. 

II.  M.  Descartes, 


On  pourroit  encore  trouver  une  infinité  d’autres  moyens  pour 
décrire  ces  mêmes  ovales  , comme  par  exemple  , on  peut  tracer  la 
première  A I-  , Fig.  178.  iorlquon  luppole  les  lignes  FA  & aG*'°- 
être  égales , fi  on  divife  la  toute  T G au  point  L , en  forte  que  FL  '7‘' 
foit  à LG  , comme  A 5 à A G 3 c’elt-à-dire  quelles  ayent  la  pro- 
portion , qui  melure  les  réfractions.  Puis  ayant  divifé  A L en  deux 
parties  égales  au  point  K , qu'on  fafi'e  tourner  une  Réglé,  comme 
FE  , autour  du  point  F,  en  prenant  du  doigt  C,  la  corde  EC  , qui 
étant  attachée  au  bout  de  cette  Réglé  vers  E , fe  replie  de  C vers  Kt 
puis  de  K dérechef  vers  C , ôc  de  V vers  G , où  l'on  autre  bout  foie 
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attaché  , en  forte  que  la  longueur  de  cette  corde  foit  compofée  de 
celle  des  lignes  G A plus  A L plus  FE  moins  a F ■ Et  ce  fera  le  mou- 
vement du  point  C , qui  décrira  cette  Ovale  , à l’imitation  de  ce 
* Dif.  qui  a été  dit  en  la  Dioptrique  * de  l’ellipfe  & de  l’hyperbole.  Mais 
s'.  je  ne  vcux  p0int  m’arrêter  plus  long-tems  fur  ce  fujet. 

On  parlera  de  cette  maniéré  de  décrire  le  premier  genre  d’Ovalcs  avec 
une  corde,  Sect.  3.  Art.  1.  n.  6. 

III.  M.  Descartes. 

Or  encore  que  toutes  ces  Ovales  femblent  être  quafi  de  même 
nature  , elles  font  neanmoins  de  quatre  divers  genres , chacun  def- 
quels  contient  fous  foi  une  infinité  d’autres  genres  , qui  derechef 
contiennent  chacun  autant  de  diverfes  efpeces , que  fait  le  genre 
des  ellipfcs , ou  celui  des  hyperboles.  Car  félon  que  la  proportion* 
qui  eft  entre  les  lignes  At,  A 6 , ou  femblables  , eft  differente  ; 
le  genre  fubalterne  de  ces  Ovales  eft  different. 

Puis  félon  que  la  proportion , qui  eft  entre  les  lignes  A F &c  AG, 
ou  AH  eft  changée  , les  ovales  de  chaque  genre  fubalterne  chan- 
gent d’efpece.  Et  félon  que  A G ou  A H eft  plus  ou  moins  grande, 
elles  font  diverfes  en  grandeur.  Et  fi  les  lignes  A 5 , A 6 lont  éga- 
les , au  lieu  des  Ovales  du  premier  genre  ou  du  troifiéme  , on  ne 
décrit  que  des  lignes  droites  ; mais  au  lieu  de  celles  du  fécond  , on 
a toutes  les  hyperboles  poflibles , &:  au  lieu  de  celles  du  dernier, 
toutes  les  ellipfes. 

Apres  qu’on  aura  explique  Seét.3.  les  proprietez  des  quatre  fortes  d’Ova- 
Ies , que  M.  Descartes  propofê  ici  , on  concevra  que  ce  font  qua- 
tre genres  différons.  Enfuite  fi  la  raifon  de  la  ligne  A s à la  ligne  A 6 
change  , les  Ovales  du  même  genre  , comme  celle  du  premier  font  de  dif- 
ferente efpece  , & forment  de  nouveaux  genres  fubalternes  aux  premiers. 

En  effet  fi  la  raifon  de  A s à A 6 n’eft  plus  à peu  près  comme  j à z , ou 
comme  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  . 
réfraction  de  la  lumière  qui  de  l’air  paffè  dans  le  verre  : les  rayons  qui  Fig. 

1 74.  viennent  du  point  F , & qui  tombent  fur  la  convexité  du  verre  1 A r, 
ne  fc  réuniront  plus  au  point  G.  De  plus  fi  la  raifon  des  lignes  A F , AG 
change,  Fig.  174,  17  j.  ou  celle  de  A F,  A H,  Fig.  176.  177.  les  Ovales 
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du  même  genre  changent  encore  d’efpece  : pareeque  dans  l’ovale  Aiv , 
Fig.  1 74.  par  exemple  , A eft  un  fbmmet , F , G les  foyers  de  cette  Ovale. 
Or , comme  M'Descartes  l’a  explique  dans  fa  Dioptriquc  , Difcours 
huitième  , la  differente  diftance  des  fommets  de  l’ellipfè  fie  de  l’hyperbole 
à leurs  foyers  , établit  des  efpeces  differentes  , la  même  chofè  arrive  donc 
aux  Ovales  dont  nous  parlons.  Mais  s’il  n’y  a que  la  grandeur  des  lignes 
A G , AH , qui  change , pourveu  que  ces  lignes  gardent  toujours  la  meme 
raifôn  avec  AF , fie  que  la  raifon  de  A s à A 6 demeure  auffi  la  même  : 
alors  les  Ovales  changent  de  grandeur  fans  changer  d’efpccc  5 félon  ce  que 
M.  ÜESCAR-TESa  dit  touchant  les  ellipfes  SC  les  hyperboles  au  même 
endroit.  Enfin  fi  la  ligne  A s eft  égale  à A tf  , au  lieu  des  Ovales  du  pre- 
mier genre  fie  du  troifiéme , on  décrit  des  lignes  droites  j au  lieu  des  Ova- 
les du  fécond  genre , on  a des  hyperboles , fi c au  lieu  des  Ovales  du  quatriè- 
me genre  , on  fait  des  ellipfes , fuivant  le  fentiment  de  M.  Descah- 
tes.  Nous  verrons  qu’il  peut  fe  former  suffi  des  lignes  droites  dans  ces 
deux  autres  genres. 

Le  changement  qui  peut  arriver  aux  angles  RAF , S A F , n’en  appor- 
te aucun  aux  difïèrens  genres  d’Ovales  , fi  ce  n’efl  qu'ils  font  plus  ou  moins 
larges.  Tout  ce  que  nous  venons,  de  dire  , fera  éclairci,  Seét.  3.  dans  fés 
quatre  Articles. 


SECTION  III. 

Les  profrittez  de  ces  Ovales  far  rapport  à la  reflexion  à la  reflraSlion 
de  la  lumière  , & la  démonflration  de  ces  proprictez. 

M.  Descartes, 

OUtre  cela  en  chacune  de  ces  Ovales  il  faut  confiderer  deux 
parties,  qui  ont  diverfes  proprictez;  à favoir  en  la  première 
Figure  174  la  partie  , qui  eft  vers  A , fait  que  les  rayons,  qui**’ 
étant  dans  l'air  viennent  du  point  F,  fe  retournent  tous  vers  le  point 
G , lorfqu'ils  rencontrent  la  fuperficie  convexe  d’un  verre  > dont  la  <‘•">0- 
fuperficie  eft  1 A r , & dans  lequel  les  refrattions  fe  font  telles , que  L/Âi* 
fuivant  ce  qui  a été  dit  en  la  Dioptrique  , elles  peuvent  toutes  être  x!mf& 
mefurées  par  la  proportion , qui  eft  entre  les  lignes  A$  & A 6 , ou 
femblables , par  l’aide  defqueîles  on  a décrit  cette  Ovale.  "«'• 

Mais  la  partie  qui  eft  vers  d’fait  que  les  rayons  qui  viennent  du 
point  G , fe  reflechiroient  tous  vers  F,  s’ils  y rencontraient  la  fuper- 
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ficie  concave  d'un  miroir , dont  la  Figure  fut  1^1  , & qui  fut  de 
telle  matière  , qu’il  diminuât  la  force  de  ces  rayons , félon  la  pro- 
portion , qui  eft  entre  les  lignes  A y 6c  As  : car  de  ce  qui  a été  dé- 
montré en  la  Dioptrique  , il  eft  évident , que  cela  pofé  , les  angles 
de  la  reflexion  feroient  inégaux , aufli  bien  que  font  ceux  de  la 
rcfradion  , & pourraient  être  mefurez  en  même  forte. 

En  la  fécondé  Ovale  , Fig.  175.  la  partie  2 A 2 fert  encore  pour 
les  reflexions  , dont  on  fuppofe  les  angles  être  inégaux.  Car  étant 
en  la  fuperficie  d'un  miroir  compole  de  même  matière  que  le  pre- 
cedent 3 elle  ferait  tellement  réfléchir  tous  les  rayons- , qui  vien- 
draient du  point  G,  qu’ils  fembleroient  après  être  réfléchis  venir  du 
point  F.  Et  il  eft  à remarquer  , qu’ayant  fait  la  ligne  AG  beaucoup 
plus  grande  que  AF  , ce  miroir  ferait  convexe  au  milieu  vers  A » 

& concave  aux  extrêmitez  : car  telle  elt  la  Figure  de  cette  ligne,  qui 
en  cela  reprefente  plutôt  un  coeur  qu’une  Ovale. 

Mais  fon  autre  partie  2X2  fert  pour  les  réfractions  > & fait  que 
les  rayons , qui  étant  dans  l’air  , tendent  vers  F,  fe  détournent  vers 
G ; en  traverlant  la  fuperficie  d’un  verre  , qui  en  ait  la  Figure. 

La  troifiéme  Ovale  , Fig.  1 7 6.  fert  toute  aux  refraétions , & fait  . 
que  les  rayons , qui  étant  dans  l’air , tendent  vers  F,  fe  vont  rendre 
vers  H dans  le  verre  , après  qu’ils  ont  traverfé  fa  fuperficie,  dont  la 
Figure  eft  AjYj  , qui  eft  convexe  partout , excepté  vers  A , où  elle 
eft  un  peu  concave  , en  forte  qu’elle  a la  figure  d’un  cœur  , auffi- 
bien  que  la  piecedente.  Et  la  différence  qui  clt  entre  les  deux  par- 
ties de  cette  Ovale , confifte  en  ce  que  le  point  F eft  plus  proche  de 
l’une , que  n’eft  le  point  H , & qu’il  eft  plus  éloigné  de  l’autre  , que 
ce  même  point  H. 

En  même  façon  la  derniere  ovale  , Fig.  1 77.  fert  toute  aux  re- 
flexions , & fait  que  fi  les  rayons , qui  viennent  du  point  Ii , ren- 
contraient la  fuperficie  concave  d’un  miroir  de  même  matière  que 
les  precedens , & dont  la  Figure  fut  A*Z+  , ils  fe  réfléchiraient 
tous  vers  F. 

De  façon  qu’on  peut  nommer  les  points  F,  & G , ou  H les 
points  brulans  de  ces  ovales , à l’exemple  de  ceux  des  ellipfes  & des 
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hyperboles , qui  ont  été  ainfi  nommez  en  la  Dioptrique. 

J’omets  quantité  d’autres  refractions  fie  reflexions , qui  font  re- 
glées  par  ces  mêmes  ovales  , car  n’étant  que  les  converfes , ou  les*;  (”• 
contraires  de  celles-ci , elles  en  peuvent  facilement  être  déduites. 

Mais  il  ne  faut  pas  que  j’omette  la  démonftration  dece  que  j’ai  dit 
Et  à cet  effet  prenons  par  exemple  le  point  C à difcretion  en  la  pre-^'f^ 
mierc  partie  de  la  première  de  ces  ovales  Fig.  179.  qui  eft  la  même"/"'"- 
que  Fig.  1 50.  Puis  tirons  la  ligne  droite  C P,  qui  coupera  la  cour-Fio.* 
be  au  point  C à angles  droits , ce  qui  eft  facile  par  le  * Problème  74’. 
precedent  ; car  prenant  b pour  AG,  c pour  AF,  c -+-  z pour  FC; s^’i” 
fie  fuppofant  que  la  proportion  qui  eft  entre  d &ce , que  je  prendrai^"1* 
ici  toujours  pour  celle  qui  mefure  les  refradtions  du  verre  propoféj 
defigne  auffi  celle  qui  eft  entre  les  lignes  As  > Ai  , Fig.  1 74.  & 
femblables  qui  ont  fervi  pour  décrire  cette  Ovale  , ce  qui  donne  b 
— jz  pour  G C : on  trouve  que  la  ligne  AP  eft  - Tel* 

ainfrqu’il  a été  montré  ci-deflus.  **  De  plus  du  point  P ayant  tiré"* 
à angles  droits  fur  la  droite  FC , fie  PN  auffi  à angles  droits  'ITT 
fur  GC,  confiderons  que  fi  P 4*.  eft  à P N , comme  ^eft  à e , c’eft-"' s’ 
à-dire  comme  les  lignes , qui  mefurent  les  refradtions  du  verre  con- 
vexe AC  y le  rayon  qui  vient  du  point  F au  point  C doit  tellement 
s'y  courber  en  entrant  dans  ce  verre  , qu’il  s’aille  rendre  après  vers 
G : ainfi  qu’il  eft  très-évident , de  ce  qui  a été  dit  dans  la  Dioptri- 
que. Puis  enfin  voyons  par  le  calcul  , s’il  eft  vrai  que  P foit  à 
P N , comme  d eft  à e. 

Les  triangles  redlangles  P <Qf , fie  C Mf  font  femblables  ; d’où 
il  fuit  que  c F eft  à C M , comme  F P eft  à P ; fie  par  confequent 
que FP  étant  multipliée  par  CM,  & divifée  par  CF,  eft  égale  à 
PJQ.  Tout  de  même  les  triangles  redtangles  P N g ôc  CMg  font 
femblables  s d’où  il  fuit  que  G P multipliée  par  GAf&c  divifée  par 
CG  eft  égale  à P N.  Puis  à caufe  que  les  multiplications  ou  divi- 
fions , qui  fe  font  de  deux  quantitez  par  une  même  , ne  change 
point  la  proportion  qui  eft  entr’elles  ; fi  F P multipliée  par  CM  fie 
divifée  par  FC,  eft  à GP  multipliée  auffi  par  CM  fie  divifée  par 
CG  , comme  d eft  à e , en  divifant  l’une  fie  l’autre  de  ces  deux 
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fommes  par  CM , puis  les  multipliant  toutes  deux  par  CF , & dere- 
chef par  CG-,  il  refte  F P multipliée  par  CG  , qui  doit  être  à GP 
multipliée  par  CF , comme  d eft  à e. 

Or  par  la  çonftruétion  FP  eft  c ~\\\ ~ lÏL*”  - , ou 
bien  fp  = "“r:: 

que  multipliant  FP  par  CG  , il  vient  t c 

— P»« ordki U'I 

^ * bb de  -e-  b ede  — beex.  — e e e x.  o _ „ n r 


3 ou  bien  G P = 


bdc-e  cdd  + ddz.-,,i  > ^ Yr  ,clt  c z » ^ 
bbç  de  -4-  berae  — b e e e x.  — 

b d e «+• 


, ______ & CFeft  <■ 

bien  que  multipliant  G P par  C F , il  vient 

eceex.  + bbdex.  + bcdex.  — beex.x.  — ceezz 

Et  pourceque  la  première  de  ces  fommes  divifée  par  d , eft  la 
même  que  la  fécondé  divifée  par  e > il  eft  manifefte  que  F P multi- 
pliée par  CG  eft  à GP  multipliée  par  CF-,  C’eft-à-dire  que  Pd^eft  à 
P N , comme  d eft  à e , qui  eft  tout  ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Et  fâchez  que  cette  même  démonftration  s’étend  à tout  ce  qui  a 
été  dit  des  autres  réfractions  , ou  reflexions  qui  fe  font  dans  les 
Ovales  propcfées  -,  fans  qu’il  y faille  changer  aucune  chofe,  que  les 
fignes  -+-  & — du  calcul.  C’eft  pourquoi  chacun  les  peut  aifément 
examiner  de  foi-même  3 fans  qu’il  foit  befoin  que  je  m’y  arrête. 


Article  I. 

1 , 

Les  propriété z du  premier  genre  d1  Ovales. 

I. 

Il  faut  faire  voir  d’abord  , que  l’Ovale  de  Figure  179.  ou  150.  dans 
laquelle  M.  Descartes  fait  la  démonftration  , qui  convient  au  pre- 
mier genre  d’Ovales , eft  la  même  que  celle  de  Fig.  174. 

Voyez  la  Figure  1 50.  Part.  3.  Scét.  1.  Art.  1.  n.  4.  dont  la  nature  eft  , 
que  l’cxcez  dont  FC  furpaflè  FA  , foit  à l’exccz  dont  G A furpaflè  G C , 
comme  d eft  à.  e.  Il  faut  obfervcr  que  d&ce  expriment  ici  la  proportion, 
qui  eft  dans  la  réfraction  des  rayons , qui  viennent  de  l’air  dans  le  verre, 
entre  le  fin  us  de  l’angle  d’inclinaifon  & le  finus  de  l’angle  rompu  , vous 
trouverez  la  AF  ^ es  AG  m b s 1 cxcez  dont  C F furpallè  FA  — j 1 ex— 
cez  dont  G A furpaflè  G C = b — ~z  -,  C M = x j AM  — y s FM  — c 
-b  y -,  G M = b — y.  Au  point  C pris  à volonté  l’on  tire  P C perpendi- 
culaire fur  la  courbe  5 pour  cela  il  faut  connoître  A P , v.  M.  Des- 
cartes  fc  contente  en  cet  endroit  - là  de  former  l’équation  x 
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A-  2b  c ddz  — ibcdex.^  zed  dy  x — zbdevz.—  bd  djfi  -b  btd  <J  v v — c d d s s -h  eidvv 

bd  d -+-  c e e -+-  e e v — ddv  * 

De  cette  équation  il  faut  enfuite  Art.  3.  n.  3.  cette  valeur  de  AP  , v = 

bedd  — bcdel+bdd‘z.-hce*z. 
b d e -f-  c d d d d x — e e x. 

Pour  la  Figure  1 74.  M.  Descartes  vient  d’en  donner  la  defeription 
Seét.  1.  cette  defeription  demande  que  A s Toit  à A 6 , comme  d eft  À e j 
& pareeque  les  lignes  / 6 , 7 S font  parallèles  , les  triangles  As  6 , A7S 
font  équiangles , &:  donnent  cette  proportion  As  : A 6 A 7 : AS.  Ainfi 
A 7 : AS::  d:  e.  Ce  que  l’on  peut  dire  par  confèqucnt  de  toutes  les  au- 
tres ferablablcs  lignes  , qui  doivent  fèrvir  à trouver  les  diffèrens  points  de 
1» Figure  174.  dans  laquelle  fuppofons  les  droites  Fr  , Gr  tirées;  & que 
R^eft  égale  à GA  , G t égale  a R 6 , ainfi  que  la  même  defeription  le 
demande. 

Maintenant  F/  eft  égale  à Fs  > puifque  ce  font  les  ravons  d’un  même 
cercle  ; mais  A s cfl  l’excez  de  Fs  fur  F A : donc  A s eft  l'excez  de  Fi  fur 
FA.  De  plus  GA  cfl  égale  à RA  , &cR<f  égale  A Gr  ou  GT,  pareeque 
Gi  , GT  font  rayons  du  même  cercle  ; mais  A 6 eft  l'excez  de  RA  fur 
R 6 , AT  l’excès  de  G A fur  G Tou  G / : donc  AT  5c  A à font  égales. 
Après  cela  comme  d eft  à e ; de  même  As  exccz  de  Fs  ou  Fr  fur  F y#  eft  à 
A 6 ou  A T cxcez  de  G A fur  G T ou  Gr.  L’Ovale  Arv , Fig.  1 74.  a donc 
la  même  nature  que  l’Ovale  AEC  , Fig.  175).  1 jo.  qui  eft  telle  que  l'excez 
dont  FC  furpaflè  FA  eft  à l’excez  dont  G A furpafle  G C comme  d eft  à e. 
Ces  deux  courbes  font  donc  de  même  genre  , & feront  mie  même  Ovale  ; 
fi  dans  les  deux  , F A = F A , GA  = GA  , l’angle  R A F = l’angle  RAF. 
Ainfi  peu  importe  dans  laquelle  des  deux  Ovales  on  fàflè  la  démonf- 
tration. 


M.  Descartes  fait  donc  fâ  démonftration  fur  la  partie  convexe 
AEC y Fig.  1 yo.  ou  179.  qui  eft  la  même  , que  la  partie  convexe  îAr 
de  Figure  174. 

Il  fuppofe  i°  que  deux  quantitez  quelconques  * , b , étant  multipliées 
par  une  troifiéme  grandeur  quelconque  c ; les  produits  m c y b c font  en- 
tr’eux , comme  les  quantitez  n , b ; c’eft  à dire  que  ne  : bt  : ; a:  b.  i°  Que 
deux  quantitez  a , b , étant  divifées  par  une  troifiéme  c s les  quotients  - , 
font  entr’eux  comme  les  quantitez  a y b s c’cft-à-dirc  que  ~ : ; a „•  b. 

3*  Après  avoir  tiré  P N perpendiculaire  fur  CG  , & P Q_  perpendiculaire 
fur  FC  prolongée  , s’il  eft necefïàirc  ; il  fuppofe  encore  Fig.  179.  que  P Qr,a' 
eft  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon , P N le  finus  de  l’angle  rompu  , dans  la  '7* 
réfraction  , que  le  rayon  FC  qui  eft  dans  l’air  , foufïre  en  entrant  dans  le 
verre  , dont  la  furfàce  convexe  a la  Figure  AEC.  Pour  le  démontrer , foit, 
comme  on  l’a  déjà  dit  PC  K perpendiculaire  fur  la  courbe  AEC  ; & du 
point  C comme  centre , de l’intervale  CP , foit  décrit  le  cercle  PB. 

X*  iij 
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P C eft  perpendiculaire  fur  la  courbe  AEC  -,  FC  eft  le  rayon  d’inciden- 
ce félon  ce  qui  a été  dit  Scct.  i.  C G le  rayon  rompu  j FCK  l’angle  d’in- 
clinaifon } P C G l'angle  rompu.  Mais  FCK  eft  égal  à PCQ,  donc  le 
finus  de  l’angle  P Calera  le  linus  de  l’angle  d’inclinaifon  FCK.  D’ailleurs 
il  eft  clair  par  la  définition  des  finus  , que  dans  le  cercle  , dont  CP  eft  le 
rayon  , la  ligne  P X?  eft  le  linus  de  l’angle  P CQ,  la  ligne  P N le  finus  de 
l’anglePCG:  donc  P Q,  eft  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon , PN  le  finu$ 
de  l’angle  rompu  dans  la  réfraction  , qui  fait  que  FC  (c  détourne  en  C G. 

C’eft  pourquoi  M.  Dcfcartes démontre  ici  que  P£  ellà  PN,  comme 
die:  d’où  il  fuivra  que  , d 8c  e exprimant  la  railon  que  le  finus  de  l'an- 
gle d’inclinaifon  garde  avec  le  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  réfraction  d’un 
rayon  qui  paflè  de  l’air  dans  le  verre  ; le  rayon  FC  qui  part  du  point  don- 
né F,  fie  qui  eft  dans  l’air , fo  rompra  en  c > de  forte  qu’il  ira  au  point 
donné  G.  Voici  la  démonftration. 

i*  Les  triangles  P QF , CM  F font  équianglcs , donc  CF  : CM:: 
FP ; P X>  . 6c  P£  = CM  y FP.  i°  Les  triangles  PNG  , CMG  font 

Cf 

aufli  équiangles  : donc  GP  ; PN:  : C G : CM > P N — CM  X G P. 

CG 

3*  Comme  nous  venons  de  le  dire  , quelque  raifon  qu’il  y ait  entre  les 
grandeurs  CM  x FP  , GM  X G P , elle  ne  changera  point,  de  quelques 
CF  CG 

multiplications  ou  divifions  que  je  me  forve , pourveu  que  les  deux  quanti- 
tcz  foient  multipliées  fi c divifees  par  une  même  grandeur.  Je  divifc  donc 
CA/x  FP  , fie  C My  GP  par  CM  , les  quotiens  font  FP  , fie  GP  je  mul- 
CF  CG~  Cf  ~CG  . 

tiplie  FP  8t  GP  par  CF  6c  par  CG  , les  produits  font  CG  x FP  6c 
CF  CG 

CF  y.  GP.  Dans  toutes  ces  operations  la  raifon  entre  les  termes  n’a  pas 
changé  : fi  l’on  fait  donc  voir  que  la  raifon  des  deux  derniers  CG  y F P, 
CFy  G P eft  celle  de  d à e : on  devra  conclurre  que  la  raifon  des  deux 
premiers  CM  y F P = P Q,  CM  y G P = P N eft  auffi  comme  d à e : 
CF  CG 


& les  finus  P Q_ de  l’angle  d’inclinaifon  , PN  de  l’angle  rompu  auront  la 
raifon  requifo  dans  la  réfraction  prcfontc.  40  C’eft  ce  que  M.  Ddcartes 
montre  clairement  par  le  calcul  qui  eft:  dans  fa  Geometrie  , où  il  multiplie 
la  valeur  de  F P par  C G , fie  la  valeur  de  G P par  C F j les  deux  produits 
font  tels , que  fi  le  premier  eft  divifé  par  d , le  ftcond  par  e , les  deux  quo- 

tients  font  entièrement  la  meme  quantité bUc  + c,:*  -h 

+ — j]  fuit  que  Jes  Jeux  produits  FP  X C G , GP 

y CF  font  entr’eux  comme  die.  Car  foient  les  deux  quantitez  ~ , -e- 
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telles  que  la  première  étant  diviféc  par  d , la  féconde  par  e , leur  quotient 
commun  foit  ^ j elles  font  cntr’ellcs  comme  d A e , c’efl-à  dire  ~ : l1,‘ 
tls  ; ; d : e , pareeque  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  — 
des  moyennes. 

Mais  le  calcul  rendra  peut-être  cet  endroit  plus  clair.  Dans  les  triangles 
P QF , CM  F vous  avez  cette  proportion  CF,  c- z CM  , x : : FP , 

bedd  + ccdd  + bddz  — eddz.  . p Q _ ^ ybc  dd  + ccd  d ■*- b d d x.  — c d d i 
b de  -+-  c dd  ■+■  d d x. — ccx  ' 


b d e c dd  d dx.  — e t z 

Dans  les  triangles  PNG  , C MG  vous  avez  celle-ci  C G , b — 
CM,  x::  GP,  bbie 


c — f-  z. 

rZ  .* 


bdc  + cdd-t-ddx.  — Ccx. 


P N X X bb  i c bc  de  — b ccx, 

bdc  + cdd  + ddx. 


b—  -Z. 

A prefént  diviféz  ces  valeurs  de  P Q , P N , chacune  par  CM,  x , 
comme  le  dit  M.  Dcfcartes  ; multipliez- les  aufli , quoique  M.  Defcarres 
ne  le  difé  pas,  par  leur  dénominateur  commun  hde-b-edd-b-ddz  — 
e e z : ce  qui  reftera  de  la  valeur  de  P £>  , eft  le  d d -F  cc  dd  + b dd  z — 

eddz  \ c -b-  z , ce  qui  reftera  de  la  valeur  de  P N , eft  b b d c -+-  bede 

le  e z — ceez \ h — j~.  Multipliez  ces  reftes  chacun  par  CF,e-*-z,  8 c 
par  C G -,  b — jz , comme  M.  Defcartes  l’ordonne  : il  reftera  de  la  valeur 
de  P 2 > llcdd-i-lccdd-b-bbddz-b-bcddz  —bedez  — ce  de  z — 
b de  zz  — cd  ezz  ; & de  la  valeur  de  P N , bbede  -+-  bc  ide  -b-  bbde  z 
-b-  bedez  — bceez  — cceez  — b e e zz  — ceezz.  Or  la  première  de 
ces  quantitez  eft  à la  féconde  comme  if  à e , puifque  fi  vous  multipliez  la 
première  par  e , 8c  la  féconde  par  d , vous  trouvez  le  même  produit. 


I I I. 


Enfin  puifque  P Q finus  de  l’angle  PC  2.  ou  de  l’angle  d’inclinaifon 
FC  K eft  à P N finus  de  l’angle  rompu  P CG  , comme  d eft  à e , qui  eft  la 
raifon  , que  doivent  avoir  ces  finus  dans  la  refradion , que  fouffre  un  rayon 
de  lumière  , qui  paflé  de  l’air  dans  le  verre  : il  fuit  que  fi  le  rayon  FC  eft 
dans  l’air  , & qu’il  tombe  fur  la  convexité  AEC  d’un  verre  , qui  ait  la 
figure  du  premier  genre  des  Ovales  ; ce  rayon  FC  fé  rompra  en  C G. 

Et  pareeque  le  point  C a été  pris  à diférction  , on  peut  dire  la  même 
chofe  de  tous  les  points  de  la  partie  convexe  AEC  Figure  179.  ou  iA  1 
Fig.  1 74.  De  forte  que  la  propriété  de  cette  partie  convexe  eft , que  tous 
les  rayons  de  lumière  qui  partiront  dans  l’air  du  point  donné  F , 8c  qui  tom- 
beront fur  un  verre  poli  dont  la  courbure,  fôit  fémblable  à la  convexité 
A E C , fé  rompront , pour  aller  tous  fé  reiinir  au  point  donné  G. 

Et  comme  la  réfraction  eft  mutuelle  dans  les  deux  mêmes  milieux  , tous 
les  rayons  de  lumicre  , qui  partiront  dans  le  verre  du  point  G , 8c  qui  tom- 
beront fur  la  partie  concave  AEC  pour  fortir  dans  l’air  , iront  mutuelle- 
ment , après  avoir  fouffèrt  uuc  refradion  , fe  reiinir  tous  au  point  F,  Et 
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dans  cc  cas  GC  cft  le  rayon  d’incidence  , CF  le  rayon  rompu  , GC  P l’an- 
17,1  glc  d’inclinaifon  , FC  K l’angle  rompu  : or  la  raifon  de  P N finus  de  l’angle 
d’inclinaifon  GC  P cft  à P Q_  finus  de  l’angle  P CQ  ou  de  l’angle  rompu 
FC  K : comme  e eft  à d -,  telle  qu’elle  doit  être  dans  la  rc fraction  des  rayons 
qui  fortent  du  verre  pour  entrer  dans  l’air. 

IV. 

Examinons  cc  qui  arrive  dans  la  partie  concave  C V , Fig.  180.  qui  eft 
la  même  que  1V1  , Fig.  174.  M.  Defcartcs  a (Turc  que  , fi  FC  eft  le  rayon 
d’incidence  , C V la  furfàce  concave  d’im  miroir  fait  d’une  matière  , qui 
diminue  tellement  la  force  du  rayon  d’incidence  FC  , que  le  finus  de  l’an- 
gle d’incidence  foit  au  finus  de  l’angle  réfléchi  comme  d à e , ou  comme  le 
finus  de  l’angle  d'incidence  eft  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  refrac- 
tion : alors  le  rayon  d’incidence  FC  qui  vient  d’un  point  donné  F , fc 
réfléchira  au  point  donné  G , 6c  CG  fera  le  rayon  réfléchi, 
fi*.  Tirez  CP  perpendiculaire  fur  la  courbe  CF",  P Q_  fur  le  rayon  d’inci- 
dcncc  FC  , P N fur  le  rayon  de  reflexion  C G.  Du  point  C comme  centre, 
de  l’intcrvalc  CP  décrivez  le  cercle  PB  ; par  la  définition  du  finus  droit, 
P Q cft  le  finus  de  l’angle  FCP  , P N le  finus  de  l’angle  PC  G , 8c  par  la 
Soft.  1.  FCP  eft  l’angle  d’incidence , P CG  l’angle  de  reflexion. 

Vous  démontrerez  que  Fig.  1 80.  P 2.  eft  à P N comme  d à e , de  la  mê- 
me maniéré  que  n.  i.  on  l’a  démontré  dans  la  Figure  179.  pareeque  les 
triangles  , qu’il  faut  confiderer  , font  les  memes  dans  les  deux  Figures, 
que  toutes  les  quantitez  , qui  fervent  au  calcul , font  encore  les  memes  } 
excepté  PM  , qui  Fig.  179.  étoit  AP  — AM , v — y s 8c  qui  Fig.  1 80. 
e(i  AM  — AP  , y — v.  Mais  cette  différence  n’apporte  aucun  change- 
ment , pareeque  le  quarré  de  v — y 6c  de  y — v eft  le  même  y y ■ — lu  y 
•+-W,  8c  que  ce  n’eft  que  de  ce  quarré  dont  on  a befoin  , pour  avoir 
l’équation  de  Se<ft.  z.  Art.  1.  n.  4.  dont  on  a tiré  Art.  3.  n.  3.  AP  , v = 

. b c&d  — bcje  -i-bdtJz.-4-ccez. 

Ide  + cdd  + 4d  t.  — e e t,  . . A 

De  ce  que  P£cft  encore  ici  à P N comme  d à e , ou  de  ce  que  le  finus 
de  l’angle  d'incidence  FCP  eft  au  finus  de  l’angle  réfléchi  PC  G dans  la 
reflexion  , comme  le  finus  del’angle  d’incidence  eftau  finus  de  l’angle  rom- 
pu dans  la  refradion  5 il  foit  que  fi  FC  eft  le  rayon  d’incidence  qui  eft 
dans  l’air  VCFGV  , 8c  qu’il  tombe  fur  la  concavité  du  miroir  CV com- 
pofé  d’une  matière  capable  de  tellement  réfléchir  les  rayons  de  lumière  que 
le  finus  de  l’angle  d’incidence  foit  au  finus  de  l’angle  réfléchi  comme  d àe: 
le  rayon  FC  fc  réfléchira  en  C G.  Et  comme  le  point  C a été  pris  à volonté, 
tous  les  rayons  qui  partiront  du  point  donné  F,  fc  réuniront  après  leur 
reflexion  au  point  donné  G. 

Et  au  contraire  . fi  la  matière  du  miroir  concave  VC  peut  faire  que  le 
finus  de  l’angle  d’incidence  foit  au  finus  de  l’angle  réfléchi,  comme  e à d: 

il 
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H fuit  que  tous  les  rayons  qui  viendront  du  point  donné  G fur  la  fupcrfïcie 
concave  CV,  fe  réfléchiront  fie  Ce  reiiniront  tous  au  point  aufli  donne  F. 

Car  dans  ce  cas , qui  cft  celui  dont  M.  Defeartes  parle  dans  là  Géométrie, 

GC  eft  le  rayon  d’incidence  , FC  le  rayon  de  reflexion  ; GCP  l’angle  d'in- 
cidence , dont  le  finus  eft  P N ; PCF  l’angle  réfléchi , dont  le  finus  eft  P j£>. 

Or  fi  P £?  cft  à P N,  comme  dedk  e : réciproquement  P N cft  à 
comme  c k d. 

V. 

Cherchons  une  équation  qui  exprime  le  rapport  des  abfciflês  AM , y, 

Sc  des  appliquées  CM , x entr’elles  dans  le  premier  genre  d’ovales  , afin 
de  connoître  de  quel  degré  il  cft. 

Soit  Fig.  179.  FA , c = A G = b — i.  comme  il  arrive  Fig.  178.  F,“* 
FC  qui  étoit  Part.  3 . Secl.  1 . Art.  1 . n.  4 . c -h  z,  fera  / +î;  G C qui  étoit  ' 7* 
b — ~z  fera  / — y*  en  fuppolànt  d = j , e = 2.  Soit  encore  CM , x} 

AM , y i FM  qui  étoit  c - h y , fera  / -h  y } GM  qui  étoit  b y , 

fera  1 — y. 

Dans  le  triangle  rectangle  CMF>  CF1  = cÂÏ1  -4-  ÿ~/Ci  * , T a-  2 z-+-zz 

— x x -4-  1 -+-  2 y H-  y J.  Extrayons  les  racines  quarrées  / -t-z,—  V xx  -t- 

1 2y  H-  yy  , ~ = — ^ / -V  -V  -t-  1 -+-  2 y -4 -yy  J & ZZ  = 2 x x 

-4-  2 y -y- y y — 2V xx  ■+■  1 -h  t y -t-  yy . 

Dans  le  triangle  rectangle  C MG  , CG1  = C Al 1 G M*  > r — 7~-*- 
±zz  =xx  -4-  / 2 y -4-  y y > — jz  +tt=  \xx  — \y  -1-  s.  J J, 

Subftituons  ici  la  valeur  de  z 6c  de  zz  trouvée  un  peu  auparavant,  l’équa- 
tion fera  ^xx  — -T- y -1 - jyy  — < = — sVxx  a-  1 -t-  jy  -I-  yy  J xx  — 

■+■  y y — * — — + v xx  -4-  I -4-  2y  a-  y y-  Quarrons  les  deux  mem- 
bres , & nous  trouverons  y 4 — ' *f-y  ' -t-  ±jyy  ■+■  2 xxyy  -4-  ~y  — ^xxy 

— 24.x x a 4 = 0.  Ainfi  le  premier  genre  d’Ovales  eft  du  quatriè- 
me degré. 

V I. 

H nous  faut  examiner  à prefent , de  quelle  manière  M.  Descartes 
a déterminé  la  defeription  de  l’Ovale  du  premier  genre , Fig.  178.  en  fup-  F. a. 
pofànt  AF=r.  AG  , Scét.  i.  n.  1.  Se  en  fe  fervant  d’une  corde.  I7*‘ 

Comme  le  foyer  F eft  au  dehors  , Sc  le  foyer  G au  dedans  de  l’Ovale  f 
on  peut  penfer  d'abord  , qu’elle  peut  le  décrire  d’une  manière  femblable  à 
celle  , dont  l'hyperbole  , qui  a les  foyers  ainfi  difpofez  , a été  décrite  dans 
* la  Dioptrique  de  M.  Deftartes.  C’eft  pourquoi  mettons  deux  piquets 
F j G fur  l'axe  FG,  autour  du  pôle  F faifôn s tourner  la  Règle  FE , l’un 
des  bouts  de  la  corde  étant  attaché  à fon  extrémité  E , & l’autre  au  piquet 
G.  Mais  fi  la  corde  eft  plus  courte  que  la  Règle  , on  décrit  une  hyperbole  4 
fi  elle  lui  eft  égale , on  décrit  une  ligne  droite  -,  comme  le  dit  M.  Defcar- 

Yy 
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tes  au  même  endroit  : il  faut  donc  que  la  corde  fôit  ici  plus  longue  que  la 
Règle.  11  faut  confidercr  enfuitc , que  fi  l’on  ne  fe  fèrt  que  des  deux  pi- 
quets F,  G , Sc  que  pour  commencer  à décrire  la  courbe  AC  y , on  met- 
te la  Réglé  F E fur  l’axe  F G ; le  poinçon  ou  le  doigt  c marquera  le  point 
A , 8c  la  courbe  lêralà  fermée  : mais  enfuitc  elle  ira  toujours  en  s’élargif- 
fant.  Il  faut  donc  un  troificmc  piquet  K , autour  duquel  la  corde  fc  replie; 
de  forte  que  après  qu’une  partie  de  la  courbe  fera  décrite  , le  double  C K 
de  la  corde  augmentant,  les  relies  CE  , C G diminuant  toujours , la  Réglé 
foit  contrainte  de  retomber  fur  l’axe  F G : ce  qui  fera  que  la  courbe  fera 
encore  , comme  elle  doit  l’être  , fermée  en  V. 

Enfin  mettant  F A = AG , le  point  A pour  l’un  des  fommets  , & fup- 
pofant  que  AC  y c fl  une  Ovale  du  premier  genre  , il  refie  à déterminer  le 
point  K , c’efl-à-dire  la  longueur  de  F K , ou  de  AK,  ou  de  G K. 

Pour  cela  on  choifira  la  pofition  , où  la  Réglé  F E touche  l’Ovale  AC  y, 
ce  qui  arrive  une  fois  pendant  que  la  moitié  fupcricurc  AC  y fe  décrit  : or 
dans  cette  pofition  il  efl  certain  Art.  î.  Secl.  i.  Part.  3 . que  l’abfciflè  A A/, 
& l’appliquée  C M ont  deux  valeurs  égales,  & que  l’équation  aura  deux  ra- 
cines égalés  au  point  C.  Suppofé  que  ce  foit  à ce  point , que  la  Réglé  F E 
foit  touchante. 

Nommons  comme  Part.  3.  Seét.  1.  Art.  1.  n.  4.  CM,  x ; A M ,y,  CG, 
b — jz  , & parccque  M.  Defcartes  fuppofê  FA  = GA  , nommons  les  b ; 
ainfi  CF,  qui  ctoit  c -h  z , fera  b ■+■  z , FM  fera  b -+- y ; GM,  b — y. 
Enfuitc  nommons  A K , n ; KMz=  A M — AK,  y — w ; la  longueur 
de  la  Réglé  F E , f-,  la  ligne  droite  CK  , p ; & les  parties  C K de  la  corde 
2 p.  On  aura  CE  = FE  — FC  , f — b — z ; & toute  la  corde  = CE-t- 
CG  ■+■  2CK  , f — b — î + 1 — jî+-7  =/ — z — js  + 2 p. 

On  peut  encore  avoir  une  autre  valeur  de  toute  la  corde , en  la  confide- 
rant  dans  la  fituation  , où  la  Réglé  FE  tombe  fur  l’axe  FGV,  le  point  E 
fur  le  point  e , le  point  C fur  le  point  A , c’efl-à-dire  lorfque  le  poinçon  C 
décrit  le  fommet  A : car  alors  la  corde  s’étend  de  e vers  A,  de  A elle  re- 
vient vers  K , de  K elle  retourne  vers  A , 6c  de  A elle  revient  encore 
vers  G. 

Ainfi  elle  efl  égale  à e A -+•  AK  -t-  K A ■+•  AG  : mais  AG  = A F,  donc 
la  corde  efl  r A AF  2 AK  , ou  parccque  eA-t-AF  = eF=FE,  la 
corde  eflFE  ■+■  2AK,  f ■+■  2n=f  — z — jz  ■+■  2p.  De  ces  deux  va. 
leurs  de  toute  la  corde  on  tire  p = n ■+■  \z  ■+■  't|  = C K. 

Maintenant  nous  avons  trois  triangles  rectangles  C M K , C MF , C MG. 
En  premier  lieu  les  triangles  CMK  , CMF  donnent  CM1  = CK  ' — 
KAi1  =CF*  — FM*  , xx  ■=  pp  -t-  2 ny  — nn  —zz  ■+■  2 bz  — 2by. 
Vourpp fubflituons  là  valeur  l’équation  fê  réduira  à ±zz  — ^ — 73T"*- 
jbz — nz  — — 2 by  — 2 ny  = 0,  Multipliez  tout  par  -fdd,  divifez par 
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3dd  — iie  — te,  U viendra  zz  -f 

---  — = o.  Après  quoi  fuivant  la  Méthode  de  Part.  3.  Scct.  2.  Art.  3. 17  *' 
prenez  * = £ , * — g = 0 , zz  — 2gz  -t-  gg  = » j 6c. comparez  le 
lècond  terme  de  cette  équation  avec  le  fécond  de  la  precedente  , pour  ç 
mettez  z qui  lui  eft  égale , vous  aurez  * = f h 4iî7±7t- ' ”•  On  prend 
ici  la  valeur  de  z , afin  de  la  comparer  avec  une  autre  valeur  de  * , que 
l’on  va  trouver  ; ôc  alors  il  ne  reliera  que  » d’inconnue. 

En  lècond  lieu  les  triangles  CK  M,  C MG  donnent  CM1  = cÂ*  — 
KM1  =CGl  — G~MX  ; xx  — pp  -h  2 n y — n n = ‘-3-“  — 2 b y. 

Mettez  pour  pp  là  valeur  , vous  ferez  ±zz  -b  ’-jf  — l‘cJr:  -+-  nz 

-t-  -b  2 ny  — 2 by  = 0.  Multipliez  tout  par  +d  d , divilèz  tout  par  d d 
-t-  2df  — sce  , il  y aura  z,  z + sdJny  - g bdiy  _ 

O.  Prenez  encore  zz  — 2 g z g g = 0 , & les  féconds  termes , qui  doi- 
vent être  comparez  donneront  z ~ +hi-'e  - ’ "♦ 

Vous  avez  donc  deux  valeurs  de  6c  en  les  comparant  enlèmblc  vous 
trouverez  n = = AK. 


On  peut  donc  d’abord  déterminer  le  point  K , en  fit i Tant , 2d-b  2e  • 
b::d—e:  = AK.  Enfuite  F K eft  FA  -t-  AK  , b -f-  . 

GK  = C-14  — AK  y b — *^*1  , ces  deux  valeurs  de  FK  6c  G K 
le  reduilent  À j d -b  c,  d -t-  je.  Ainfi  , comme  on  l’a  montré  n.  z. 
FK  : G K : : j d -b  e ; d -f-  j e -,  c’eft  pourquoi  fi  l’on  partageoit  F G , 2 b 
en  deux  parties , de  forte  que  celle  qui  commcnceroit  en  F fut  à l’autre 
comme  3 d -b  e eh  \ d -b  3 e , le  point  de  la  divifion  lèroit  encore  le  point 
cherché  K. 

De  plus  F K eft  // , F G eft  2 b = , Ces  deux  valeurs  fc 

reduilent  a.  3 d -b  e , 4 d -b  4e.  Si  l’on  fait  donc  4 d ■+•  4e  : 3 d -f-  e : : 
F G : FK,  on  fixera  encore  le  point  K.  Après  cela  il  faut  divilcr  F G en 
L,  de  forte  que  FL:  LG:  d : e.  Nommez  FL , v jLGlèraFG  — FL, 

2 b — v s ôc  la  fuppofition  donne , FL , v:  LG , 2 b v : : d : e ; v = 

= ce  qui  fournit  cette  Analogie,  d -b  e:  d::  FG,  2b:  FL 
— — t~+tï  » ce  qui  détermine  le  point  L.  Après  quoi  fi  vous  faites  reflexion, 
que  fi  de  FL  , j -J-t  vous  fouftrayez  F A,  b -,  le  refte  AL  ch  b-44+h,' , 
qui  eft  double  de  A K , : vous  comprendrez  donc  pourquoi  M. 

Defcartes  dans  la  defeription  qu’il  donne  de  l’Ovale  A CV  avec  une  corde, 
ordonne  de  divifer  F G en  L de  forte  que  FL  foit  à L G,  comme  d eft 
a r j de  divilcr  enfoite  A L en  deux  parties  égales  au  point  K , 6c  de  faire 
tourner  la  corde  autour  du  point  K. 

On  peut  aulfi  à prelcqj  rendre  raifon  , pourquoi  M.  Defoartes  dit  que 
toute  la  corde  eft  G A -+-  A L -t-  FF  — A F.  Car  puifque  Fig.  178.  FA 
&c  G A font  fuppofées  égales , toute  la  corde  eh  AL -b  FE,  ou  AL  -b 
Fe  : pareequ  on  foppole  F e = F E -,  ou  2 A K -b  F e , parccque  A L eft 
double  de^Kj  ou  ^ A K -y-  e A + A G , parccque  cA  -+-  A G eft  égale  à 
(A  •+•  AF,  ou  à cF.  y y ÿ 
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Or  on  a déjà  fait  voir  , que  la  Règle  FE  étant  dans  la  pofition  Fe  , Se 
fur  l’axe  FGF",  le  point  C Se  le  ftilet  C lbnt  fur  A -,  Se  qu’alors  la  corde 
va  de  r en  A , de  A en  K , de  K en  A , de  A en  G -,  Se  que  par  confisquent 
elle  cft  e A ■+■  2 A K ■+■  A G. 

On  trouvera  de  la  même  façon  ce  point  K , quelque  raifon  que  AF  ait 
avec  A G -,  comme  fi  elle  étoit , double  , foudouble  , triple , Sic.  Mais  la 
raifon  de  AL  à.  AK  changera  à mefure  qu’on  trouvera  differentes  valeurs 
de  FL  , AL , AK , Sec.  Si  en  confcrvant  la  même  longueur  de  la  corde, 
on  failoit  tourner  la  Réglé  autour  du  point  A , Se  que  FA  fut  nulle  , on 
trouverait  pour  A K une  valeur  négative , qui  marquerait , que  le  point 
K ferait  au  dehors  de  l’Ovale  du  côté  de  F- 

VII. 

i°  Vous  avez  Fig.  180.  181.  iSî.  183.  1S4.  différentes  Ovales  du  pre- 
mier genre.  L’Ovale  de  Fig.  1 80.  fuppolé  la  railbn  de  A < à A 6 , Se  celle 
de  FA  à AG  , telles  qu’elles  font  Fig.  179.  174.  150.  de  M.  Delcartcs. 
L’Ovale  de  Fig.  1 g 1 . fuppolé  A F = A G , 8c  A t .-  A 6 ; : 3 : 2.  L’Ovale 
de  Fig.  1 8 1 . fuppolé  AF=  ~ AG  , & A s : A 6 : : 2 : r.  L’Ovale  de  Fig. 

183.  fuppolé  A F = 2 A G y Se  A s : Ad::  2:1.  L’Ovale  de  Fig.  1 84. 
fuppolé  le  point  F fur  le  point  A , Se  A s : Ad  : : 3 : 2 . ou  d : e.  Dans 
cette  derniere  clpccc  d’Ovales  les  rayons  ne  partent  que  des  points  A , G ■>  • 

ainfi  aucun  ne  tombe  lùr  la  convexité  AC  -,  Se  l’Ovale  n’cft  pas  propre  à la 
réfraction  ; mais  à la  réflexion  feulement , ou  des  rayons  qui  partent  du 
point  donne  A pour  lé  réfléchir  en  G , ou  de  ceux  qui  partent  du  point  G 

Eour  lé  réfléchir  au  point  A , apres  être  tombez  fur  la  concavité  ACV. 

,’on  demande  que  le  miroir  foit  de  meme  matière  que  ceux  de  Fig.  1 8c. 

Voici  l’équation  de  l’Ovale  , Fig.  184. 

Puilquc  AF  cft  nulle  , l’exccz  de  FC  lùr  FA  efl:  FC  , z ; GC , v s Se 
l’on  aura  GC,  en  faifant  d:  e: : z:  GF  — GC , b — v j Se  vz=  b — y 
— GC.  L’on  féra  CMzzzxi  F1W=  y:  GA  = bt  GM— b — y.  Main- 
tenant les  triangles  rectangles  C MF , CAfG  donnent  fcx  — FM 1 -+- 
CM x , z z = y y + **>  S e G C1  GM  ■+•  C A/  * , b b — 2—^  -+•  ~ 

— b b — 2 b y y y -+•  .v  .v.  Mettons  dans  cette  derniere  équation  la  valeur 

de  z Se  de  zz  tirée  de  la  première  équation  , & nous  ferons  j y — '-j'j-  — 
zb  y - h x x — = — T1  ^ »-+-■*  v*  Dont  ks  quarte  z donneront 

une  équation  du  quatrième  degré  comme  n.  3. 

i°  Lorlquc  A s = A 6 , Fig.  1 8 5.  on  décrit  une  ligne  droite  A V.  Car 
par  la  delcription  du  premier  genre  d’Ovalcs  , ^R  =■  AG  -,  par  la  fuppo- 
fition  A d = A s i donc  R 6 = G r . Donc  le  cercle  .f  d décrit  du  cen- 
tre F féra  touché  au  point  s par  le  cercle  décrit  du  centre  G Se  du  rayon 
R if  = Gy,  Ainfi  tous  ces  points  d’attouchement  compoferont  la  droi- 
te A y. 
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Que  fi  Ad  eft  plus  grande  que  A y , Rd  fera  plus  petite  que  G y , éc 
le  cercle  décrit  du  centre  G , du  rayon  R d ne  touchera  pas  même  le  cer- 
cle décrit  du  centre  F , &c  il  ne  lé  décrira  aucune  ligne, 

Article  II. 


Les  proprietez  du  fécond  genre  d' Ovales. 

Nous  fuivrons  l'ordre  qui  u été  gurdé pour  le  premier  genre  d'Ovulet. 

I. 

V Oyez  la  maniéré  de  décrire  le  lècond  genre  d'ovales  , Fig.  17  y.  dans  ïm. 
la  Section  II.  Suppolcz  les  lignes  droites  F 2 , G 2 tirées.  F / , F 2 (ont  ’ 7 ’>• 
égales}  G T , G s ibnt  aulfi  rayons  du  même  cercle  , lequel  rayon  a été  i«7V 
pris  égal  k S d.  Nommons  F A , c } AG  ,b  = AS  -,  A y , z qui  elt  l’ex- 
cez  dont  Fy  ou  Fa  lurpallé  FA.  Ainfi  Fy  — FA  -y-  Ay,c-+-z=F  2. 
Nous  avons  d : e : : A y , z : Ad  , '-^}icSd  = SA-^-Ad,b-^-r-f=: 

G 2 s &c  Ad  — efl:  l’exccz  dont  S d ou  G 2 lurpallé  S A ou  G A.  Et  la 
propriété  du  fécond  genre  d’Ovales , elt  que  * cxccz  dont  Fa  furpallé  FA 
cil  à cxccz  dont  G a furpallé  G A , comme  d cil  à e , puilque  = 
e z.  Dans  la  Figure  1 7 y . on  fuppolé  que  la  raiion  de  d à e eft  celle  du  lînus 
de  l’angle  d’inclinaifon  au  lînus  de  l’angle  rompu  dans  la  réfraction  de  la 
lumière  , qui  entre  de  l’air  dans  le  verre. 

Les  Figures  186.  187.  font  aulfi  du  fécond  genre  , car  elles  ont  été 
décrites  en  fuppofant  que  comme  d eft  à e , ainfi  l’excez  dont  FC  furpallé 
F A c(h  à l’cxccz  dont  G C furpallé  G A.  C’elt  pourquoi  fi  l’on  nomme 
F A , c ÿ GA , b i l’cxcez  dont  FC  furpallé  FA  , z } l’on  aura  FC,.  ( + 
z , fie  de  plus  d : e ::  z : '-f  cxccz  dont  GC  furpallé  GA,  & G C fora 
G A •+■  ’-f  = b ■+•  ‘-f.  Et  les  points  C , C des  Figures  1 86.  187.  répondent 
aux  points  a , a de  Fig.  1 7 j. 

Au  point  C Fig.  1 8 6.  pris  à volonté  tirez  KC  P perpendiculaire  à la 
courbe  Ac  > du  même  point  Cabbailléz  CM  perpendiculaire  fur  A X. 
Nommez  CM,  xi  AM,  y s AP,  vtCP,s.  Vous  aurez  F M=  FA 
■+■  AM , c -t -y  ; MG  = G A — AM  , b — y , MP  = AP  — AM,  v 
— y i FP=  F A AP  , c + v : GP  = AP  — AG  , v — b. 

Dans  le  triangle  rectangle  C MF,  c A/1  ~ ÇF 1 — F M 2 , xx  = zz 
■4-  2 c z — 2cy  — y y.  Dans,  le  triangle  rectangle  CMG,  c~M 2 = CG  1 — 


C Ai'  , xx  = ‘-jj±  ■+■  -h  2 by  — y y.  Donc  2by  2 cy  = zz  -y. 

(Ht  zbc  x.  . . iii'z.  + zcj  d t — fftt  — sb'd  xx. 

2cz -Ji j—  > y — 


valeur  de  y dans  l’équation  zrs . 

t d d 1. 1.  ri^t  + rtitt  -t-  xbedex 


...  ..  -.  Mettez  cette 

zbdi  •+■  zc  d d 

-t - 2cz  — 2cy  — yy  — xx  , vous  fores 

idd+< e/ yy~ x*g  Prcmicrc valeHr dc  * x- 

Enfuite  dans  le  triangle  rçétangle  CMP  , c F*  — F AF1  = CM 1 , Jf — 

Yy  üj 
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i >v->r  2 vj  — yy  = xX'  Subftitucz  encore  pour  y fa  valeur  trouvée  un  peu 
auparavant , vous  aurez  une  féconde  valeur  de  x x que  vous  comparerez 
avec  la  première,  & vous  arrangerez  tous  les  termes  des  deux  équations  du 
même  côté  de  cette  maniéré  a z.  2bcddi  tbedez  •*. 

b d d (T  c d d ff, — bd  dw  — c ddvv Q dv-~  exv  — 

bd  d — c e e 

Comparez  encore  le  fécond  terme  de  cette  équation  avec  le  fécond  ter- 
me de  l’équation  zz  — ifz  o > mettez  z pour/,  & vous  trouverez 

^ bc  dd  -4 -bcde-hbddz.-4-eeez, 

edd  — bdt  + ddx.  — ce  x.  * 

I I. 


Fie. 

» «4. 


Nous  ferons  la  démonftration  fur  la  partie  convexe  AC  de  Fig.  1 86.  qui 
eftlamême  que  la  partie  convexe  A 2 de  Fig.  175. 

On  fuppofe  ici  tout  ce  qui  cft  au  commencement  de  n.  z.  Art.  1 . On  dé- 
montrera comme  là , i°  que  P Q = CMy.  FP  ; 2*  que  P N = C MxGP 


CF  CG 

dans  les  triangles  équiangles  PNG  , C MG  , qui  ont  les  angles  PNG, 
CMG  droits  , & les  angles  PGN  , CGM  égaux  j 30  que  P£e(làPW 
commet  à e,  fi  GCx  FP  cfkk  CFx  G P comm  edke.  4*  C’eft  ce  qui 
fé  prouve  ainfi , FPeftt  + v,  GC  effc  b •+■  on  aura  donc  aifément  la 
valeur  de  FP  X CG  ; GPelli/  — b,  CFeftr-4-JS  , on  aura  donc  éga- 
lement la  valeur  de  G P X C F.  Or  la  valeur  de  FPxCG  étant  divifée 


par  d , & la  valeur  de  G P x C F étant  divifée  par  e , les  deux  quotiens  font 
parfaitement  la  même  quantité  '*  + **<>*■+ <-<*  dx.  + ben  + ■+■ 

r * edd  ~b  di -b  ddx  — t tt. 

Donc  d:  e:  : FPxCG  : GPx  CF:  : PQ_:  P N. 


I I I. 

De  là  il  fuit , que  fi  l’on  fait  un  miroir  concave  AC  d’une  matière  , qui 
reflécliiite  tellement  les  rayons  de  lumière  , que  le  finus  de  l’angle  d’incli- 
naifon  foit  au  finus  de  l’angle  réfléchi , comme  e eft  à d -,  & que  G C foit 
un  rayon  d’incidence  fur  ce  miroir  , GCP  l'angle  d’inclinaifon  , dont  P N 
eft  le  finus  : il  fuit , dis-je  , que  C Q_  fora  le  rayon  réfléchi , P C£>  l’angle 
réfléchi , dont  P 2,  cft  le  finus , car  on  aura  e:  d : P N : P Q.  Ainfi  com- 
me la  droite  CQ_  n’eft  autre  chofé  , que  la  droite  F C prolongée  -,  le  rayon 
G C tombant  fur  le  miroir  concave  AC  , fe  réfléchira  en  C£,  de  forte  que 
ce  rayon  réfléchi  femblera  venir  du  point  F , c’eft  ce  que  M.  Descar- 
tes allure  dans  fa  Geometrie. 

Au  contraire  fi  la  matière  du  miroir  concave  AC  reflechiffoit  tellement 
les  rayons  de  lumière  , que  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon  fut  au  finus  de 
l’angle  réfléchi  , comme  d h e ■.  le  rayon  Q_C  tombant  fur  ce  miroir,  fé 
réfléchirait  en  G : mais  la  furface  convexe  ne  peut  point  fervir  à la  rcfrac- 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Lb.  II.  3 5 c> 

tion  telle , qu’on  la  cherche  ici , ou  l’on  veut  que  le  rayon  d’incidence  FC 
qui  eft  dans  l’air  , & qui  vient  du  point  donné  F , fe  rompe  tellement  au 
point  C en  entrant  dans  le  verre , qu’il  aille  au  point  donné  G.  En  effet 
FC  doit  par  la  réfraction  , qu’il  fouffre  au  point  C , s’approcher  de  la  per- 
pendiculaire CP  , & demeurer  dans  l’angle  PCQ  j il  n'ira  donc  jamais  par 
la  ligne  C G. 

I V. 

Venons  à la  partie  XC  , Fig.  i S7.  qui  eft  la  meme  que  la  partie  X2,tta. 
Fig.  17  j.  M.  Descartes  dit  quelle  fert  aux  réfractions , S c que  les  »*7« 
rayons,  quittant  dans  l’air  comme  LC,  tendent  vers  F,  fe  détournent 
vers  G en  traverfànt  la  fupcrficie  convexe  X c* 

Menez  PC  K perpendiculaire  fur  la  courbe  XC,  P Q_  fur  le  rayon  d’inci- 
dence LCF,  P N furie  rayon  rompu  CG.  Parla  Sect.  i.  LCK  eft  l’angle 
d’inclinaifon , égal  à l’angle  PCF;  P C G eft  l’angle  rompu  : & par  la  défi- 
nition du  finus  droit , P £ ëft  le  finus  de  l’angle  PCF  , ou  de  Ion  égal 
LCK  angle  d’inclinailon  j P N eft  le  finus  de  l’angle  rompu  P CG.  Ce 
qui  fè  connoît , après  avoir  décrit  l’arc  P B du  centre  C , & du  rayon  CP. 

Vous  démontrerez  que  Fig.  187.  comme  Fig,  186.  n.  1.  P Q:  P N:: 
d : e.  Car  les  mêmes  triangles  font  encore  ici  (èmblables,  & les  quantitez, 
qui  fervent  au  calcul , font  aufli  les  mêmes  : excepté  que  G M , qui  étoit 
b — y , eft  ici  AM  — AG  , y — b -,  &iP  M , qui  étoit  V — y , eft  ici  . 
AM  — AP  , y — v.  Mais  pareeque  ces  diverfes  quantitez  ont  les  mêmes 
quarrez  , il  n’y  a aucune  différence  dans  le  calcul. 

C’eft  pourquoi , puifque  comme  d:  e:  : P Q:  P N ; & que  la  raifon  de  d 
à e exprime  celle  que  doit  avoir  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon  au  finus  de 
l’angle  rompu  dans  la  refraction  d’un  rayon  , qui  de  l’air  entre  dans  le  verre  : 
le  rayon  d’incidence  LC , qui  eft  dans  l’air  , &qui  tend  versF,  aura  pour 
angle  d’inclinaifon  LCK,  dont  le  finus  eft  PQ_,  pour  rayon  rompu  C G, 

& pour  angle  rompu  P CG,  dont  le  linus  cftPW,  afin  que  les  loix  de  la 
refraction  foient  gardées. 

Et  pareeque  la  refraction  eft  réciproque  , le  rayon  G C , qui  viendroit  du 
point  G dans  le  verre  X C A , fc  romproit  en  fortant  dans  l’air  , pour  aller 
en  CL,  comme  s’il  venoit  du  point  F en  droite  ligne.  De  plus  le  rayon 
IC  qui  eft  dans  le  verre  , Sc  qui  tend  vers  G , fè  rompra  dans  l’air  en  CF: 
parccqu’alors  P N finus  de  l’angle  P C G , ou  de  l’angle  d’inclinaifbn  IC  K 
eft  à P Q.  finus  de  l’angle  rompu  PCF-,  comme  e à d ; comme  il  doit  arri- 
ver lorfque  le  rayon  paflè  du  verre  dans  l’air. 

Et  réciproquement  le  rayon  F C qui  eft  dans  l’air , fè  rompra  en  CI  dans 
le  verre  , comme  s’il  venoit  du  point  G. 

Maintenant  que  le  miroir  concave  X C foit  d’une  matière,  qui  reflêchiflè 
les  rayons  de  lumière  , de  forte  que  la  raifon  du  finus  de  l’angle  d’inclinai- 
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fon  au  finus  de  l’angle  réfléchi  Toit  celle  de  d à t : le  rayon  F C , qui  (croit 
tout  dans  l’air  , ou  tout  dans  le  verre,  & qui  tomberait  fur  ce  miroir  XC, 
fe réfléchirait  en  CG.  Car  en  ce  cas  FC  cft  le  rayon  d’incidence  , CG  le 
rayon  réfléchi  , FCP  l’angle  d’incidence  , dont  le  finus  cft  P Q_  > GCP 
l’angle  réfléchi  , dont  P N cft  le  finus. 

y. 

En  fuivant  n.  j.  Art.  t.  vous  trouverez  que  l’Ovale  A C Fig.  187.  eft  du 
quatrième  degré.  Les  triangles  & les  valeurs  des  quantitez  dont  on  fe  fêrt, 
(ont  les  mêmes , excepte  que  C G cil  ici  b -h  j étant  AG  — AF  = r , 
d—  j -,  e = 2.  L’équation  eft  y*  — y*  -+-  zSyy  -+-  zxxyy  — ±f-y  — 

^T-VAT  J->r  rjXX  -h  AT4  = 0. 

VI. 

On  n’a  auflî  qu’à  fuivre  n.  C.  Art.  i.  pour  trouver  une  maniéré  de  dé- 
fi». crire  l’Ovale  du  (econd  genre.  La  Réglé  FE  , Fig.  186.  tourne  auflî  autour 
xU-  du  point  donné  F , la  corde  cft  attachée  à l’extrémité  E de  la  Réglé,  &C 
au  point  donné  G ; S:  elle  le  replie  autour  du  point  K.  La  longueur  de 
La  Réglé  eft  arbitraire  , la  longueur  de  la  corde  eftEF  — AF  ■+•  2 AK 
A G.  Si  l’on  fuppofe  AF  = AG  , on  déterminera  le  point  K , en  faifant 

* j*  bd1  d de  — b de  e — be*  * , 

" zi'  — 2 d d c — idrt+ic1' 

VII. 

1*.  Dans  ce  genre  d’Ovales , AG  eft  b , G C eft  4 + j j ainlî  G C cft 
toujours  plus  grande  que  GAi  ce  qui  fait , que  le  point  A rentre  : il  rentre 
fcnfiblcmcnt , lorlque  A G eft  beaucoup  plus  grande  que  A F , & encore 
plus  lorlque  les  points  A , F lont  l’un  lur  l’autre.  Ce  qui  donne  a 1 Ovale 
une  figure  de  coeur  , comme  Fig.  188.  dans  laquelle  on  trouve  les  memes 
reflexions  &c  les  mêmes  réfractions  que  Fig.  186.  187. 
fie.  2*.  Si  la  raifon  de  A F à A G , Fig.  1 8 9.  eft  la  même  que  celle  de  A s 
à A 6 ou  fi  AFcûd,  AG  , e 5 au  lieu  d’une  Ovale  on  décrira  un  cercle. 
Ce  qui  le  démontre  de  cette  façon. 

FCferad-4-*}GC,e-+-ÿj  C M , .v  ; AM,  y s FMz=F  A + AM, 
d ■+■  y ; GM  = AM  — AG  , y — e.  ^ 

Dans  les  triangles  rectangles  FCM , /c1  = FM1  ■+■  CM * , dd 
2 dz  -t-  zx  z=  dd  2 dy  -*-yy  xx  -,  z — — d -y-  V d d -t-  zdy-*-yy 
x~x,zz  =z  2 dd  2 dy  -h  yy  -+•  xx  — zdV  d d -t-  2 dy  -<ryy  -t-.v  v. 

Dans  le  triangle  rectangle  GCM,  gTc * = (7 Ml  ■+■  CM*  < ■+■  ~F 

= y y — 2 e y ->r  xx.  Subîtituezà  la  place  de  zz  & des  leur  valeur,  qu  on 
vient  de  trouver  ; il  viendra  y y ~ 2J  = — xx>  équation  à un 

cercle  , dont  le  rayon  cft  ^-3  J F/,' , comme  on  le  connoitra  par  la  réduc- 
tion , dont  on  lé  lert  dans  les  lieux  Géométriques. 

Dans 
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Dans  le  cercle  on  trouvera  les  mêmes  reflexions  & les  memes  refradions 
que  n.  3 . 4.  Bien  plus  , comme  tous  les  cercles  ont  les  mêmes  proprietez, 
ils  auront  tous  deux  points  fur  leurs  diamètres  , dont  les  effets  feront  les 
mêmes  , que  ceux  des  points  F,  G de  Fig.  185».  pourveu  que  ces  points 
avent  le  meme  rapport  avec  le  rayon.  Soit  donc  /le  rayon  d’un  cercle  quel- 
conque , &|  fàifons  comme  rayon  du  cercle  de  Fig.  189.  eft  à / 

^jon  d'un  autre  cercle  : ainfi  AF,  d pris  fur  le  diamètre  de  Fig.  1S9.  eft 
à —,A  F doit  ôtre  pris  fur  le  rayon  du  nouveau  cercle.  Et 

comme  rayon  du  cercle  de  Fig.  1 89.  efl:  à f rayon  de  cet  autre 

cercle  : ainfl  AG  , e pris  fur  le  diamètre  de  Fig.  189.  efl  à i-fÇ=re^I 

A G qui  doit  être  pris  fur  le  diamètre  du  nouveau  cercle.  C’efl  pourquoi 
dans  quelque  cercle  que  ce  foit  , fi  l’on  prend  fur  fon  diamètre  AF=s 
A G = j les  points  F & G ainfl  déterminez  auront  les 

mêmes  proprietez  par  rapport  à la  reflexion  &c  à la  réfraction, que  les  points 
F,  G de  rie.  189.  ^ 

30.  Lorfque  Fig.  1 90.  A y — A 6 , & que  A F n’cft  pas  égale  à Ag,  au 
lieu  d’une  Ovale  du  fécond  genre , on  décrit  une  hyperbole.  I,a* 

Soit  F A , c > G A SA , b s As  A 6 , z > on  aura  F C F $ — ■ 

FA  ■+■  A s > c -y-  z > G C — S 6 = S A -+•  A S , b -f-  z,  Soit  encore  C M, 
xi  AM,  y s on  aura  FM  = FA  — AM,  c — y i G M — g A -h  A M, 
b -f-  y.  . 

Dans  les  triangles  rectangles  CM  F,  CMG  , FC* — FM1  = CMl 
2CZ.+  zz.+  2cy  — yy  = xx  -,  & GC*  — GM * = CM*  , jic+ss 
• — aby  — yy  =rx.  Donc  b z — cz  = by  ■+■  cy;  z = } y __ 

~l~~  —•  On  fubfHtucra  cette  valeur  de  z fie  celle  de  zz  dans  la~ première 

équation  2cz  zz  ■+■  zcy  — y y = xx  j il  vient  y y -+-  by  cy  — 

tjyx  — zb'X'X  + ccxx  ^ équation  à l’hyperbole  rapportée  à fes  diamètres, 

dont  l’axe  déterminé  LA  efl  b — c — GA  — AF—  GA  GL , ainfl 

GL  — AF  -,  le  paramétré  efl  j les  foyers  G , & F ; les  fommets 
A,  L. 

Une  propriété  de  l’hyperbole , c’efl  que  l’axe  déterminé  LA  efr  égal  à 
GC  — CF,  c’eft-à-dire  à la  différence  des  lignes  G C , FC  tirées  des  foyers 

à un  point  quelconque  C.  En  effet  GC  — CF=  b -h  z — c z — b 

— c — LA. 


Une  autre  propriété  de  l’hyperbole  eft  que  Figure  19 1.  un  rayon  quel-  F,s’ 
conque  NC  qui  tombe  fur  la  concavité  C A , & qui  tend  au  foyer  G , fe  re-  ,l’ 
fléchit  à l’autre  foyer  F.  Ce  qui  doit  arriver,  fi  CP  étant  perpendiculaire 
fur  la  courbe  AC , ou  fur  fa.  tangente  bCd,  l’angle  NCb  d’incidence  efl 
égal  a l’angle  FCd  de  reflexion  j & ces  deux  angles  féront  égaux  , fi  les 
deux  PCN,  PCFlefont.  Il  faut  donc  prouver  que  les  angles  PCN,  P CF 
font  égaux , ou  ce  qui  eft  le  même  , que  leurs  finus  P N , FQ_  le  font 
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On  a trouvé ^ fdLlt  mettrc  cette  valeur  dans  ts+  2cz 
-h  2 cy  —yy  z=zxx  , pour  faire  as  —yy  = xx. 

On  a , comme  auparavant , dans  le  triangle  rcâangle  C MP  , jf — vv 
■Jr  2 vy  — y y — xx  , où  l’on  mettra  aufli  la  valeur  de  y , & ce  fora 
— 5-^7 — ; ; y J = XX.  Il  faut  comparer  ces  deux 


valeurs  Ae  xx ,zz 


-4 - + b ex.  — 2 b vx.  z eux.  — b JT — r/T-+-  bvv  + c vu 

TT 


= o i dont 


le  fécond  terme  fé  comparera  avec  le  fécond  de  z z — 2g  z -+-  g g = o . &c 
l’on  trouvera  A P , v = L-T—~ê  fuivant  Art.  i.  n.  i.  il  fuffit 

de  démontrer  CGxFP  = CFxGP,  pour  conclurre  P Q = P N , pour 
cela  multipliez  CG  , t + z par  FP  y v — c&GP,-in-£par  CF,  c -4- 
* , & vous  verrez  que  les  deux  produits  font  compoféz  des  memes  termes 
avec  les  mêmes  fignes.  C’cft  pourquoi  tous  les  rayons  N C qui  tombent  fur 
la  fuperficie  convexe  A C , 6c  qui  tendent  au  foyer  G , fe  réunifient  au 
foyer  F,  &*un  miroir  hyperbolique  eft  un  miroir  ardent  par  reflexion. 

4®.  Lorfquc  Fig.  191.  As  — A 6 , & A F = AG  = AS  : on  a F y 
= S 6 , & par  confequcnt  F C — G Ci  & les  points  F,  G font  toûjours 
également  éloignez  des  points  C , qui  compoferont  la  droite  A C , laquelle  * 
eft  perpendiculaire  for  F G. 

Mais  fi  étant  A s = A 6 , le  point  F eft  le  même  que  le  point  A , Fig.. 

1 93.  on  décrira  la  droite  AI  j car  c’eft  formelle  , que  fé  couperont  les  cer- 
cles , dont  le  centre  eft  F & le  rayon  FC  , avec  les  cercles  dont  le  centre 
eft  G & le  rayon  S 6 ou  G I : pareeque  A 6 on  AI  eft  l’exccz  dont  S <s  ou 
G I furpafle  A G ou  AS. 

5°.  Après  cela  pofons  Fig.  17 j.  A s plus  petit  que  A 6 , Sc  que  leur  rai- 
fon  eft  celle  de  ta  d-,  l’Ovale  fe  décrira  de  l’autre  côté  de  A , & elle  ren- 
fermera le  point  F,  comme  aux  Figures  194.  195. 

Nommons  Figure  175.  As  , *;  FA  , a AG,  b = SA  s nous  aurons 
Fs  = FA  -4-  As  y c -h  z = F 2 = FC  de  Fig.  194.  195.  nous  aurons 
encore  , Fig.  175.  e:  d : : A s , z:  A 6 , S 6 =z  S A-\-  A S , b 

= G 2 = GC,  Fig.  194. 19  j.  Nommons  encore  Fig.  194.195.  CM,  x »• 
AM,  y -,  AP  , v s P C , s.  Nous  aurons  FM  , c — y ou  y — c s GM  , b 
j ; MP , v — y ou  7 — vs  F P ,v  — a GP,  b ■ *-v.  Apres  avoir  tiré  les 
perpendiculaires  PN,  P Q,  & foppofe  ce  qu’on  a dit.  Art.  1.  n.  1.  il  refte 
à prouver , que  G P X C F;  FP  X G C : : ou  P Nj  PQ‘:  d : e. 

Dans  le  triangle  reétangle  c MF , CFX  — FM * = CMX , 2 cz  -+•  zz 
-F-  2 c y — yy  = xx.  Dans  le  triangle  rcftangle  cMg , CGX  — G Mx  = 
iAîSi  — jby  — y y = x x.  Donc  y = “'■'■i**'-- 


CM 


2t>  e e • 


. Subftituons  cette  valeur  de  y à fa  place  dans  2 c X -4-  zz  -j- 
2CÏ  — yy  — xx  , nous  ferons  V.TTTT. JJ 

5=  XX. 


Dans  le  triangle  rectangle  C MP , CF * — F Mx  = CMl  1 ff — vv- 
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avy  — y y = *x.  Subflituons  encore  ici  la  valeur  de  y , pour 'avoir 

beejr+ceeJT— beiyy  — c e eyv  -*■  d dv  ix.  2b  d tvx.  — M-nt  — zet  rpt 

het  + eee  ) ) — — 

x x,  comparons  ces  deux  valeurs  de  x x , 8c  ordonnons  ainlî  les  termes  z s. 

•«-  2 b de  'v  x.  — 2C  e e *v  x.  — zb  ceez.  — 2bc<Jet-*-beeJf-*-cee  ff — b e t’V'y  — c eew  

dd'v  — €etv  — bee  — edd  ' 

faut  comparer  le  fécond  terme  de  cette  équation  avec  le  fécond  de  * a 

jrz  -4-  v z — <>•  Pour  en  tirer  v = *rddz  *bct.  * tcJ  e 

O oO  " t d e—ct  e * dd  z ~ tez  • 

FP  efl  V — c , multipliez  par  GC , 4 + V‘i  vous  aurez  FP  y.GC } GP 
efl  v ■+■  b , multipliez  par  CF,  c -h  z,  vous  aurez  GP  x CF. 

Si  l’on  divife  FP  x GC  par  e , & GP  x CF  par  J , le  quotient  fera  le 
même  : ainfi  FP  x GC  efl  A GP  x C F , ou  P£  efl  A P N , comme  e 
efl  A d. 


La  partie  convexe  A C , Fig.  1 94.  ne  fért  pas  aux  rcfraélions  qu’on  cher-  F“- 
che  ici  , c’cfl- A-dire  que  le  rayon  G c qui  efl  dans  l’air  8c  qui  tombe  fur  lc‘M' 
-verre  A C , ne  fe  rompra  pas  en  F ; pareeque  pour  s’approcher  de  la  per- 
pendiculaire PC  K , il  doit  fé  rompre  dans  l’angle  PC  N. 

La  panie  concave  AC  férviroit  aux  reflexions  , fi  elle  étoit  compofec 
d’une  matière  qui  fit , que  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifôn  fut  au  finus  de 
l’angle  réfléchi  comme  e A d.  Car  alors  le  rayon  d’incidence  FC  fé  réflé- 
chirait en  C N , comme  s’il  venoit  du  point  G.  Puifque  l’angle  d’inclinai- 
fbn  féroit  FCP  dont  le  finus  efl  P Q_,  8c  l’angle  réfléchi  ferait  PC  N,  dont 
le  finus  efl  P N.  De  même  tous  les  rayons  NC,  qui  tendent  vers  G,  fé 
réfléchiraient  en  C F , fi  la  matière  du  miroir  donnoit  la  raifbn  du  fi- 
nus de  l’angle  d’inclinaifon  PC 2V  au  finus  de  l’angle  réfléchi  PCF, 
comme  Tir. 

Mais  fa  partie  concave  XC  , Figure  x5j.  fervira  aux  refraélions.  Les 
rayons  I C , qui  font  dans  l’air  8c  tendent  au  point  donné  G , fé  rompront  en 
entrant  dans  le  verre  X C . & iront  au  point  donné  F.  Car  P N finus  de 
l’angle  PC  G,  ou  de  l’angle  d’inclinaifon  ICK  = P CG  efl  A P £ finus  de 
l’angle  rompu  PCF-,  comme  d cl l A r.  Au  contraire  les  rayons  L c qui 
féroient  dans  le  verre  IC  K &c  tendraient  au  point  F , fe  romproient  dans 
l’air  XC  A,  & fe  réuniraient  au  point  G:  pareeque  P Q finus  de  l’angle 
P C F ou  de  l'angle  d’indinaifon  LCK  = PCF  ferait  A P N finus  de  l’an- 
gle rompu  P C G , comme  e A d. 

Si  l’on  fait  A G , h:AF , c:  : AS  : As  ::  d : e.  c’efl-A-dirc  , que  A G 
lôit  d i FA , e ; on  décrira  un  cercle. 
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Article  III. 

Les  proprietez  du  trotjîime  genre  £ Ovales .. 


V Oyez  Sed. z . la  manière  de  décrire  le  troifiéme  genre  d’Ovalcs  Fig.  17 6, 
concevez  les  lignes  droites  F g , H 3 tirées.  Les  ligne*  Fs,  Fs  rayons  du 
même  cercle  lont  égales , HT,  H j aulfi  rayons  du  meme  cercle  font  éga- 
les cntr’elles  & à S 6. 

Nommons  FA , c s HA  , b = S A ; A s > qui  eft  l’excez  dont  F f 
ou  Fi  furpaflè  FA  -,  ainfi  Fj  = FA-+-As,  r -t-  ~ = Fj.  De  plus  d: 
e : ; A s , * .*  A 6 , '-f  cxcez  dont  S 6 furpaflè  S A j ainfi  S 6 = S A -h  A F, 
b+'-£  = HT  —H  s.  Et  la  propriété  du  troifiéme  genre  d’Ovalcs  cft, 
que  z cxcez  dont  F s furpaflè  FA  , foit  à '£  cxcez  dont  H s furpaflè  H A 
comme  d eft  à e , puifque  e g,  produit  des  extrêmes  cft  égal  à = ez. 
produit  des  moyennes. 

Les  Figures  196.  197.  font  aufii  des  Ovales  du  troifiéme  genre  : parce- 
qu’ellcs  ont  été  décrites  , en  faifant  que  l’exccz  , dont  FC  furpaflè  FA, 
foit  à l’excez  , dont  H c furpaflè  H A , comme  d à e.  Si  l’on  nomme  donc 
F A , c s HA,  b ,•  l’cxcez  dont  FC  furpaflè  FA,  z.  -,  on  aura  F C = FA 
+ î = «+  îi  on  aura  encore  d : e;:  z,  : ^ cxcez  dont  H C furpaflè  H A, 
& HC  lèia  H A Hr ÿssff- 

Les  points  c ,c  des  Fig.  1 96. 1 97  répondront  aux  points  3,  s de  Fig.  1 76. 

Dans  ces  trois  Figures  on  fuppofe  que  la  raifon  de  d à e cft  celle  du  finiis 
de  l’angle  d’inclinaifon  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  refradion  de  la 
lumière , qui  de  l’air  entre  dans  le  verre. 

Au  point  C , Fig.  1 96.  tirez  CP  perpendiculaire  fur  YC  -,  du  même 
point  C abaiflèz  la  perpendiculaire  CM  fur  A Y.  Nommez  CM , x i A M, 
y,  AP, v-,  CP,  s:  vous  aurez  FM  , y — es  HM  , y — b -,  MP , y 

— v -,  FP,v  — c j HP  ,v — b. 

Dans  le  triangle  rectangle  C MF , c~F*  — Ai  F1  = CM t , 2 cz-t-zz, 

— y y ■+■  2 cy  = x x.  Dans  le  triangle  rectangle  C M H , ~CH*  — 1Ü~H* 

— CM 1 > —J—  -+-  — y y -+•  2 b y — XX.  Donc  JC  Z -t-  zz-f  2cy  = 

Mettez  cette  va. 
ferez  *.*£!*  4*  «- 


• * * 
zb  e g,  et  zz 

d dd 

leur  de  j dans  zz 


, L ..  . ..  2t  £ d z + d d z z — 2I  d e z — t et.  t. 

~°y  > 7 — ~ 


z b d d — 2 c d d 


2 c z 2 cy  — y y — x x 

b d d zi  —'zbedez  — c e e z z.  

JJ  x X* 


vous 


b d d — c d d 

Dans  le  triangle  redançle  CMP 
>v  y — w =.  xx. 


b d d (f — b d d d e d d (f  4-  c d d -v  a-  2 c 


CP*  — PM*=  CM1,  Jf—  y y -K 
Subftituez  encore  la  valeur  de  y , qui  iè  réduit  à 

e H d w -4-  2c  d d v z -f-  d J -v  z t.  — 2 b de  -j  z — e e y z z y y 


b d d — c d d 

z=xx.  La  comparaifon  de  cette  valeur  de  ,v  x avec  la  precedente  donne 
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4-  ic  A d v X.  — zb  dey l — ib  c d d x.  +■  2b  e d e z -+-  b d d Jf — bddyy  — rdd/T  -f-  cddyy 
dd  y — € e y — b d d -+•  te  $ 

z=.  0.  Il  faut  comparer  le  fécond  terme  de  cette  équation  avec  le  fécond 
<1=  «*  - *iK.+gg  =**.*«  «ent  v = c« 
préparations  étant  faites , voici  la  démonflration. 

I L 

On  fuppofe  ici  ce  qui  a été  dit  au  commencement  cle  n.  i.  Art.  r.  il 
relie  à faire  voir  que  PQ  cfl  à PN,  Fig.  1 $6.  ou  que  HCxFP  efl  à Fia. , 
CFx  HP  , comme  d à e.  *»*> 

F P cfl  v — c , HC  efl  £ -t-  ^ , multipliez  les  enfémblc  > HP  efl  v — b, 

C F efl  c ■+■  z , multipliez  les  encore. 

La  première  fomme  Hc  xFP  étant  divifée  par  i , donne  le  même  quo- 
tient que  la  féconde  fomme  cF  X HP  étant  divifée  par  e : donc  d : e :: 
HCXFP : CFx  HP:  ; P£.-  P N. 

. III. 

Soit  le  rayon  L c qui  tombe  de  l’air  fur  la  furface  &nvexc  de  verre  Y c , 
de  forte  que  s'il  ne  fe  détournoit  pas , il  iroit  eu  F:  l’angle  d’inclinaifon 
efl  LC  K = PC  F,  dont  le  finus  efl  P Q_.  Or  dans- la  refraction  de  la  lu- 
mière , qui  entre  de  l’air  dans  le  verre  , il  faut  un  angle  rompu  , dont  le 
finus  foità  P Q_  , comme  e efl  à d : 8c  P N finus  de  l’angle  P CH  cfl  tel  : 
donc  P CH  efl  l’angle  rompu  de  l’angle  d’inclinaifbn  LC  K , 6c  c H le 
rayon  rompu  du  rayon  d’incidence  L C -,  ainfi  le  rayon  L C ira  en  H : de 
même  tous  les  autres  rayons  qui  font  dans  l’air  , 6c  qui  tombent  fur  Y C y 
6c  qui  étant  prolongez  iroient  en  F,  fe  réuniront  après  la  réfraction 
en  H. 

Mutuellement  les  rayons  H C qui  font  dans  le  verre > 6c  qui  partent  du 
point  H , fé  rompront  en  c A en  tombant  fur  la  furface  convexe  de  l’air 
Y C , comme  s’ils  venoient  du  point  F. 

De  plus  fuppofons  que  l’efpace  LIC  efl  du  verre  , 8c  l’efpace  Y C A 
de  l’air. 

Le  rayon  1 C qui  étant  dans  le  verre  tend  vers  H , fé  rompra  fur  la  fur- 
face  YC  de  l’air  , pour  aller  en  F. 

Mutuellement  le  rayon  FC  dans  l’air  fé  rompra  en  CI  dans  le  verre, 
comme  s’il  vtnoit  du  point  H.] 

I V.. 

Dans  l’autre  partie  AC  de  l’Ovale  : Fig.  197.  on  trouve  les  mêmes  va-  Fie. 
leurs  des  quantitez  s excepté  que  M P , qui  étoit  y — v,  cfl  v — y ; MH,' ,7* 
qui  étoit  y — b ,c(ï  b — y}  ce  qui  n’apporte  aucune  différence  au  calcul. 

Les  effets  font  auffi  les  mêmes  ; de  forte  que  toutes  les  Ovales  du  troifiéme 
genre  ne  fervent  qu’à  la  refraélion^dc  la  lumière.  Z 1 iij  * 
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V. 

Suppofons  AF , tr=.  t — FH s A H,  b = 2 ; "l'équation  eft  -j-j  7 4 — 
Vy  •+■  24y-¥ii-  xxyy — xxy — Gxx  -+-  ^x*. 

V L 

Si  l’on  opcrc  comme  n.  G.  Art.  1.  en  fuppofant  que  la  Réglé  FE , Fig. 
157.  dont  la  longueur  eft  arbitraire  , tourne  autour  du  point  F;  <juc  la 
corde  , dont  la  longueur  eft  EF  — A F -t-  2 AK  AH , eft  attachée  aux 

points  £ , H , 8c  qu’elle  le  replie  autour  du  point  K ; & enfin  que  A H eft 
■ 2 AF.  On  trouvera  AK= 

La  figure  d’un  cœur  n’cft  jamais  plus  fonfible  au  point  A , que  lorlquc 
le  point  F tombe  fur  le  point  A. 

Lorfque  la  diftancc  FH,  pig.  198.  eft  fort  petite,  en  comparaifon  de  la 
diftance  FA  , cette  Figure  paraît  moins. 

Lorfque  Fig.  1 o fi*A  s = A 6 , les  cercles  décrits  des  centres  F , H fe 
touchent  & décrivem  une  ligne  droite  A s : parccquc  S G = H /. 

Mais  dès  que  A s fera  plus  petite  que  A 6 , les  cercles  ne  le  toucheront 
& ne  le  couperont  pas. 

Article  IV. 

/ 

Les  proprie  tez  du  quatrième  genre  d’ Ovales ^ 

I. 

Vo  ycz  Sech  z.  Fig.  177.  la  maniéré  de  décrire  les  Ovales  du  quatrième 
genre.  Concevez  les  lignes  droites  F 4 , H 4 tirées.  Les  lignes  Fj  , F 4 
rayons  du  même  cercle  font  égales  > HT,  H 4 aufli  rayons  du  même  cer- 
cle font  égales  entr’ellcs  & à R G.  Nommons  F A , e ; H A , b = R A ; 
A / , z qui  eft  l’exccz  dont  Fs  ou  F 4 furpafle  FA  ; ainfi  Fs  — FA  ■+■ 
As  eft  c ■+■  z,  ; enfuite  d : e : : As,  z : A 6 , ^ , excez  dont  R A furpaf- 
Ce  RG  } ainfi  = RA  — A G , b — ~ = HT  = H 4.  Et  la  propriété  du 
quatrième  genre  eft  que  z excez  dont  F 4 furpafle  F A foit  A '-f  excez 
dont  H A furpafle  H 4 , comme  d eft  à c. 

Les  Ovales,  Fig.  100.  101.  font  aufli  du  quatrième  genre , parcequ’el- 
lcs  ont  été  décrites  en  foppolânt  que  l’excès  dont  FC  lurpaflè  FA  , eft  à 
l’excès  dont  Ha  furpafle  HC , comme  d eft  à e.  C’cft  pourquoi  Ci  l’on 
nomme  Fa, c-,  HA, b-,  l’excez  dont  FC  furpafle  F A , z -,  on  aura  FC 
= FA-i-z=c-hZj  on  aura  aufli  d : e : : z : r-j  excès  dont  H A furpafle 
HC  , & HC  fera  H a — =b  — Les  points  C , Cdcs  Figures  zoo. 
toi,  répondent  donc  aux  points  4,4  de  Figure  177. 
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On  fûppofé  dans  ccs  trois  Figures  que  la  rai  (on  de  d à e eft  la  même,  que 
celle  du  finus  de  l’angle  d'inclinaifbn  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la 
refraétion  de  la  lumière  , qui  pafle  de  l’air  dans  le  verre. 

Du  point  C , Fig.  100.  il  faut  tirer  CP  perpendiculaire  fur  , du 
même  point  C abbaiflér  CM  perpendiculaire  fur  A Z ; nommer  CM,  x i 
AM  ,y  j A P,  v s CP , s.  On  aura  FM,  y — c i HM,  b — y * M P, 


— y 


FP  , v — c , HP , b — v. 


Dans  le  triangle  reélanglc  C MF,  c F*  — M F1  — C M1 , 2 c z-\-  zz 
-t-  2cy  — y y = xx.  Dans  le  triangle  rectangle  C&J  H,  ch  1 — HM1  = 
C~M r‘,  — 2bez •*-  îby — yy  = xx.  Donc  y = 

~ft*— Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  y dans  2 c z ■+■  zz  ■+• 


b d d xx  2 b c d d x.  — ce  ezx.  -f-  zb  c d e x. 

bdd—çdd 


— yy 


« — 2 c d d 

2cj  — JJ=  x x > Pour  avoir 

= X X. 

On  a encore  dans  le  triangle  rc&anglc  PC  M,  cP 1 — PM  * = CM  \ 
JT — w -i - 2 v y — iy=  xx , où  il  faut  encore  fubftituer  la  valeur  de  y, 

p0Ur  faire  fi'-v — eddjT-bcddy'v-j-ddvx.x.-i-  icdd'vx.  — te  vtt-f  zbde'vz. 

l bdd  — c d d 

— y y = x x.  On  comparera  cette  valeur  de  xx  avec  la  precedente  , 6c 
il  viendra  Z ~ 2e  * * v * * t'VK  — zbcddz  — zbc  d e t.  ■+-  b jd (f — b d dw  v — 

/r  4 4y  — cev  — bdd  -t-  cet 

■ ■ ‘ , = o j dont  le  fécond  terme  étant  comparé  avec  le  fécond 

terme  de  l’équation  z z — 2fz  o , donne  v = 


I I. 


Après  avoir  fuppofe  ce  qui  eft  au  commencement  de  n.  i.  Art.  r.  il  faut 
montrer  que  P£eft  à PN , Fig.  îoo.  ou  que  HC  x FP  eft  à HP  x CF,  Ft«; 
comme  d eft  à e.  “*• 

FP  eft  v — c , HC  eft  b — ‘-F  multipliez  les  enfémblc  j CF  eft  c 4-  z,, 
HP  eft  b — v , multipliez  les  encore. 

La  valeur  de  HC  y.  F P divifée  par  d donne  le  même  quotient  que 
HP  X CF  divifee  par  c : ainfi  d:  e:  HCyFP : HP  X C F::  PQ.PN.. 

I I I. 

Si  l’on  avoitun  miroir  d’une  matière  , qui  fît  que  le  finus  P Q_  de  l’angle- 
d’inclinaifbn  P C F fut  d P N finus  de  l’angle  réfléchi  P CH  ; comme  d à.. 
e : tous  les  rayons  F C qui  viendroient  du  point  F , 6c  tomberoient  fur  la> 
concavité  AC  -,  fe  reflêchiroient  tous  au  point  H. 

Si  au  contraire  la  matière  de  ce  miroir  faifoit  que  le  finus  P N dé  l’an- 
gle d’inclinaifbn  H CP  fût  à P £?  finus  de  l’angle  réfléchi  P CF , comme  & 
a d:  tous  les  rayons  d’incidence  HC,  qui  viendroient  du  point  H.,  fe: 
reflechiroient  en  F,  après  être  tombez,  fur  la  concavité  AC. 
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On  n’a  point  ici  de  réfraction  telle  qu'on  la  cherche  : car  le  rayon  I C 
qui  (croit  dans  l’air  & tomberait  fur  la  convexité  A C du  verre  A C Z,  de- 
vrait Ce  rompre  dans  l’angle  H C P , pour  s’approcher  de  la  perpendiculaire 
CP  ; ainfi  les  rayons  IC  qui  tendent  vers  le  point  donné  H , ne  fe  réuni- 
raient pas  à l’autre  point  donné  F,  comme  on  le  demande. 

I V. 

Au  point  C de  l’autre  partie  Z C , Figure  îoi.  on  trouvera  les  mêmes 
proprictez , qu’au  point  c de  la  partie  AC , Fig.  zoo. 

V. 

En  fuivant  n.  j.  Art.  i.  l’équation  de  l’Ovale  du  quatrième  genre , dont 
AF=  i = \ AHcCt  -H  y*  — ^y  ' -t-  43  J J — 24  y — ^-xxy  -+- 
xxyy—  6 xx  ■+•  -J-J  x*  = 0. 

V I. 

Si  vous  fuivez  auflî  n.  6.  Art.  1 . en  fuppofànt  la  Règle  , qui  tourne  autour 
du  point  F,  d’une  longueur  arbitraire  > 6c  la  corde  , qui  cft  attachée  au 
point  H 8c  à l’extremite  E de  la  Réglé  , 6c  Ce  replie  autour  du  point  K , 
égale  A EA-+-2AK.-+-AH-,  en  fuppofant  encore  A F = \ AH  , 6c  le 
point  K entre  F & H ; vous  aurez  aK  = 1 * ' 7 ' +-2ÏJ ' 1 +..* f-i’  va- 

leur  négative.  Ainfi  le  point  K doit  être  pris  de  l'autre  côte  de  A , en  de- 
hors  de  l’Ovale. 

VIL 

i*.  Soit  A}  = A i , Fig.  101.  le  point  F fur  le  point  A.  Du  centre  F 
décrivez  par  le  point  s un  cercle  qui  paflèra  par  les  points  mais 

AH  = A R , 8c  A 6 = A z : donc  R 6 ■=.  H Z j & le  cercle  décrit  du 
centre  H , 6c  du  rayon  R i , touchera  le  premier  cercle  au  point  Z j 6c  l’on 
décrira  la  ligne  droite  A Z. 

z*.  Mais  étant  A s = A 6 , & le  point  F leparé  du  point  A,  Fig.  103. 
on  décrit  une  ellipfè. 

Nommons  AF , c -,  AH  , b = A R -,  A s = A i , z.  -,  du  centre  F dé- 
crivons le  cercle  s C , nous  aurons  FC=Fj  = FA-hAs , <-+-*>  du 
centre  H 6c  du  rayon  R i , décrivons  le  cercle  CL  , nous  aurons  HC  = 
Ri  — A R — Ai,  b — & -,  fur  le  point  C de  la  courbe  A CZ  ainfi  dé- 
crite tirez  CP  perpendiculaire  fur  ccttccourbc  , &du  point  C abaiflèz  CM 
perpendiculaire  à Z A.  Nommons  encore  CM,  x •,  AM , y,  AP,  v, 
PC,  ss  nous  aurons  FM  — A M — AF , y — c ; HM—  AH  — AM, 
b— y;  MP  =z  AP  — [AM,  v — y i FP  —AP  — AF,  v — t , HP  = 
AH  — AP,  b—  v. 

Main 
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Maintenant  dans  les  triangles  rectangles  C M F,  CMH  ; ~cf * — Ymx 

— CM1  , s*+ 2cy  — yy  — x x.  CH * — H~M  * — , zi 

— 2 b z->r  2 by  — — .r*;  donc  2 cz-\-  2cy  =.  — 2 b z,-+-  2 b y ; z,  — 

j y = — Et  cette  valeur  de  ^ étant  mile 


*CJ  - **  ’ ü - --tTf-  + ^ - 

37  = as  * , qui  le  réduit  à h-bxx  + 2bcx^xy  cexx  = by  + c y — 7 7 , lieu  à 

l’cllipfo  : dont  l’axe , comme.on  le  peut  connoître  par  la  réduction  propre 
des  lieux  Géométriques  , cil  b -+•  c z=zAH  -+-  A F = A Z , donc  HZ  = 
A F.  Son  paramétré  elt  stp- , les  Ibmmcts  (ont  A , Z -,  lès  foyers  F , H. 

Une  propriété  de  l'elliplc  elt  que  deux  lignes  FC,  HC  tirées  des  foyers 
F,  H fur  un  point  quelconque  C de  la  ligne  elliptique,  font  enfemble  éga- 
lés à l’axe  A Z.  C’clt  ce  qui  lè  voit  ici , car  FC,c-+-a-f-HC,  b — z=z 
A Z , b ■+•  c. 


dans  a a -t-  2 cz 


Une  autre  propriété  de  l’elliplê  elt  qu’un  rayon  quelconque  FC  de  lu- 
mière , qui  part  de  l’un  des  foyers  F & qui  tombe  fur  la  concavité  de  l’el- 
liplê lè  réfléchit  A l’autre  foyer  H.  Ce  qui  doit  arriver  , fi  P C étant  per- 
pendiculaire fur  l’elliplê , ou  fur  là  tangente  b c d , l’angle  d’incidence 
F C d elt  égal  à l’angle  de  reflexion  H C b ; fie  ces  deux  angles  for'ont  égaux, 
fi  les  deux  PCF,PCH  le  font.  Il  relie  donc  à prouver  que  les  angles  PCF, 

P CH  font  égaux  , ou  ce  qui  revient  au  meme  , que  les  perpendiculaires 
P N , qui  font  leurs  finus , font  égales. 

On  vient  de  trouver  y = k cb - ; lubltituez  cette  valeur  dans  s:  + 
2cz  -4-  2 cy  — y y — x x j vous  ferez  * T — yy  = xx.  Le 

triangle  rectangle  PC  M , vous  donne  à l’ordinaire  jf — z>  v 2 vy  — y y 
— x x , &:  la  lubllitution  de  la  même  valeur  de  y , b-^~  ~ b~——f  -t 

— — ±-ac—  — y y — x x,  La  comparaifon  de  ces  deux  valeurs  de  x-x  pro- 
duit l’équation  -c  * * + h c*  ~ lb  *■?-  “ v * b™  - ‘ * » _ Dont 

vous  comparerez  le  lêcond  terme  avec  le  fécond  de  zz  — zfz  -+-  jf=  0 , 
pour  avoir  AP  , v — -c*b^CK. 

On  prouve  que  P Q_  = P N , fi  l’on  fait  voir,  félon  ce  qui  a été  explique 
Art.  1.  n.  a.  que  CHx  FP=  CFx  HP.  OrFPell  v — c.  Multipliez  par 
CH,  b — z,  HP  cil  b — v } multipliez  par  CF,  c -t-  z.,  les  deux  produits 
lèront  égaux. 

3°.  Soit  A 1 moindre  que  A 6,  Fig.104.  & e:  d ; : A /,  z .•  AC , if  } FC  r“» 
= F/  = F A -h  A S,c+  z,HC=zR6=RA  — A*  ,b  — ^.Ondé.10* 
crira  encore  une  ovale  du  quatrième  genre.  Soit  CM,  x -,  AM,  y,  CP,  si 
A P , v ; on  aura  F M ■=.  AF  — A M,  c — y ; H M =HA — AM  , b — 
y,  PM=  AP—  AM  , v—  y,  F P = A P — AF , v — c ; HP  — 
HA  — AP  , b — v ÿ on  trouvera  de  la  même  maniéré  qu’auparavant  la 
valeur  de  v. 

Aaa 
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Suivant  ce  qui  a été  dit , Art.  i.  n.  z.  on  aura  P Q:  P N : : e : d,  Ci 
l’on  a F P y.  H C : H P y.  C F : : e : d.  Le  rayon  FC  fe  réfléchira  en  C H, 
fuppofé  que  le  miroir  AC  Z foit  compofé  d’une  matière,  qui  faflè  que  dans 
la  reflexion  de  la  lumière  P £>  foit  à P N comme  e à d ; multipliez  en  effet 
P F par  H C , 5c  HP  par  C F , vous  aurez  le  même  quotient  en  diviiànt  la 
valeur  de  F P X HC  pare  , & la  valeur  de  H P x CF  par  d. 


SECTION  IV. 

Ve  U Réflexion  & de  la  Refraclion  de  U lumière  dxns  les  courbes 

du  premier  genre . 

Ans  l’ellipfc , on  vient  de  voir  Art.  4.  n.7.  Fig.  103.  qu’un  rayon 
J de  lumière  FC,  qui  part  du  foyer  F 5c  qui  tombe  fur  la  convexité 
elliptique  , fc  réfléchit  à l’autre  foyer  H : de  forte  que  fi  l’on  fait  un  mi- 
roir elliptique  , & qu’on  mette  une  bougie  allumée  à un  des  foyers  , tous 
fes  rayons  fo  réuniront  à l’autre  foyer  , 5c  y formeront  l’image  de  la  flam- 
me , qui  cft  au  premier  foyer. 

M.  Descartes  démontre  dans  1a  Dioptriquc  , Difoours  8.  que  les 
rayons  qui  font  dans  l’air  parallèles  à l’axe  d’un  verre  de  Figure  elliptique, 
& qui  tombent  fur  la  furfàce  convexe  de  ce  verre  , vont  tous  fo  réunir  au 
foyer  le  plus  éloigné  de  l’ellipfc  , dont  l’axe  cft  à la  diftance  des  foyers  com- 
me dà  e , ou  comme  le  finus  de  l'angle  d’inclinaifon  au  linus  de  l’an, 
gle  rompu. 

Soit  Fig.  ioj.  l’ellipfo  AC  Z , dont  ^Zcft  l’axe  > A , Z , les  fommetsj 
G , F les  loyers  ; H C un  rayon  parallèle  à l’axe , qui  tombe  dans  l’air  fur  la 
convexité  ÀC  du  verre  ACZ-.  je  dis  que  CF  eft  le  rayon  rompu  , fi  l’axe 
A z cft  à F G diftance  des  foyers  F , G , comme  le  finus  de  l’angle  d’incli- 
naifon au  finus  de  l’angle  rompu.  Au  point  C tirez  PC  K perpcndicu- 
lairefuria  courbe  AC,  P £?  perpendiculaire  fur  HC  prolongée  , P N fur 
CF.  Comme  on  l’a  dit  pluficurs  lois , P Q eft  le  finus  de  l’angle  P C Q_,  ou 
de  l’angle  d’inclinaifon  HCK  ; P N cft  le  finus  de  l’angle  rompu  PCF. 
Soit  E le  centre  de  l’ellipfc.  Abaiflèz  CM  perpendiculaire  fur  A Z. 

Puifque  A Z : GF:  : d : e , je  puis  nommer  A Z , d ; GF,  e -,  je  nom- 
mc C F , a 5 donc  CG  = AZ  — CF,  d — e.  Je  nomme  encore  CM  , x 
— PQ  , AM  ,y,P  C , s-,  A P, -u.  On  aura  E G=  E F,j  e -,  E A =EZ, 
\d  s AF , d -+--J  e -,  AG  , i d — { c i G M , y — ±d  + \e  j FM , \d 
H-  t*  — y i MP  , v — 7}  P F , ■{  d -t-  ~e  — v. 

Il  faut  démontrer , qu’étant  A Z , d ; G F,  e -,  HC  le  rayon  d’incidence  > 
P Q eft  à P N , comme  d à e ; i*.  Prenez  les  deux  valeurs  de  xx  dans  les. 
deux  triangles  rcétangles  C MG,C  MF,  vous  trouverez  j = — — ±m~  * 
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fobftituez  cette  valeur  de  y dans  l’équation  CF*  — FM*  = CM*.  Cette 
derniere  valeur  fera  comparée  avec  une  autre  valeur  de  .v  at  , que  vous 
prendrez  dans  le  triangle  C M P , & dans  laquelle  vous  aurez  auparavant 
lubftitué  la  valeur  trouvée  dey.  Cette  comparaifon  donnera  une  grandeur 
= o , dont  le  fécond  terme  comparé  avec  — zfz  découvrira  la  valeur 
de  A P , v = “ + > P Feft donc  j d h-  je  — v = '-f.  Les  trian- 

glc sCMF,  PNF  lbnt  cquiangles  , donc  CF,  z:  CM,  x ::  PF,  '-ï ; 

P N , '-f.  OrPQ,  x : P N d:  e . e x = ex. 

Si  la  rai  Ion  de  l’axe  A Z à la  diftance  des  foyers  G , F étoit  la  raifon 
de  m à n , on  trouverait  aulïï  que  P j?  finus  de  l’angle  d'inclinaifon  aurait  la 
même  raifon  à P N finus  de  l’angle  rompu. 

i*.  Dans  l’hyperbole  dh  a vu  Seét.  3.  Art.  i.  n.  7.  Fig.  1 «j  1 . que  tous  les  Fia; 
rayons  NC,  qui  tombent  for  la  concavité  AC  d’une  hyperbole,  &L  qui ISU 
étant  continuez  iraient  au  foyer  G , fc  rcflcchiflént  tous  au  foyer  F. 

M.  Descartes  démontre  dans  là  Dioptriquc  , Di/cours  8.  que  Fig.  F,°. 
206.  le  rayon  quelconque  HC  , qui  étant  dans  le  verre  , tombe  for  la  for- 10<* 
face  concave  AC  d’une  hyperbole , va  en  fortant  dans  l’air , au  foyer  exté- 
rieur F : s’il  étoit  parallèle  à l’axe  PAZ,  & (i  la  raifon  de  l’axe  détermi- 
né A Z , à la  diftance  F G des  foyers  ell  la  même  que  celle  de  e à d , ou 
que  celle  du  finus  de  l’angle  d’inclinaifon  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la 
refraélion  de  la  lumière  qui  paflé  du  verre  dans  l’air.  C’eft-à  dire  que  NC 
fc  rompra  en  CF. 

Soient  donc  A Z l’axe  déterminé  de  l’hyperbole  AC  ; G , F les  foyers; 
puifque  A Z : G F : : e:  d,  je  puis  nommer  A Z , e ; GF,  d ; & le  point 
E étant  le  centre  des  hyperboles  , EG=EF , j d-,  E A = E Z , ~e-,  a G, 
jd — je;  aF,  {d- f-je.  Soit  PC  perpendiculaire  for C ,& du  point 
P tirez  P N perpendiculaire  for  HC  rayon  d’incidence  , P£forFC  pro- 
longé ; P N eft  le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon  HC  P ; P Q eft  finus  de 
l’angle  PC  g,  ou  de  l’angle  rompu  F CK.  Du  point  C menez  C G au  foyer 
G,  & CM  perpendiculaire  for  l’axe  ZAP.  Si  l’on  nomme  CF,  z i C G 
fera  FC  — A Z , z — e,  pareeque  comme  on  l’a  dit , Sect.  3.  Art.  1.  n.  7. 
le  diamètre  déterminé  eft  toujours  la  différence  des  deux  droites  F C, 

GC  tirées  des  deux  foyers  for  un  point  C de  l’hyperbole.  Nommons  encore 
C M , x r=  P N -,  AM,  y,  AP,  v ; PC , s.  Nous  aurons  GM , j — jd  -h 
je  5 FM , ~d  -h  je  a-  y i MP  , v — y,  PF,  v + + jr. 

Prenez  encore  les  valeurs  de  xx  dans  les  triangles  C MF , C MG,  vous 
trouverez  y = vous  fubftituerez  cette  valeur  de  y dans  l’équa- 

tion cF*  — M F * = CM*-  Cette  derniere  valeur  fera  encore  comparée 
avec  une  autre  valeur  de  x x , que  vous  prendrez  dans  le  triangle  CMP  , 
après  avoir  fobftitué  la  valeur  de  y dans  celle-ci  ; cette  comparaifon  don- 
nera une  grandeur  = 0 , dont  le  fécond  terme  compare  avec  — 2fz  don- 
ne ap,  v = j 

A a a ij 
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Après  cela  PF=n  + jJ  + ff  = ^.  Les  triangles  CjWF , PQF  /ont 
équiangles  , ainfi  C F,  & : C M , x : : PF , J~:  P Q , ^ . Or  P N , x : 

Quelque  raifon  de  m à n que  l’on  mette  entre  A Z axe  déterminé  ScG  F 
diflance  des  foyers  , elle  le  trouvera  aulli  entre  P N linus  de  l’angle  d’incli- 
naifôn  Sc  P Q finus  de  l’angle  rompu. 

3*.  Dans  le  cercle  , Fig.  107.  tout  rayon  P C,  qui  part  du  centre  P , Sc 
tombe  fur  la  circonférence  concave  d’un  cercle  fé  réfléchit  au  même 
centre;  parccquc  18.  3.  Eucl.  PC  eft  perpendiculaire  fur  la  circonférence. 

Tout  rayon  K C qui  tombe  perpendiculaire  fur  la  furfàce  convexe  du  cer- 
cle , va  au  centre  , Sc  ne  fé  rompt  point. 

Soit  le  rayon  d'incidence  HC  , parallèle  au  diamètre  A Z , 5c  qui  eft 
dans  l’air  A C KH  ; qu’il  fé  rompe  en  CF  dans  le  verre  ACF  Z , dont  la 
convexité  A C eft  circulaire  : de  telle  forte  que  P Q_  perpendiculaire  fur 
HC  , & le  finus  par  confequent  de  l’angle  P C , ou  de  l’angle  d’inclinai- 
fon  HCK  , foit  à PN  perpendiculaire  fur  le  rayon  rompu  CF , fie  finus  de 
l’angle  rompu  PC  Fi  comme  dà.e , fuivant  la  raifon  que  demande  la  rc- 
fraCkion  de  la  lumière,  qui  de  l’air  entre  dans  le  verre.  On  cherche  le  point 
F,  Du  point  C abaiflèz  CM  perpendiculaire  fur  A Z. 

Nommons  A Z , s a ; A P — P Z , a — CP,CM  Yx  =PQi  A M y ; 
Z F,  p,  nous  aurons  PF,  a+p  ; MP  , a — y ; MF , s a ■+■  p — y ; on  a 
fupp.  d : e ::  P Q,  x :P  N , r-j.  Dans  les  triangles  rectangles  P N F,  MC  F, 
on  a cette  Analogie  P N, : PF,  a a-  p : : CM,  x:  CF,  — F* P. 

Dans  les  triangles  c Al  F , CMP  prenez  les  valeurs  de  .v.v  , comparez 
les  , Sc  vous  trouverez  pp  — -f.P — 3 —P  = f 
----- , dont  la  racine  fera  voir  que?  ou  A Al  changeant  toutes  les  fois  que 
le  point  C change  ; p , ou  Z F,  ou  le  point  F change  auffi  ; & les  rayons 
H C parallèles  au  diamètre  A Z ne  s’unifient  pas  en  un  fcul  point  dé  ce 
diamètre. 

40.  Dans  la  parabole  , Fig.  108.  Les  rayons  H C parallèles  à l’axe  AP, 
qui  tombent  fur  la  furfacc  concave  AC,  lé  reflechiiîènt  au  foyer  F.  Soit 
C P perpendiculaire  fur  la  ligne  parabolique  A C ; p N fur  le  rayon  d’inci- 
dence H C , /'j2_  fur  le  rayon  de  reflexion  CF , C M fur  l’axe  A p s b c d 
tangente. 

Nommons  le  paramétré  ,p  ; C M , x = P Ni  AM , y i on  fçait  par  les 
Traitez  des  Sections  coniques  que  AF—  -pi  M P = jp  ; c F , y a-  ~ p i 
ainfi  PF,  ~p  •+•  y : donc  PF  =CF. 

Dans  les  triangles  rectangles  & fémblables  CMF  , PQF,  c F : CM:  : 
P F : PO.  Mais  les  deux  antecedcns  CF,  p F font  égaux  : donc  c M Sc 
P^font  auffi  égaux.  Or  CM  = P N : donc  PJ2j=  P N,  Sc  l’angle  d’indi- 
naifon  H c P , dont  p N eft  le  finus . fera  égal  à l’angle  réfléchi  p c K , 
dont  p o eft  le  finus. 
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Otez  ces  deux  angles  des  deux  droits  P Cb,  p c d -,  il  reliera  l’angle  d’in- 
cidence HC  £ égal  à l’angle  de  reflexion  FCd.  Ceft  pourquoi  le  rayon  Hc 
le  réfléchira  en  F.  Et  fi  l’on  fait  un  miroir  parabolique  concave , les  rayons 
du  Soleil  qui  font  parallèles  à l’axe  A P ôc  qui  tombent  fur  la  concavité  A C 
le  réfléchiront  au  foyer  F , où  étant  réiinis  ils  brûleront. 

, Venons  à la  réfraction  , foit  AC  Fig.  206.  la  convexité  parabolique  Fio 
du  verre  A CQ_P  , dans  lequel  HC  eft  un  rayon  parallèle  à l’axe  A P . ôc  »o i 
qui  fort  dans  l’air  KC  AF  ; on  demande  le  point  F lùr  l’axe  , où  le  rayon 
d’incidence  HC  doit  aller  , c F lera  le  rayon  rompu.  Soit  G le  foyer  ; P c 
perpendiculaire  fur  la  courbe  AC  -,  P N fur  le  rayon  d’incidence  H C , ôc 
£nus  de  l’angle  d’indinailbn  P C H ; /*  <9^fur  le  rayon  rompu  c F prolongé, 
ôc  le  finus  de  l’angle  P cg^ , ou  de  l’angle  rompu  KC  Fi  CM  perpendicu- 
laire fur  l’axe  A P ; tirez  encore  C G.  Suppofons  enfin  que  P N eft  à P 
comme  e à d , ou  fuivant  la  raifon  , que  ces  finus  doivent  avoir  dans  la 
réfraction  d’un  rayon  qui  pallè  du  verre  dans  l’air. 

Nommons  le  paramétré  de  la  parabole  ,p:  A G eft  ±p  j M P , ±p.  Soit 
c M , x = P N > AM,  y ; AF , r,  Nous  aurons  AP  , y ■+■  ~p  ; MG , y 
— ±p  -,  C G = GP  = y -1-  ±p  , comme  on  l’a  dit  un  peu  auparavant  j 
MF,y-*-r-,  P F , y ■+■  -p  -+-  r.  Enfuitc  par  l’hvp.  e ; d : : P N , x : pjg. 

Et  dans  les  triangles  c MF , PQF équiangles , P : p F , y -+- 
\p-t-r::  cM,  x,  Cf  , e y + j eP  e Nommons  encore  à l’ordi- 
naire CP  , s.  d 

Dans  les  triangles  C MG , C MF  prenez  deux  valeurs  de  x x , faites  en 
une  grandeur  = 9 , ordonnez  les  termes  & vous  trouverez  une  grandeur, 
dont  la  racine  fera  7 = — \p  — r -+-  V \dd  p p -+-  d d p r 

d d — e e. 

Le  triangle  CMP  donne//"  — ~pp  — x x —‘p  y ôc  7 = £ — $p  = — 
ip  — r ■+■  V \ddpp  ■+■  ddpr  , quarrez  cette  demiere  équation,  ôcc.  ordon- 
d d — ee 

nez  les  termes  , vous  aurez  une  grandeur  dont  le  fécond  terme  comparé 
avec  le  fécond  de  r r — ifr  h -ff  = 0 , donne  r = — y > en 

fubftituant  pour  JfCa.  valeur  py  -t -^pp. 

Et  comme  la  longueur  de  y varie  chaque  fois  que  c change  de  place , il 
fuit  que  AF=  r , ou  le  point  F change  auffi  , ôc  les  rayons  K C ne  fe  réu- 
nifient pas  en  un  feul  point. 

La  valeur  de  r = ■liyj2te  — r = — y , en  fuppofant  e = 2 , d = 

3,  nous  apprend  , que  dès  que  I’abfcifle  AM , y eft  plus  grande  que  ~ du 
paramètre , la  valeur  de  r devient  négative  , ôc  qu’il  la  faut  prendre  de  l’au- 
tre côté  de  A , c’eft  à-dire  en  allant  de  A vers  P ; en  un  mot  que  le  rayon 
d’incidence  H C ne  fe  rompt  plus , mais  qu’il  fé  réfléchit.  La  raifon  eft,  qu’a- 
lors  les  finus  des  angles  H c P d’inclinaifon  font  trop  grands  ; pour  avoir 
des  finus  corrcfpondans  des  angles  rompus  K C F,  Aaa  iij 
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T' O.  Mais  Fig.  109.  fiippofons  que  le  rayon  d’incidence  H C parallèle  à l’a. 

10,1  xe  A P eft  dans  l'air , & qu’il  tombe  fur  le  verre  parabolique  AC , & qu’il  fc 
rompt  en  F : on  demande  le  point  F. 

Nommons  les  lignes , comme  auparavant  pour  Fig.  106.  excepté  MF  = 
A F — AM  , r — y -y  ? F — AF  — AP  , r — y — -j  p j de  plus  d:  e : : 
PN , x:  P Q:  & dans  les  triangles  équiangles  PQj , CM  F y P Q_* 

‘-j  : PF , r — y — ±p::  CM , x : CFy  dr  — dy  — -dp. 

e 

Les  triangles  rectangles  CMG,  CMF  donnent  deux  valeurs  de  xx  -,  vous  les 
comparerez  pour  en  tirer  la  valeur  dey  =■  — ^p  -t-r-t-  V — '-ee  pp  ■+■  ecppr 

d d — ee  • 

Le  triangle  CM  P donne  encore  Jf  — ±pp  = py . Ç -+-  ±p  — r — 
V — ^eepp  ■+■  eepr  d’où  vous  tirerez  encore  une  grandeur = 0 , dont 
dd  — ee 

le  lêcond  terme  comparé  avec  — ifr  découvre  la  valeur  de  r en  fubfti- 
tuant  pour  Jffa.  valeur  -,  r = +J  — AF.  Les  rayons  fc  rompront 

toujours  &c  ils  ne  le  réuniront  pas  en  un  même  point. 


SECTION  V. 


La  Figure  qu'il  faut  donner  aux  verres  , pour  qu'ils  réunifient  à un  point 
donné , les  rayons  qui  viennent  d’un  autre  point  donné. 

i-LEp  remier  cas  , que  M.  Descartes  explique  ici , eft  celui,  dans 
lequel  les  verres  ont  l’une  de  leurs  fupcrficies  autant  convexe , ou  concave, 
que  l’on  veut.  1.  Le  fécond  cas  eft  celui  , dans  lequel  la  convexité  de  l’une 
des  fupcrficies  a une  proportion  donnée  avec  la  convexité  de  l’autre.  3 . J'ex- 
pliquerai quelques  cas  que  M.  D E s c a r T E s n’a  pas  refolu.  4.  Je  mon- 
trerai comment  M.Desc  ARTtsapu  trouver  ce  qu'il  enfeigne  ici  tou- 
chant les  verres  , qui  fervent  à la  réfraction  de  la  lumière. 


Article  I. 

Les  verres  ont  l'une  de  leurs  fupcrficies  autant  convexe  , ou  concave , 

que  l'on  veut. 

$.1.  M.  D E S C A R T E S. 

MAis  il  faut  maintenant , que  je  fatisfafie  à ce  que  j’ai  omis  en 
la*  Dioptrique  , lorfqu’après  avoir  remarqué  , qu’il  peut  y 
avoir  des  verres  de  plufieurs  diverfes  figures , qui  fa  fient  aufii  bien 
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l’un  que  l’autre  , que  les  rayons  venant  d’un  même  point  de  l’objet, 
s’aflfemblent  tous  en  un  autre  point  après  les  avoir  traverfèz.  Et 
qu’entre  ces  verres , ceux  qui  font  fort  convexes  d’un  côté  & conca- 
ves de  l’autre  ,ont  plus  de  force  pour  brûler , que  ceux  qui  font  éga- 
lement convexes  des  deux  cotez  : au  lieu  que  tout  au  contraire  ces 
derniers  font  les  meilleurs  pour  les  lunettes.  Je  me  fuis  contenté 
d’expliquer  ceux  que  j’ai  cru  être  les  meilleurs  pour  la  pratique,  en 
fuppofant  la  difficulté  que  les  Artifans  peuvent  avoir  à les  tailler. 
C’eft  pourquoi  afin  qu’il  ne  refte  rien  à fouhaiter  touchant  la  Théo- 
rie de  cette  fcience  , je  dois  expliquer  encore  ici  la  figure  des  verres, 
qui  ayant  l’une  de  leurs  luperficies  autant  convexe,  ou  concave,  que 
l’on  voudra  , ne  laifTent  pas  de  faire  que  tous  les  rayons  , qui  vien- 
nent vers  eux  d’un  même  point , ou  parallèles , s’aflemblent  après 
en  un  même  point , & celles  des  verres  , qui  font  le  femblable, 
étant  également  convexes  des  deux  cotez  , ou  bien  la  convexité  de 
l'une  de  leurs  fuperficies  ayant  la  proportion  donnée  à celle  de 
l'autre. 

Pofons  pour  le  premier  cas  , que  les  points  G , T,  C , & F étant 
donnez , Fig.  1 1 o.  1 1 i . les  rayons  qui  viennent  du  point  G , ou 
bien  qui  font  parallèles  à GA,  fe  doivent  affembler  au  point  F , 
après  avoir  traverfé  un  verre  fi  concave  , que  T étant  le  milieu  de  là 
fuperficie  intérieure  , l’extrémité  en  loit  au  point  C , en  forte  que  la 
corde  CMC , & la  flèche  TM  de  l’air  CT  C font  données. 


r»  un 
•verre 
autant 
convexe 
ou  conc *• 
vt  en 
tune  de 

ficiti , 


A F eft  l’axe  des  courbes  qu’on  cherche  , les  points  C , c appartiennent  à 
res  courbes  ; C M eft  perpendiculaire  fur  AH , & une  appliquée  des  deux 
cou rl>es  ; Y étant  le  fommet  de  la  courbe  CYC , YM  eft  une  abfciflè  ; A fratu  i 
étant  le  fommet  de  la  courbe  CAC  , AM  en  eft  une  ablciflè.  La  droite jn0J"ttt 
A G -étant  donnée  de  pofition  avec  le  point  C , la  perpendiculaire  C M , & tm  i„ 
le  point  M font  connus , lespoints  Y,  M , étant  donnez  j la  droite  YM  eft 

^ „ * qutvten » 

encore  connue.  i e„u-uo 

§.  II.  M.  Descartes. 

La  queftion  va  là  , que  premièrement  il  faut  confiderer  , de  la- 
quelle des  Ovales  expliquées  , la  fuperficie  du  verre  T C doit  avoir 
la  figure , pour  faire  que  tous  les  rayons , qui  étant  dedans , cen- 


fotne 

donné. 
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dent  vers  un  même  point  , comme  vers  H , qui  n’eft  pas  encore 
connu  , s’aillent  rendre  vers  un  autre , à favoir  vers  F , après  en  être 
fortis.  Car  il  n’y  a aucun  effet  touchant  le  rapport  des  rayons  chan- 
gé par  reflexion  ou  refradtion  d’un  point  à un  autre,  quinepuiffe 
être  caufé  par  quelqu’une  de  ces  Ovales. 

Et  on  voit  ailé  ment],  que  celui-ci  le  peut  être  par  la  partie  de  la 
troifiéme  Ovale,  qui  a tantôt  été  marquée  3^3.  Fig.  1 76.  ou  par 
celle  de  la  même,  qui  a été  marqué  3^3.  Fig.  176.  ou  enfin  par  la 
partie  de  la  fécondé  , qui  a été  marquée  iA'i.  Fig.  175. 

On  a vu  Sect.  3.  Arr.  3.  n.  3.  que  Fig.  196.  197.  qui  font  les  mûmes 
que  Fig.  1 76.  le  rayon  IC  qui  étant  dans  l’air  IC  K tend  vers  le  point  H du 
verre  A CY , le  rompt  pour  aller  au  point  F , £c  Art.  1.  n.4.  que  Fig.  1 87. 
qui  eft  la  meme  que  Fig.  173.  le  rayon  IC  qui  cft  dans  l’air  IC  K 6c  tend 
vers  le  point  G , le  rompra  dans  le  verre  XC  A pour  aller  au  point  F.  On 
a prouvé  la  même  chofc,  Art.  1.  n.7.  touchant  la  Fig.  195.  dans  laquelle 
IC  qui  tend  vers  G , le  rompt  en  F.  Nous  dirons  bientôt  en  quel  cas  cha. 
cune  de  ces  Ovales  lcrt.  > 

Quand  M.  D e s c a R.  t e s dit , que  lès  Ovales  lcrvent  aux  reflexions 
de  la  lumière  , cela  , comme  il  l’a  dit  ailleurs  , fuppolè  une  matière  qui 
change  tellement  la  détermination  du  rayon  d’incidence , que  le  finus  de 
l’angfe  d’inclinaifon  foit  au  finus  de  l’angle  réfléchi  , comme  le  finus  de 
l’angle  d’inclinaifon  dans  la  réfraction  cft  au  finus  de  l’angle  rompu. 

§.  III.  M.  D E S C A R.  T E S. 

ETpourceque  ces  trois  tombent  ici  fous  le  même  calcul , on  doit 
tant  pour  l’une  que  pour  l’autre  prendre  7 pour  leur  fommet,  C 
pour  l’un  des  points  de  leur  circonférence  , 8c  F pour  un  de  leurs 
points  brulans  ; après  quoi  il  ne  refte  plus  à chercher  que  le  point 
H , qui  doit  être  l’autre  point  brûlant.  Et  on  le  trouve  en  confide- 
rant  que  la  différence  qui  eft  entre  les  lignes  FC  , FT , doit  être  à 
celle  , qui  cft  entre  les  lignes  HT&cHC,  comme  ^eft  à e ; c’eft-à- 
dire  comme  la  plus  grande  des  lignes,  qui  mefurent  les  réfractions 
du  verre  propofé  , eft  à la  moindre  ; ainfi  qu’on  peut  voir  manifef- 
tement  de  la  defeription  de  ces  Ovales. 

On  n’a  qu’à  relire  la  fécondé  Secftion  , & le  commencement  de  l’Arti- 
cle i.  Scct.  3.  où  le  point  A eft  celui , qu’on  nomme  ici  Y,  On  trouvera 

que 
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que  la  différence  de  FA  6c  de  FC , Fig.  1 97.  ou  de  FA  8c  de  Fj  ,•  Fig.  1 76. 
eft  As  — &i  6c  que  la  différence  de  H A &c  H C,  Fig.  157.  ou  de  HA  = 
SAlbc  de  Hj  = hT=  Si , Fig.  176.  eft  Ai  j 8c  qu cAs:  A 6 ; 
e.  Voilà  pour  le  cas , où  la  courbe  CYC  , Fig.  110.  1 1 1 . eft  la  partie  3 A 3, 
Fig.  176.  ou  la  partie  AC  , Figure  197.  8c  il  eft  évident  qu’alors  la  diffé- 
rence , qui  eft  entre  les  lignes  FF,  FC  , Fig.  1 10. 1 1 1.  eft  à la  différence, 
qui  eft  eptre  les  lignes  H Y , H C comme  dze. 

Il  faut  démontrer  que  la  raifon  de  ces  différences  eft  encore  la  même , 
lorfque  la  courbe  CYC  , Fig.  1 1 o.  1 1 1 . eft  la  partie  Y C , Fig.  196.  ou  la 

fiartic  3Y3  y Figure  1 76.  Venons  à la  Figure  m.  Lorfqu’en  décrivant  *t‘°* 
‘Ovale  A C Y du  troifiéinc  genre  , on  a déterminé  le  fômmet  Y 5 premiè- 
rement du  centre  F on  a décrit  le  demi-cercle  XV 7 : donc  FY  = F 7. 
Enfuite  on  a tiré  la  ligne  7 S , de  telle  forte  que  A 7 : AS::  d:  e.  Après 
cela  l’on  a pris  la  diftance  SS  , 8c  du  centre  H on  a décrit  l’arc  Y Q_  : donc 
HY  — SS.  Maintenant  lorfqu’on  a déterminé  le  point  c , du  centre  F on 
a décrit  le  cercle  sC  : donc  FC  = F/.  Enfuite  on  a tiré  la  ligne  s 6 pa- 
rallèle à 7 S y de  forte  que  As  : Ai  ::  d:  e.  Après  cela  l’on  a pris  la  dif- 
tance  S i , 8c  du  centre  H on  a décrit  l’arc  c f : donc  = Si.  C’cft 
pourquoi  la  différence  de  FF  — F7  6c  de  FC  — Fs  c’eft  la  ligne  / 7 ; la 
différence  de  HY  = SS  6c  de  HC  = Si  c’eft  la  ligne  S S.  Or  par  la  conf- 
truction  A7  : AS  ::  As  : A 6 : d : e . 8c  A7  : As  : : AS  : A i.  Mais  As  : 

3 7’.:  Ai  : 6 S.  Ht  As  : Ai  : : / 7 : i S : : d : e.  Donc  s 7 différence  de  FF, 

FC  eft  à iS  différence  de  HY,  H C s comme  d eft  à e. 

On  peut  démontrer  de  la  meme  façon  , Fig.  173.  187.  que  la  différen- 
ce de  FX  6c  de  FC  ou  Fj  eft  à la  différence  de  GX  6c  de  CC  ou  Gj 
comme  d eft  à e.  On  peut  encore  faire  la  meme  chofé , Fig.  19  y.  à l’égard 
de  la  différence  des  lignes  GX  , G C & de  la  différence  des  lignes 
FX,  FC. 

Au  refte  toutes  ces  Ovales  tombent  fous  le  même  calcul  , puifquc  com- 
me on  l’a  pu  remarquer , Sect.  3 . les  calculs  de  toutes  les  Ovales  ne  diffé- 
rent , que  par  le  changement  de  quelques  lignes  h . 

J.  IV.  M.  Descartes, 

Et  poureeque  les  lignes  FT , FC  font  données  3 leur  différence 
l’eft  auffi;  Sc  enfuite  celle  qui  eft  entre  HT,  HC , poureeque  la lli 

• • n 1 1 • rf*  /11  / 1 f 

onnee.  Et  déplus 
entre  MH  & HC 
< il  ne  refte  plus 
qu’à  trouver  .M  H le  côté  du  triangle  rectangle  CMH,  dont  on  a 
l’autre  côté  CM,  ôc  on  a auffi  la  différence  qui  eft  entre  CH  la  bafe  ; 

B b b 


proportion  qui  elt  entre  ces  deux  différences  elt  d 
a caufe  que  TM  eft  donnée , la  différence  qui  eft 
l’eft  auffi  ; & enfin  poureeque  C M eft.  donnée  ; 
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& MH  le  côté  demandé  : d’où  il  eft  aile  de  le  trouver.  Car  Ci  ort 
prend  k pour  l’excès  de  CH  fur  MH,  & « pour  la  longueur  de  la 
ligne  CAI , on  aura  — 7 k pour  M H. 

Les  lignes  FY , FC  font  connues  , pareeque  les  points  F , c , Y font 
donnez.  Je  nomme  * la  différence  des  lignes  FY , F c . 

Je  i'çai  encore  que  la  différence  des  lignes  FY , FC  eft  à la  différence 
des  lignes  H Y , H C , comme  d eft  à e.  Si  je  fais  donc  ,d:e  : : a : , ce 

quatrième  terme  fora  la  différence  connue  des  lignes  HT,  H Ci  de  forte 
que  fi  la  plus  grande  Hrcft»,  la  moindre  H C eft 

De  plus  YM  eft  aulfi  connue,  comme  nous  l’avons  dit  des  le  commen- 
cement de  cet  Article  ; nommons  la  b , h M fora  HT — YM , m — b ; &c 
la  différence  de  H C de  H M , ou  H C — H M fora  m — m -+-  b 
— b *-j , que  j’appelle  k avec  M.Descartes  , Sc  qui  eft  tou- 

te connue. 

Soit  maintenant  M H , r -,  CH  eft  MJH  t = r ■+■  k -,  foit  aulfi  CM „ 
n i qui  eft  connue.  On  aura  c H*  = C m''  ■+■  M H*  , ekr  = nn  — iki 

2 k * * K 

§.  V.  M.  Descartes. 

Et  après  avoir  ainfi  le  point  H , s’il  fe  trouve  plus  loin  du  points 
que  n’en  eft  le  point  F -,  la  ligne  CT  doit  erre  la  première  partie  de 
l’Ovale  du  troifiéme  genre  3 quia  tantôt  été  nommée  y A y.  Mais 
fi  HT  eft  moindre  que  FT,  ou  bien  elle  furpafle  F H de  tant  3 que 
leur  différence  eft  plus  grande  à raifon  de  la  toute  FT , que  n’eft  e 
la  moindre  des  lignes  qui  mefurent  les  refraétions  comparée  avec  d 
la  plus  grande  ; c’eft-à-dire  que  faifant  H F = c . fie  HT  — c + h -, 
dh  eft  plus  grande  que  2.  ce  .+.  e h : & lors  CT  doit  être  la  féconde 
partie  de  la  même  Ovale  du  troifiéme  genre , qui  a tantôt  été  nom- 
mé 3T3 . Ou  bien  d h eft  égale  ou  moindre  que  & lors. 

CT  doit  être  La  fécondé  partie  de  l’Ovale  du  fécond  genre  , qui  a 
ci-deflùs  été  nommée  tXi.  Et  enfin  fi  le  point  H eft  le  même  que 
1e  point  F , ce  qui  n’arrive  que  lorfque  FY,,  F C font  égales  3 cette 
ligne  YC  eft  un  cercle. 

1 . Fig.  1 1 1 . le  point  H eft  plus  loin  du  fommet  Y , que  le  point  F : ainfi 
il  faut  trouver  une  furflice  CY C , qui  termine  d’un  côté  le  Verre  C AC  Y , 
Ec  qui  foit  telle  , qu’un  rayon  quelconque  b c , qui  traverfo  le  verre , fie 
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de  M.  Descartes.  Lh.  11. 
tend  vers  H , fê  rompe  au  point  C , par  oit  il  entre  dans  l’air , de  telle  forte 
qu’il  aille  en  F.  Or  cela  arrivera  , fi  la  fur  face  CYC,  Fig.  ni,  cft  la  mê- 
me que  la  furface  3 A3  , Fig.  176.  ou  AC  , Fig.  197.  car  on  a fait  voir, 
Sect.  3.  Art.  3.  n.4.  que  Fig.  197.  le  rayon  IC  qui  eft  dans  le  verre  LC  K. 

& qui  tend  vers  H , fë  rompra  en  F.  Or  dans  Fig.  1 97.  Le  point  H eft  plus 
éloigné  du  fbmmet  A que  le  point  F , comme  Fig.  1 u.  le  point  H eft  plus 
éloigné  du  fbmmet  Y que  le  point  F. 

z.  Fig.  zio.  H T eft  moindre  que  FY , &c  le  point  H eft  plus  près  du 
fommet  Y,  que  le  point  F.  Alors  fî  H T — H F , ou  la  différence  de  HT 
&c  de  H F a plus  grande  raifon  à FY  que  e à d ; la  courbe  c TC  doit  être  la 
partie  3Y3  de  Fig.  ij6.  ou  CY  de  Fig.  196.  pareeque  cette  partie  d’une 
Ovale  du  troifiéme  genre  a cette  propriété. 

Par  la  defeription  de  l’ovale  du  troifiéme  genre  , Fig.  m.  on  a H T n«. 

H A = S I — S A = AS  , pareeque  H T—  SS  , H A = S Ai  on  a FY «*• 

F A =.  Fy  — F A = A 7 , pareeque  F Y = Fy. 

Mais  l’on  a vu  que  AS  : A y ::  c : d ; donc  HT  — HA:  F Y 

FA::  e : d. 

Dans  cette  proportion  l’antecedept  HT — H A = AS  cft  moindre  que 
F Y, — FA=Ay  , &c  l'anteccdent  e moindre  que  leconfêquent  d:  mettant 
FA  dans  le  premier  antécédent  HT — H A,  ce  fera  H T—  HA  ■+■  F A—  HT 
— H F 5 mettons  encore  FA  dans  le  premier  confèquent  FY — F A,  ce  fera 
FY  — F A ■+■  FA  = FY  : donc  HT — H F , ou  la  différence  de  H T & de 
H F a plus  grande  raifon  à.  FY,  que  e à d.  Soit  donc  H F , r j la  diffé- 
rence de  H T & de  H F , h ; fi  vous  coupez  Hf=  H F , c : la  différence  de 
HT  & de  H/eft  Yf , h,  donc  H Y fera  Hf  -4-  fY,  c -+-  h j 8c  FY  — 

F H ■+■  H Y , 2 c -t-  h : il  fuit  donc  que  b a plus  grande  raifon  i 2c  + h 
que  e à.  d.  Donc  le  produit  d h des  extrêmes  cft  plus  grand  que  le  produit 
2 ce  ->r  eh  des  moyennes  dans  la  partie  3Y3  d’une  Ovale  du  troifiéme 


genre. 

Quand  même  le  point  F tomberait  fur  le  point  A , l’ovale  aurait  la  pro- 
priété , qu’on  vient  de  démontrer. 

3.  Etant  Fig.  110.  HT  moindre  que  FY , & le  point  H plus  près  du  n«- 
fommet  T que  le  point  F : alors  fi  H T — H F , ou  la  différence  de  H T &C  l‘°' 
de  H F a moindre  raifon  à F T que  e d d j la  courbe  CTC  doit  être  la' par- ,75' 
tic  2X2  de  l’ovale  du  fécond  genre  , Fig.  175.  Il  faut  montrer  que  tel- 
le eft  la  propriété  de  cette  partie  2X2  , lorfquc  les  points  F , A font 
féparez. 


Suppofons  que  Fig.  175.  le  fommet  X & le  point  7 font  le  même.  Par 
la  defeription  de  l’Ovale  du  fécond  genre , ona.  S A = GA  , SS  — GX: 
GX—GA=SS  — SA  = AS;  AX=Ay.  Mais  AS  : Ay,,e-  d; 
donc  GX—AG:  AX:-.e:  d.  Mais  GX  — GFeft  moindre,  qucG* 
— AG  i donc  GX — GF  aura  moindre  raifon  à A X , que  e à d.  Or 

B b b ij 
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FX  eft  plus  grande  que  A X. : donc  G X — GF  aura 
raifbn  à FX,  que  e a d.  Soit  GF,  r;  G X — GF  ou 
& de  GF,  h 5 GX  eftr  -+-  h } FX  = FG  ■+■  GX,  2c-bh  , donc  b a 
moindre  raifbn  à 2 e -4-  h , que  e à d . 6c  le  produit  d b des  extrêmes  eft 
moindre  que  2 ce  -4-  e h produit  des  moyennes.  De  forte  que  c’eft  là  uno 
propriété  de  la  partie  2X2  des  Ovales  du  fécond  genre. 

Que  fl  l’on  fait  réflexion  que  les  points  .2  XG  de  Fig.  iyj.  font  les  mêj 
mes  , que  les  points  CT  H de  Fig.  110.  on  connoîtra  que  Fig.  210.  HT 
— H F ou  la  différence  h de  H T,  F H a moindre  raifbn  à FY  2 c -+-  h, 
que  e à d. 

4.  Etant  Fig.  110.  H T moindre  que  FY , 6c  le]  point  H plus  près  du 
fommet  Y que  le  point  F ; alors  Ci  H T — H F , ou  la  différence  de  H T&c 
& de  H F a la  même  raifbn  à FY  que  e à d ; la  courbe  C YC  doit  encore 
. être  la  partie  2X2  de  l’Ovale  175:  du  fécond  genre  , mais  en  fuppofanc 
que  le  point  F tombe  fur  le  point  A , comme  il  arrive  Fig.  188. 

. Concevons  donc  que  Fig.  175.  les  points  F,  A , 6c  les  points  / , X font 
Iés  mêmes.  On  a S A — G A > S 8 — GX  -,  G X — GA  ou  GX  — GF  = 
SS  — S A — AS  -,  AXovl  F X=A  j.  Mais  AS:  A7  • : e : d ; donc 
GX  — AG  ou  G X — FG  eft  à AX  ou  FX,  comme  e à d.  Soit  GF011 
GA , r j GX  — GF  ou  GX  — G A , ou  la  différence  de  G X6c  de  GF  * 
ou  de  GX  6c  de  G A , h : GX  eft  c -r-  h > FX  ou  A X = FG  -b  GX  ou 
A G ■+■  GX , 2f  -b  b -,  donc  b : 2t  -b  h:  : e : d . dh  = 2 ee  -b  th.  Ainft 
c’eft  là  une  propriété  de  la  partie  2X2  dc.l'Ovale  du  fécond  genre,  lorA 
que  le  point  F tombe  fur  le  point  A. 

On  connoîtra  comme  auparavant,  que  Fig.  110-  HT  — H F ou  la 
différence  bu le  HY  6c  de  H F ala  même  raifon  à FY,  2c  -b  h,  que  cà  d. 

j.  Lorfquc  le  point  H eft  le  même  que  le  point  F,  Fig.  210.  c’eft-à- 
dire  Iorfqu’on  veut  que  tout  rayon  bc  qui  eft  dans  le  verre  C AC  Y 6c  qui 
tend  au  point  F,  arrive  à ce  point , après  qu’il  fera  entré  dans  l’air  CYF-y 
alors  il  ne  fbuffrç  ppint  de  refradion  au  point  C , ce  qui  prouve  qu’il  étoit 

I)crpendiculairc  fur  la  courbe  CT  C.  Mais  une  propriété  du  cercle  eft  que 
es  rayons  qui  tombent  dans  un  milieu  perpendiculaires  fur  fâ  conycxité 
C TC , tendent  tous  à un  féul  point , qui  eft  fon  centre  / 6c  qu’ils  y arri- 
vent  après  être. entrez  même  dans  un  autre  milieu  : donc  dans  ce  cas  c TC 
eft  un  arc  de  cercle  dont  F eft  le  centre  ; &;  FY  = FC. 


beaucoup  moindre 
la  différence  de  GX 


5.  VI.  M.  D E s C A R T E S. 

Tu.  Après  cela  il  faut  chercher  CA  C l’autre  fuperficie  de  ce  verre, 
111?'  qui  doit  être  une  ellipfe , dont  H foit  le  point  brûlant , fi  on  fup- 
pofe  que  les  rayons  qui  tombent  dcflus , foient  parallèles  -,  ôc  alors. 
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il  eft  aifé  de  la  trouver.  Mais  fi  on  fuppofe  qu’ils  viennent  du  point 
G , ce  doit  être  la  première  partie  d’une  Ovale  du  premier  genre, 
dont  les  deux  points  brulans  ToientG  & H,  & qui  paflepar  le  point 
C : d’où  on  trouve  le  point  A pour  le  fommet  de  cette  Ovale  , en 
confidcrant , que  G C doit  être  plus  grande  que  GA  d’une  quantité, 
qui  foit  2 celle  dont  H A furpaflé  HC , comme  die.  Car  ayant  pris 
k pour  la  différence , qui  eft  entre  CH  & HM , fi  on  fuppofe  a-  pour' 
AM j on  aura  * — k , pour  la  différence  qui  eft  entre  A H & CH  ; 
puis  fi  on  prends  pour  celle,  qui  eft  entre  GC  & GM , qui  font 
données , on  aura  g -b  x pour  celle , qui  eft  entre  GC  & GA , &. 
poureeque  cette  derniere  g -b  x eft  à l’autre  a-  — F,  comme  d eft  à 
* ; on  a ge  ■+•  e x — dx  — dk  , ou  bien  *7—  pour  la  ligne  * ou' 
AM,  par  laquelle  on  détermine  le  point  A , qui  étoit  cherché. 


i.Fig.105.  le  rayon  HC  tend  au  point  F.  De  même  Fig;  1 1 1 . le  rayon 
B b , qui  eft  dans  l’air  parallèle  À G A tombant  fur  la  furfàce  elliptique 
CAC,  de  verre  , fe  rompra  au  point  b , de  forte  qu’il  ira  dan?  le  verre 
par  la  ligne  b c au  point  H , qui  eft  le  foyer  le  plus  éloigné  du  fommet  A, 

Ijourveu  que  l’axe  foit  à la  diftancc  des  foyers  comme  d eft  à e , ou  comme 
e finus  de  l’anglè  d’inclinaifon  eft  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  réfrac- 
tion de  la  lumière  , qui  de  l’air  entre  dans  le  verre. 

Voici  comment  on  trouvera  cette  cllipfè  , rig:  113.  dont  un  fover  H,  Si T,a- 
un  point  C de  la  circonférence  font  donnez  , avec  HC  =z~  -b  {k  , Si  ll>' 
HM  = TT  — ».*  » tcHcs  qu’on  les  a trouvées  $.  4.  pour  figures  110.  1 1 1. 
Car  on  fuppofe  que  les  points  A , C , H Si  la  ligne  CM  de  Fig.  113.  font 
les  memes  que  les  points  A , C , H Si  la  ligne  CM  de  Fig.  au.  Soit  Fig. 
113.  F le  foyer  de  l’ellipfc  A CZ  qui  eft  le  plus  près  du  fommet  -<4,  joignez 
FC  , Si  nommez-la  ^ 

" Par  la  nature  de  l’ellipfe  les  deux  lignes  HC,  FC  tirées  dés  foyers  à un 
point  C de  la  circonférence  , font  égales  à l’axe  A Z : donc  AZ  — — 

\k  -b  z.  De  plus  parl’hyp,  j’aurai  la  diftancc  F H des  foyers , en  faifant  d: 
le  diamètre  A Z +i-k-bs,:  FH , ^ -b  ~ -b  '-fi  donc  FM= 


= FH-HM,^+'-L-b‘-f-^  + ft.CJfeft»,  §.  4. 

Le  triangle  rcftangle  CM  F donne  l’équation  x z — ±Aià1+lalA'J  iïA  ~ 

— «ni1  Z — +ttknnt_ là  i ht,  nn  + + irtkknn-i-een*~*/fn^  ■+. 

— - — — — — , ouzz  îfz,  —gg  en  faifant  — 'J.  — 7,  t II  * ' 

~+e,knn  Ce  qui  eft  dans  le  fécond  membre  égal  à g g.  Enfuitc 

**  — 2fz  "F  Jf  — (F  -t"  g £ • V ÿ -b  g g = C F,  ce  qui  détermine 

P b D üj 
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le  foyer  F,  & la  longueur  de  FH,  dont  le  milieu  I cft  le  centre  de  l'ellipfe. 
Je  connois  encore  l’axe  A Z = ^ h-  \k  -4-  t'\  dont  la  moitié  J A détermi- 
ne le  Commet  A.  Toutes  ccs  chofes  étant  connues , il  cft  aifé  de  décrire 
rdlipfe  ZCA , Fig.  113.  &C  d’en  couper  le  fegment  C AC , qui  convient 
au  verre  de  Fig.  1 1 1 . lorfque  les  rayons  EC,  U b tombent  for  le  verre  c A 
parallèles  à l’axe  A H. 

3.  Lorfque  rig.  1 10.  les  rayons  GC  viennent  d’un  point  G de  l’axe  , la 
convexité  CA  C cft  la  première  partie  AC,  Figure  175».  d’une  Ovale  du 
premier  genre,  dont  les  foyers  font  F,  G Figure  17p.  qui  font  les  points 
G , H Fig.  1 1 o. 

Or  on  a fait  voir  Sect.  3 . Art.  1 . n.  3 . que  Fig.  17p.  le  rayon  FC , qui  cft 
dans  l’air  , le  rompt  au  point  C , & va  dans  le  verre  au  point  G. 

Ainfi  Fig.  1 1 o.  le  rayon  G C qui  eft  dans  l’air,  le  rompra  pour  aller  dans 
le  verre  en  H ; de  même  le  rayon  G b , le  rompra  pour  aller  dans  le  verre 
au  point  H , fi  tout  l’efpace  AC  H eft  de  verre  : mais  comme  le  verre  finit 
en  c TC  , le  rayon  bc  le  rompra  de  nouveau  en  c pour  aller  en  F,  comme 
l’on  a dit  §.  î. 

A prefent  il  s’agit  de  déterminer  le  Commet  A de  l’Ovale  CAC , Fig.  1 1 o. 
étant  donnez  les  points  G , c , H,  M.  Par  la  nature  de  l’Ovale  du  premier 
genre  la  différence  de  G C &:  de  G A eft  à la  différence  de  HC  Scdc 
comme  d eft  à e. 

Mettons  HC,  b 1 la  différence  de  CH  & de  HM,  qui  eft  connue , k 1 
HM  fera  b — k.  Nommons  A M , x -,  la  toute  HA—  H M -h  A M léra  b 

— k ■+■  x ; Ibuftrayons  CH,  b de  H A,  b — k - 1-  xjla  différence  léra  x 

— k = AH  — CH, 

Mettons  aulfi  GC , c ; & g la  différence  de  GC  & de  G M , qui  eft  con- 
nue ; la  ligne  G M léra  c — g s & G A — GM  — AM , c — g — xi 
fouftrayons  GA  de  GC  , la  différence  eft  g jr  = GC  — GA. 

Mais  d : e::  G C — G A , g + x : AH  — CH,  x — k.  Donc  ge  -+- 
ex  = dx  — dk  -,  x — , = AM.  Et  parccqu’on  a le  point  M , on 

aura  le  lommet  A 5 avec  lequel  & les  foyers  G , H , on  décrira  l’Ovale 
CAC  du  premier  genre. 


■«fer 
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Article  II. 

La  convexité  de  l’une  des  fuperficies  des  verres  a U proportion  donnée  avec 
la  convexité  de  l’autre. 

S 

M.  Descartes. 

POfons  maintenant  pour  l’autre  cas , Fig.  114.  115.  qu’on  neF,a* 
donne  que  les  points  G , C & F,  avec  la  proportion  qui  eft  en-  »m. 
tre’les  lignes  AM  StYM,  & qu’il  faille  trouver  la  Figure  du  verre 
AC  Y , qui  faffe  que  tous  les  rayons  , qui  viennent  du  point  G,  s’af- 
fcmblent  au  point  F. 

On  peut  derechef  ici  fê  fervir  de  deux  Ovales  , dont  l'une  A ci'  tnimt 
ait  G & H pour  fes  points  brûlans  ; & l’autre  C Y ait  F & H pour  les 
fiens.  Et  pour  les  trouver  , premièrement  fuppofant  le  point  H qui 
eft  commun  à toutes  deux  être  connu  > je  cherche  A M par  les  trois 
points  G , C , H , en  la  façon  tout  maintenant  expliquée  ; à favoir  « 
prenant  k pour  la  différence  , #qui  eft  entre  C H & H M , & g pour  rfïT-à 
celle  qui  eft  entre  G C & G M:  & AC  étant  Fig.  2 1 4.  la  première 
partie  de  l’Ovale  du  premier  genre  , j’ai  —d~_~  pour  A M.  Puis-je ^’ltavdt 
cherche  aufli  M Y par  les  trois  points  F , C , H , en  forte  que  C Y foit 
la  première  partie  d’une  Ovale  du  troifiéme  genre  -,  & prenant  y 
pour  MY,  & / pour  la  différence , qui  eft  entre  C F &c  F M , j’ai 
f-hy  pour  celle  , qui  eft  entre  CF  Sc  FY:  puis  ayant  déjà  k pour 
celle  , qui  eft  entre  C H &c  H M , j’ai  h ■+■  y pour  celle  qui  eft  entre 
CH&cHY,  que  je  fçai  devoir  être  à /-*-_?>  comme  ceftà  d , à 
«aufe  de  l’Ovale  du  troifiéme  genre  , d’où  je  trouve  quejy  ou  M Y 
eft  Puis  joignant  enfemble  les  deux  quantitez  trouvées  pour 

A dlSt  MY > je  trouve  sd^{‘  pour  la  toute  A Y.  D’où  il  fuit  que  de 
quelque  côté  que  foit  fuppofé  le  point  H , cette  ligne  eft  tou- 
jours compofée  d’une  quantité , qui  eft  à celle  dont  les  deux  enfem- 
ble G C & CF  furpalfent  la  toute  G F , comme  e la  moindre  des. 
deux  lignes  qui  fervent  à melurer  les  refrattions  du  verre  propofé 
eft  à d — e fa  différence  qui  eft  entre  ces  deux  lignes  j ce  qui  eft  un 
affez  beau  Theorême» 
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Or  ayant  ainfi  la  toute  A Y,  il  la  faut  couper  félon  la  proportion 
que  doivent  avoir  fes  parties  AM&c  MY  -,  au  moyen  de  quoi , pour 
ce  qu’on  a déjà  le  point  M , on  trouve  aufli  les  points  A & Y , &c 
enluite  le  point  h par  le  Problème  precedent.  Mais  auparavant  il 
faut  regarder  , fi  la  ligne  A M ainfi  trouvée  eft  plus  grande  que 
, ou  plus  petite  , ou  égale.  Car  fi  elle  eft  plus  grande  , on 
apprend  de  là  que  la  courbe  AC  , Fig.  1 1 4.  doit  être  la  première 
partie  d’une  Ovale  du  premier  genre  , & CY  la  première  d’une  du 
troificme  5 ainfi  quelles  ont  été  ici  fuppofées.  Au  lieu  que  fi  elle 
eft  plus  petite  5 cela  montre  que  c’eft  CY,  Fig.  z 1 5.  qui  doit  être 
la  première  partie  d’une  Ovale  du  premier  genre  ; & que  A C doit 
être  la  première  d’une  du  troifiéme.  Enfin  fi  AM  eft  égale  à , 
les  deux  courbes  AC , & CY  , Figure  116.  doivent  être  deux 
hyperboles. 

1 . Dans  ce  cas  on  donne  la  proportion  d’une  convexité  à l’autre  , c’eft- 
à-dire  que  l’on  vous  détermine  la  proportion  que  la  ligne  A M , dont  le 
point  A eft  le  fommet  d’une  convexité  c A , doit  avoir  avec  la  ligne  MT, 
dont  le  point  Y eft  le  fommet  de  l’autre  convexité  C Y.  Car  on  n’entend 
pas  autre  choie  ici  par  la  proportion  des  convcxitez  : de  lorte  que  Ci  AM 
étoit  égale  à MY , on  diroitquc  les  convcxitez  C A , CY  font  égales , quoi- 
que l’une  des  lignes  courbes , comme  AC  fut  en  effet  bien  differente  de 
l’autre  courbe  C y , 6c  que  la  courbure  de  l’une  fût  beaucoup  plus  grande 
que  la  courbure  de  l’autre. 

Comme  ce  cas  doit  produire  les  memes  effets  que  le  precedent  , il  11c  doit 
pas  feulement  traiter  des  rayons  d’incidence , qui  partent  d’un  point  G de 
l’axe  G A , 8c  qui  vont  fe  réiinir  à un  autre  point  F du  même  axe  : mais 
encore  des  rayons  , qui  viennent  dans  l’air  parallèles  à l’axe  GA,&C  qui 
doivent  fe  réiinir  à un  point  donné  F.  Voyez  n.  7.  fuivant , pourquoi 
M.  Descartes  n’a  rien  dit  des  rayons  parallèles. 

a.  La  convexité  CA  , Fig.  z 14.  du  verre  ACY  eft  la  meme  , que  la 
première  partie  A C , Fig.  175).  d’une  Ovale  du  premier  genre.  Les  foyers 
G , H de  l’Ovale  C A , Fig.  z 14.  font  les  mêmes  que  les  foyers  F,  G de 
l’ovale  c A , Figure  1 75).  Ainfi  il  eft  certain  , fuivant  ce  qui  a été 
expliqué  , Se<ft.  3.  Art.  1.  n.  3.  que  tout  rayon  G b , Fig.  z 14.  qui  eft  dans 
l’air,  6c  qui  tombe  fur  la  convexité  A C du  verre  ACY,  Ce  rompra  au 
point  b , pour  aller  au  foyer  H , 6c  il  y iroit , fi  tout  l’elpace  A CH  étoit 
de  verre.  Mais  parccque  le  verre  eft  terminé  par  la  courbe  Ce  y,  le  rayon 
G b , ne  fora  que  le  chemin  b c.  De  plus  la  convexité  C Y , Fig.  z 1 4.  eft  la 
même  que  la  première  partie  A C , Figure  1 P7.  d’une  Ovale  du  troifiéme 
genre  j 6c  leurs  foyers  font  les  points  F , H.  Ainfi 
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Ainfi  félon  ce  qui  a été  dit,  Secl.  3.  Art.  3.  11,3.  il  eft  encore  certain 
que  le  rayon  bc , Fig.  214.  qni  eft  dans  le  verre  AC  Y,  St  qui  tend  au  point 
H , fe  rompra  au  point  c pour  aller  dans  l'air  au  point  F.  C’eft  pourquoi  le 
verre  AC  Y , Fig.  1 14.  réunira  au  point  F les  rayons  qui  viennent  du' 
point  G.  (! 

La  convexité  CA  , Fig.  2 1 j.  du  verre  AC  Y eft  la  meme  , que  la  pre-  rio. 
miere  partie  A C , Fig.  197.  d’une  Ovale  du  troifiéme  genre.  Les  foyers 
G , H de  l’Ovale  CA  , Fig.  2 1 j.  font  les  mêmes  que  les  foyers  F,  H de  17». 
l’Ovale  c A , Fig.  197.  Donc  par  l'Art.  3 . n.  3.  Secl.  3.  le  rayon  G b , Fig. 

11  j.  qui  eft  dans  l’air,  St  qui  tombe  fur  la  convexité  CA  du  verre  C A Y, 
fe  rompra  dans  ce  verre  en  b c , comme  s’il  venoit  du  point  H , St  qu’il 
eût  fuivi  dans  le  meme  milieu  la  droite  H b c.  Après  cela  la  convexité  C Y, 

Fig.  215.  eft  la  même  que  la  première  partie  A C , Fig.  179.  d’une  Ovale 
du  premier  genre.  Les  foyers  H,  F de  l’Ovale  CY,  Fig.  ny.  font  les  me- 
mes que  les  foyers  G,  F de  l’Ovale  AC,  rig.  179.  Donc  par  l’Art.  1.  n. 3. 
Secl.  3.  le  rayon  b c , rig.  21 3.  qui  va  dans  le  verre  ACY , comme  s’il  ve- 
noit du  foyer  H , St  qui  tombe  dans  l’air  au  point  c , fo  rompra  pour  aller 
au  foyer  F.  D’où  il  fuit  que  le  verre  ACY,  Figure  2 1 j.  railèmblcra  au 
point  F les  rayons  qui  viennent  du  point  C. 

Le  verre  ACY,  Figure  2 16.  eft  convexe  des  deux  cotez  j la  convexité  Fi®. 
A C eft  une  hyperbole , dont  le  fommet  eft  A , & C le  foyer  extérieur  ; la  x,f' 
convexité  CY  cl l encore  une  hyperbole  , dont  le  fommet  eft  Y , F le  foyer 
■ extérieur  j une  propriété  commune  à tes  deux  hyperboles  eft  , que  la  dif- 
tance  de  leurs  deux  foyers  eft  à leur  axe  détermine  comme  d à c , ou  com- 
me le  finus  de  l’angle  d’inclinaifon  eft  au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la 
réfraction , que  la  lumière  fouffre  en  entrant  de  l’air  dans  le  verre.  Ainfl  il 
eft  évident  parce  qui  a été  démontré , Scél.  4.  n.  2.  qu’un  rayon  quelcon- 
que C b , qui  eft  dans  l’air  , St  qui  tombe  fur  la  convexité  CA  b du  verre 
CAY  , fouftre  refraélion  au  point  b , St  qu’il  ira  par  bc  dans  le  verre  , de 
telle  forte  que  b c foit  parallèle  à l'axe  G A.  Il  eft  encore  évident , que  ce 
rayon  bc  , qui  entre  dans  l’air  au  point  c , fe  rompra  pour  aller  au  fover 
extérieur  F.  Il  fuit  donc  que  le  verre  hyperbolique  ACY  convexe  des 
deux  cotez  réiinira  au  point  F les  rayons  qui  viennent  du  point  G. 

Les  trois  verres , Fig.  1 1 4.  2 1 j . 2 1 6.  peuvent  donc  refoudre  le  fécond  cas 
du  Problème  pour  les  rayons , qui  viennent  d’un  point  donné  G de  l’axe 
G A , St  qui  doivent  fo  réunir  au  point  F du  même  axe.  Il  refte  à exami- 
ner quand  c’eft  que  chacun  de  ces  verres  doit  fervir. 

3 . Fig.  2 1 4.  Les  points  G,  C , F font  donnez  avec  la  proportion  de  la  Fi®, 
ligne  A Ma.  h ligne  MY  ; A doit  être  le  fommet  de  c b A , qui  eft  la  pre- 
miere  partie  d’une  Ovale  du  premier  genre  , dont  les  foyers  font  G donné, 

H inconnu  ; Y doit  être  le  fommet  de  C c Y , qui  eft  la  première  partie  d’u- 
ne Ovale  du  troifiéme  genre , dont  les  foyers  font  F donné  , H inconnu. 

Ccc 
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ri«.  Je  regarde  le  foyer  H , qui  eft  commun  aux  deux  Ovales  , comme  donné  j 
c’eft-a-dire  , que  je  le  fuppofe  là  où  je  veux. 

Je  cherche  la  valeur  de  la  droite  A M par  les  trois  points  G , C , H. 

Je  nomme  H C , r ; la  différence  de  C H 8c  de  HM , k : HM  fera  donc 
r — k. 

Je  nomme  encore  AM,  x : la  toute  H A fera  r — k •+■  x.  Si  je  fouftrais 
HC  ,r  de  HA  ,r  — i + Xi  il  reliera  HA  — HC,  — k -h  x pour  la  diffé- 
rence de  HA  fie  de  HC. 

Je  nomme  G C , c ; la  différence  de  G C fie  de  G M 5 g s G M fera  donc 
t — g s & g ^ = GAf  — , c — g — x i fi  l’on  fouftrait  G A,  t — 

g — x de  GC  , c j il  refte  6C  — G A , g -t-  x pour  la  différence  de 
G C fie  de  G A. 

Mais  par  la  nature  de  l’Ovale  du  premier  genre  , Secl.  3.  Art.  1.  n.  1 . 
d:  t : : g -t-  x différence  de  G C 8c  de  G A : x — k différence  de  H A 8c 
de  H C.  Donc  x ==  - * = AM  , propriété  de  la  première  partie  des 

Ovales  du  premier  genre. 

On  doit  à prefent  chercher  la  ligne  droite  YM  par  les  trois  points  F, 

C , H.  On  nommera  CF , b > la  différence  de  C F 8c  de  F M,  f;  FM  iera 
donc  ,h  — f-,  il  faut  encore  nommer  M Y,  y ; la  ligne  FY=.F  M — F Y 
fora  h — / — y.  Si  l'on  fouffrait  FY , h — f — y de  CF  » h -,  il  reffe 
CF  — F Y , f -t-  y pour  la  différence  de  CF  & de  F Y. 

On  nommera  comme  auparavant  CH,  r -,  la  différence  de  C H 8c  de 
HM , k -,  HM  lé ra  r — k -,  HY  =JIM  — MY,  r — k — y.  Si  l’on  foufi  * 
trait  HY , r — k — y de  HC,  r > il  relie  HC  — HY , k -t- y pour  la  dif- 
férence de  CH  fie  de  HY. 

Mais  par  la  nature  de  l’Ovale  du  troificrue  genre  , ScéL  3.  Art.  1.  n.  1. 
d : t::f  -1 -y  différence  de  C F 8c  de  FY  : k -t- y différence  de  C H 8c  de 
HY.  Don cy  = '-Ç^  = MY. 

Ajoutons  A M,  avec  M Y,  > la  fomme  ^ 'J  eft  la  ligne 

JY,  cjui  eft  toute  connue. 

Apres  cela  je  coupe  AY  en  deux  parties , qui  ayent  la  proportion  don- 
née de  A Al  à MY  ; afin  de  déterminer  la  longueur  des  lignes  AM  , M Y, 
8c  par  conléquent  les  fommets  A , Y. 

Lorlque  vous  connoilléz  les  trois  points  C ,Y,  F -,  vous  cherchez  par  le 
Problème  du  premier  cas , Art.  t . le  point  H , qui  eft  encore  inconnu  , ce 
que  vous  ferez  ainfi. 

Les  points  F,  c,  Y font  connus;  donc  les  lignes  FY,  FC  le  font  enco- 
re , auffi  bien  que  leur  différence , que  j'appelle  a.  Mais  par  la  nature  de 
l’ovale  du  troifiemc  genre  d:  e : n , la  différence  de  FC  , 8c  de  FY  : dif- 

férence de  H Y 8c  de  H C.  Et  fi  vous  nommez  la  plus  grande  HC,  w j la 
plus  petite  H Y fera  m — ~.  Nommez  la  connue  Y M , j ; vous  aurez 
H M -iiy+  YM,  m — y ->r  y , que  vous  nommerez  1, 
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De  CH,  m fouftrayez  H M , m — y +7  , il  relie  y — y différence 
de  CH  &.  de  MH , que  vous  appellerez  k , &cCH  fera  H M k — s ■+■ 
k.  Nommez  aulfi  la  connue  CM,». 

Dans  le  triangle  rectangle  CMH,  c~Hk  — CM1  -+•  H Al 1 , Jf  2 ks 
-4-  k k = nn  -A-ff ; 2 k s = nn  — k k ; s = ~k  — 7 * > qui  étant  toute  con- 
nue donne  le  point  cherche  H. 

Il  faut  remarquer  i°  que  AM  = eft  plus  grande  que  -Ai-  , ou 

que  la  quantité  dk  eft  pofitive  , & que  c’cft  là  une  propriété  de  la  première 
partie  des  ovales  du  premier  genre  , i*  que  la  toute  A Y eft  LÇ^rf  > or 
• ^ ^ :f -h  g : : e : d — e.  C’cft-à-dire  que  A Y,  eft  à/ différence 
de  c F 8c  de  FM,  -4 -g  différence  de  G C & de  G M , ou  que  A Y eft  aux 
deux  quantitez  dont  GC  Sc  C F furpallènt  F G : comme  e la  moindre  des 
quantitez  qui  mefurent  la  réfraction  de  la  lumière  , qui  paflé  de  l’air  dans 
le  verre , ou  du  verre  dans  l’air  , eft  à d — e différence  des  deux  quanti- 
tez qui  mefurent  ccütc  refraction. 

4.  rig.  1 1 y.  Les  points^  , C , F font  donnez  avec  la  proportion  de  la  F10. 
ligne  AM  à.  la  ligne  A Y.  A doit  être  le  fommet  de  C Ab  , qui  eft  la  pre-  l,f* 
mierc  partie  d’une  Ovale  du  troifiéme  genre  , dont  les  foyers  font  G donné, 

H inconnu  ; Y doit  être  le  fômmet  de  CY c , qui  eft  la  première  partie  d’u- 
ne Ovale  du  premier  genre,  dont  les  foyers  font  F donné  , H inconnu.  Je 
regarde  le  foyer  H , qui  eft  commun  aux  deux  ovales  , comme  donné. 

Je  cherche  A M par  les  trois  points  G , c , H.  Je  nomme  HC  , r -,  la 
différence  dcH  C &i  de  HM , k > H M féra  r — k ; & nommant  AM,  x ; 
j’aurai  HA  = H M — AM , r — k — x s je  fbuftrais  HA  de  HC  , il  refte 
k ■+■  x pour  la  différence  de  H A &c  de  H C. 

On  trouve  comme  n.  3 . g -4-  x pour  la  différence  de  G C & de  GA. 

Maintenant  parla  nature  de  l’ovale  du  troifiéme  genre , Sed.  3.  Art.  3. 
n.  1 . d : e : : g - 4-  x différence  de  G C ôc  de  G A:  k -4-  x différence  de  H C 
&C  de  H A : donc  x = — A M. 

Je  cherche  Y M par  les  points  F,  C , H.  On  trouve  comme  n.  3 . f -h y 
pour  la  différence  de  FC  & de  F y,  étant  MY , y. 

On  vient  de  trouver  HM , r — k -,  H T = H M ■+■  MY  eft  r — k ■+■  y. 
Souftrayons  H C , r de  HT ,r  — k -h  y ; il  refte  y — k pour  la  différence 
de  H c Si.de  HT. 

Maintenant  par  la  nature  de  l’ovale  du  premier  genre  , Sed.  3.  Art.  r. 
n.  I.  d : e::  f -4- y différence  de  FC  & de  FY : y — k différence  de  HC 
& de  H Y.  Donc  y = ‘-ùtJl  — YM. 

Ajoutons  A M , à ï-  M,  la  toute  AYcft  connue  fî 

l’on  coupe  A Y félon  la  proportion  donnée  de  AM  à MY  j l’on  aura  la 
longueur  des  lignes  AM  , MY  -,  & les  fommets  A , Y. 

Apres  que  vous  connoifléz  les  points , C , Y , F ; vous  cherchez  par  le 

Ccc  ij 
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Problème  du  premier  cas  , Article  1.  le  point  H , qui  rcfte  encore 
inconnu. 

Les  point*  F,  c , F étant  connus  , les  lignes  FF,  FC  (ont  connues, 
avec  leur  différence  , que  je  nomme  <*.  Mais  par  la  nature  de  l'Ovale  AYc 
du  premier  genre  td:  e: : * , différence  de  FC  8c  de  F Y'  y,  différence 
de  HY  & de  HC > 8c  fi  l’on  nomme  la  moindre  HC , m ; la  plus  gran- 
de H Y fera  m -+-  j 8c  H M n Y — Y M , m ■+■  — y t que  je 

nomme  s. 

DeWC.w  fouftrayons  H M , m + “ — il  refte^  — ~ , différence 
de  H C 8c  de  H M , que  je  nomme  k i &cHM  étant  s , HC  fera  s -t-  le. 
Soit  C M — n. 

Dans  le  triangle  rc&angle  HCM  l’on  trouvera  comme  n.  3.  s = — — 

= ce  qui  donne  le  point  cherché  H. 

Il  faut  remarquer  1 0 que  AM=.  eft  plus  petite  que  jSL. , & que 

c’eft  là  une  propriété  de  la  première  partie  des  Ovalewlu  troifiéme  genre, 
a*.  Que  la  toute  A Y eft  _ 'f , 8c  c.  comme  fc.  3.  à la  fin. 

j.  Fig.  1 1 6.  Les  points  C,  C,  F font  donnez  avec  la  proportion  de 
A M à.  MY  j la  convexité  CA  b eft  une  hyperbole,  dont  le  foyer  extérieur 
eft  G i la  convexité  C Fr  eft  encore  une  hyperbole , dont  le  foyer  exté- 
rieur eft  F . 

Cherchons  MY  par  les  points  F,  c*  On  a trouvé  Se<ft.4.  n.i.  Fig.  106. 
CF,  z — lJ-  +/r-- — , étant  Fie  foyer  extérieur  de  l’hyperbole  A C , 
FA  diftance  du  foyer  F au  fommet  A , \d  -+-  ^ e A M , y.  L'hyperbole 
CF  c , Fig.  1 1 6.  a aufli  d pour  la  diftance  de  les  foyers  , e pour  ton  axe 
détermine  j YM  , y i elle  aura  donc  auffï  FF  diftance  du  foyer  F au  fom- 
met  F,  \d  -\-\e  ; &C  F C = + Donc  FC  — FF  différen- 
ce de  FC  8c  de  FF,  - " — f d — A , = 

De  plus  F M=  FY  -h  Y M , A d -+-  ■+■  y i 8c  FC  — ■ FM  différence 

dcFCScdcFM,  llY+Al+Si  -id  — j-  e-y=J-^ll.  Or  1 6.  6. 
Eucl.  d±=z±y  . ; : d — e:  : d. 

Enfuite  nommons  FC,  z ; la  différence  connue  de  FC  8c  de  FM , f ; 
FM  feras — /;  8c  FF  = FM — YM,  z — f — y.  Souftrayons  FF  de 
FC  , le  refte  f -\-y  eft  la  différence  de  FF  8c  de  FC.  De  forte  que  fi  dans 
l’analogie  dAj=Sl;  dJL  ; : J — e : d , nous  fubftituons/  pour  , par. 

ccque  ces  deux  valeurs  font  la  différence  de  FC  &t  de  FM  -,  &cf  -+-  y pour 
42',  parccquc  ces  deux  valeurs  font  la  différence  de  f C 8c  de  FF  : nous 
aurons  cette  nouvelle  analogie/:  / ■+- y : : d — e : d , 8c  y = —L. 
— YM. 

Cherchons  à prefont  AM  par  les  points  G , r.  L’hyperbole  C A eft  fom- 
blable  à l’hyperbole  C F , c’eft-à-dire  que  la  diftance  de$  foyers  eft  aufli 
à l’axe  déterminé  comme  die  j 8c  AM  étant  x , GC  fora  * df-  " , 
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comme  FC  étoit 2 iy  , étant  MY  =zy  ; G A fera  auflî  ~ d-+--e 

Donc  GC  — G A-=.  lix  ^ — ±d  — ±e  = '-?,  différence  d cGC 

&c  de  GA. 

On  a GM  — GA+AM,  \ d -4-  ±e  +x , & GC  — GM, 

— — f^-  7' -x=ls^JJSi  ScLl=^:  ±ï::  d — e : d.  " 

Après  cela  appelions  GC,  c } la  différence  connue  de  GC  2c  de  GM,  g 

__  fx  (jA/forac — g \ G A — GM  — AM,c  — g — *.  Souftra- 

yons  G A de  G C , le  refte  g -+•  x eft  la  différence  de  GC  & de  GA  — 

De  forte  que  fi  dans  l’analogie  precedente  , nous  fubftituons  g pour 

— , g x pour  ^ i ce  fora  g:  g + x:  d — e : d , &c  x 

La  ligne  .4  F = AM  MY  eft  donc  , toute  connue.  On 'la 
côupe , &c. 

Il  faut  remarquer  1 * que  A M eft  égafo  k , & que  c’eft-Ià  une  pro- 
priété des  hyperboles.  z°.  Que  A Y eft  ■>  &c-  comme  n.3.  à la  fin. , 

6.  De  ce  que  l’on  a expliqué  n.  3.  4.  y.  nous  conclurrons  avec  M.  Des- 
car. t e s , i"  que  de  quelque  côté  que  l’on  fuppofo  le  foyer  H , la  ligne 
eft  toujours  ‘S£z_‘/  » & qu’elle  eft  toûjours  compofée  d'une  quantité, 

3ui  eft  k celle , dont  les  deux  G C,  FC  furpaflènt  G F -,  comme  e la  moin- 
re  des  deux  lignes  , qui  forvent  k mefurer  les  réfractions  du  verre  propofé 
AC  Y , Fig.  114.  z 1 j.  z 1 6.  eft  à d — e la  différence  qui  eft  entre  ces  deux 
lignes.  i°.  Que  fi  la  ligne  AM  = eft  plus  grande  que  , com- 

me il  eft  arrivé  n.  3 . Fig.  z 1 4.  la  courbe  A C doit  être  la  première  partie 
d’une  Ovale  du  premier  genre  , & C T la  première  d'une  ovale  du  troifié- 
me.  Au  lieu  que  fi  AM  = ■ ? * eft  moindre  que  , comme  n.4. 

Fig.  z 1 j.  la  courbe  A C doit  être  la  première  partie  d'une  ovale  du  troifié- 
me  genre  ,2cCY  la  première  d'une  ovale  du  premier  genre.  Enfin  fiAM 
eft  égale  à , n.  y.  fig.  z 1 6.  Les  deux  courbes  AC,  C Y doivent  être 
des  hyperboles.  CA  étant  une  hyperbole , CY  peut  encore  être  l’ellipfe, 
dont  nous  allons  parler. 

7.  Fig.  z 14.  Les  points  F,  C , font  donnez  avec  la  proportion  de  A Mu*. 
à MY,  2c  il  faut  que  les  rayons  g b , qui  font  dans  l’air  parallèles  à l'axe »«*>  j 
G A , aillent , après  avoir  traverfë  le  verre  ACY , fo  réiinir  au  point  F.  l,f' 

La  convexité  CAb  doit  être  une  ellipfc , dont  le  foyer  le  plus  éloigné  du 
fommet  A foit  H , & dont  l’axe  foit  à la  diftance  des  loyers , comme  d 
eft  a e.  Car  on  a démontre,  Scéh  4.  n.  1.  que  le  rayon  b g fo  rompra  alors 
en  entrant  dans  le  verre  au  point  b , & ira  par  bc , de  forte  qu’il  tendra  au 
foyer  H.  Et  pareeque  le  rayon  bc , lorfqu'ii  fort  du  verre  au  p>int  c , fouf- 
fre  une  nouvelle  réfraction  , il  fout  que  la  convexité  CY  c foit  la  première 
partie  d’une  ovale  du  troifiéme  genre  , dont  les  foyers  foient  F,  H -,  caries 
rayons  qui  dans  le  verre  tendent  au  point  H , fo  réunifient  au  point  F, 

Sc<ft.  3.  Art.  3.  n.  j. 

Ccc  iij 
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Enfuite  fi  comme  n. 3.  on  cherche  MY  par  les  points  F,  C , H,  c’eft: 

_ 9 f d k 

y = 

Après  cela  l'on  cherche  /4  AT  par  les  points  C , H.  On  a trouvé  , Se<ft  4. 
n.  1 . Fig.  105.  CF,s=  d‘~  1 , étant  F le  foyer  le  plus  éloigné  du 

fommet  A de  l'ellipfc  5 A M,  y 5 FA  diftance  du  fommet  A au  foyer  F, 
\d  ■+■  Ÿ e.  L’clliplê  C .4  , Fig.  2 14.  a auffi^  pour  fon  axe,  e pour  la  diftance 
des  foyers  , étant  AM , x j elle  aura  donc  aufli  A H diftance  du  foyer  le 
plus  éloigné  au  fommet  A , jd-h±e,&cHC,  dd  + d’T  1 . Ainfi 


HA  — HC  différence  de  HA  & de  HC  fera  ±d  l/~  **-*•  + ”* 

* 1 2 d 

9 X 

— T* 

De  plus  HMz=.  HA  — A M ,\d  + \ e — x , HC  — H Af  différen- 
ce de  HC&  de  HAT , ir  ■ * 

6.  Eud.  *£=-  " 


— Ontf. 

: ÿ:  : d — e : e.  Parceque  le  produit  des  extrêmes  & des 


Citoyennes  eft  le  même. 

Maintenant  nommons  H C , r s la  différence  de  H C Si  de  HM , b -,  H M 
fera  r — k\  StHA  = HM-*-MA,r  — k ■+■  x.  Souftrayons  HC  de 
H A , le  refte  x — k eft  la  différence  de  H C & de  HA.  De  forte  que  fi 
dans  l’analogie  on  fubftituc  k pour d-  ~ ■-*  , x — k pour  ‘-f  > on  aura  x 
= jLi-  = A M. 

d 9 _ 

Ainfi  la  toute  AY=  A M + MY  fera  ~^~r , qui  eft  connue  , parceque 


les  points  C,  Fêtant  donnez,  les  lignes  FC,  FM  , 6c  leur  différence/* 
fent  connues.  On  divifera  donc  A Y luivant  la  proportion  donnée  de  AM 
à MY , ce  qui  déterminera  la  longueur  des  lignes  AM , MY , & les 
fommets  A , Y. 

Après  cela  l’on  cherchera  comme  n.  3 . le  foyer  H- , qui  eft  encore 
inconnu. 

Comme  ce  cas  , où  l’on  demande  que  les  rayons  bc  , qui  tombent  fur  le 
verre  AC  Y foient  parallèles  à l'axe  G A , n’cft  pas  fort  différent  de  celui 
qui  a été  expliqué  n.  3.  c’eft  peut-être  pour  cela  que  M.  Descartes 
n’en  a rien  dit. 


Article  III. 

De  quelques  cas , que  M.  D E s C A R T E s n a pas  refolus. 

M.  Descartes. 

ON  pourroit  étendre  ccs  deux  Problèmes  à une  infinité  d’autres 
cas  3 que  je  ne  m’arrête  pas  à déduire  3 à caufe  qu’ils  n’ont 
aucun  ulàge  dans  la  Dioptrique. 
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On  pourroit  auffi  pafler  outre  , & dire  , lorfque  l’une  des  fu- 
perficits  du  verre  eft  donnée,  pourveu  quelle  ne  loit que  toute pla- 
te  , ou  compofée  de  Seétions  coniques , ou  de  cercles  , comment 
on  doit  faire  fon  autre  fuperficic  , afin  qu’il  tranfmette  tous  les 
rayons  d’un  point  donné  à un  autre  point  donné.  Car  ce  n’eft  rien 
de  plus  difficile,  que  ce  que  je  viens  d’expliquer;  ou  plutôt  c’eft  cho- 
fe  beaucoup  plus  facile  , à caufe  que  le  chemin  en  eft  ouvert.  Mais 
j’aime  mieux  , que  d’autres  le  cherchent , afin  que  s’ils  ont  encore 
un  peu  de  peine  à le  trouver  , cela  leur  faffic  d’autant  plus  eftimer 
l’invention  deschofes , qui  font  ici  démontrées. 

1 . Les  Figures  convexes  & concaves  des  ovales  n’ont  évidemment  aucun 
ufoge  dans  la  Catoptrique  : puifque  nous  ne  connoiffons  point  de  matière, 
qui  détermine  l’angle  d’incidence  & de  reflexion  à être  tel  ; que  le  finus  de 
l’angle  d’inclinaifon  loit  au  finus  de  l’angle  réfléchi , comme  dans  la  réfrac- 
tion le  finus  de  l'angle  d’inclinaifon  eft  au  finus  de  l’angle  rompu. 

Ces  mêmes  Figures  ovales  ne  font  pas  d’un  grand  ufage  dans  la  Dioptri- 
que  j non  plus  que  les  elliptiques  & hyperboliques  5 non  foulcmeut  à caufo 
de  la  difficulté  qu’il  y a à les  travailler  : mais  encore  pareequ’ils  ne  réünif- 
fentpasen  un  foui  point  les  rayons  , qui  viennent  de  chaque  point  de  l’ob- 
jet , qui  eft  autour  de  l’axe.  De  là  vient , qu’on  voit  très-peu  de  verres 
elliptiques  & hyperboliques  , Sc  qu’on  n’en  voit  aucun  d’ovales , tels  qu’on 
vient  de  les  décrire. 

L’experience  a fait  connoître,  que  la  Figure  Spherique  étoit  la  plus  pro- 
pre à produire  les  effets , qu'on  attend  des  verres  travaillez  : peut-être 
parcequ’elle  réunit  mieux  qu’aucune  autre  en  chaque  point  de  l’image  tous 
les  rayons , qui  viennent  de  chaque  point  de  l’objet. 

î.  Soit  donnée  , Fig.  1 1 7.  la  ligne  ABC , qui  fofon  M.  Descar-  Fi«. 
tes  peut  être  une  droite , ou  un  cercle  , ou  une  Seétion  conique.  Soit  “7* 
encore  donné  le  point  G fur  l’axe  G A , duquel  partent  les  rayons  incidens 
GC , GD.  Soit  auflî  donné  le  point  H fur  ce  même  axe  , où  ces  rayons 
après  avoir  traverfé  AC  c n doivent  tous  fo  réunir.  Il  fout  trouver  la  cour- 
be c d * , qui  produifo  cet  effet. 

i°.  Je  prend  le  point  C , qui  deflors  eft  donné  , par  lequel  je  rire  R C P 
perpendiculaire  à la  ligne  ABC.  Je  coupe  C R d’une  longueur  arbitraire, 
que  je  divifo  en  deux  également  au  point  V ; d’où  comme  centre  , &c  de 
l’intcrvalc  VC  je  décris  le  demi-cercle  CTR  , qui  coupe  G C en  S.  Enfui- 
te  je  joints  RS  , j’inferits  R T,  qui  foit  z RS , comme  e à d , & je  mené 
TCcF.  CF  eft  le  rayon  rompu  de  l’incident  G C : car  l’angle  GCR  eft 
l’angle  d’inclinaifon  , l’angle  PCF  ou  fon  égal  TCR  eft  l’angle  rompu. 


Digitized  by  Google 


-V  — „ 


Vie. 

*17. 

*19. 


391  Commentaires  sur  la  Giometrii 
Mais  par  le  Theorême  de  Trigonométrie  , Liv.  i.  Part.  3.  Se  et.  1.  Art.  2. 
Dans  le  triangle  re&angle  RSC , comme  Cfieftau  finus  total  : ainfi  R S eft 
au  finus  de  l’angle  d’inclinailbn  SCR  ou  GCR.  Et  dans  le  triangle  rectangle 
RTC , comme  C R eft  au  finus  total  : ainfi  RT  cft  au  finus  de  l’angle 
rompu  TC  R.  Donc  11.  j.  Eucl.  RS  cft  au  finus  de  l’angle  d'inclinaifon  : 
comme  H T eft  au  finus  de  l'angle  rompu  -,  &c  RS  peut  être  pris  pour  le 
finus  de  l’angle  d’inclinailbn  , ôc  RT  pour  le  finus  de  l’angle  rompu.  Or 
par  la  conftruction  RS  : RT::  d:  e j dont  le  rayon  CF  a les  conditions 
neceflàircs  pour  être  le  rayon  rompu  de  GC.  On  trouvera  de  la  même  ma- 
niéré tous  les  rayons  rompus  Df  des  autres  rayons  incidcns  GD  , de  forte 
que  les  points  C , D étant  pris  à volonté , les  points  F , /font  connus.  Ce 
qui  prouve  que  la  ligne  donnée  ADC  peut  être  une  ligne  droite  , ôc  mê- 
me toute  courbe  , dont  on  faura  tirer  les  perpendiculaires  fur  chaque  point 
C , D > parccquc  defiors  on  trouvera  les  rayons  rompus , qui  répondent  aux 
rayons  d’incidcnce. 

i*.  Nous  avons  donc  Fig.  218.  qui  eft  la  même  que  Fig.  z 1 7.  les  rayons 
Ce , Dd , qui  font  dans  le  verre  , qui  tendent  à diffèrens  points  F , / de 
’axe  G A , ôc  qui  doivent  tous  fc  réünir  dans  l’air  au  point  donné  H. 

I II  faut  dans  ce  cas  chercher  l’un  après  l’autre  , chaque  point  t , d , afin 
qu’en  les  joignant , on  décrive  la  courbe  c du  cherchée. 

Cherchons  le  point  c , qui  cft  dans  le  rayon  rompu  Ce  F,  dont  les 

! joints  c,  F font  connus  , la  perpendiculaire  CM  détermine  le  point  M> 
e point  H eft  encore  donné  : ôc  je  prends  le  point  * pour  le  fommet  de  la 
courbe  tda. 

Ceschofes  étant  connues  on  cherchera  comme  Art.  1.  à quelle  courbe 
appartient  le  point  c , en  examinant  fi  le  point  F eft  plus  près , ou  plus  loin 
du  point  » que  le  point  H , fi  d h cft  plus  grande  , moindre  ou  égale  à 
2 et  •+•  e h.  Et  l’on  trouvera  que  le  point  c appartient  à la  première  partie 
d’une  Ovale  du  troifiéme  genre  dont  H , F font  les  foyers  , fi  le  point  H 
cft  plus  loin  du  point  /*  que  le  point  F > mais  fi  H eft  plus  près  que  F, 
alors  le  point  c appartiendra  à la  fécondé  partie  d’une  Ovale  du  troifiéme 
genre  , pourveu  que  d h foit  plus  grande  que  2 ce->r  e h ; ôc  il  appartien- 
dra à la  fécondé  partie  d'une  Ovale  du  fécond  genre , lorfque  d h eft  égale 
ou  moindre  que  zee  ch  -,  enfin  fi  le  point  F eft  le  même  que  le  point  H, 
le  point  c appartiendra  à un  cercle  dont  H eft  le  centre.  Ce  qui  a été 
allez  expliqué  , Art.  1. 

Suppofons  que  le  point  c appartient  à la  féconde  partie  d’une  Ovale 
du  troifiéme  genre.  Du  point  F comme  centre  , de  l'intervalc  F » décri- 
vez l’arc  a B , qui  coupera  la  ligne  F c en  B j du  point  H l’arc  /*  b , qui 
coupera  la  ligne  Hc  en  b : cB  eft  la  différence  de  Fc  ôc  de  Fa  ; bc  la 
différence  de  H c ôc  de  H » , abaillèz  cm  perpendiculaire  fur  G A.  Nom- 
pions  les  connues  FC , *}C  M , fi  FM , h » H M , k j Sc  comme  Sect.3 . 

Art.  3.' 


c 
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Art.  3.  pour  Fig.  196.  Fa  z=FB,ci  Ha-=.Hb,  b ; les  inconnues  cm, 
xi  am,  ji  cB  , * i cb  , '-j  i Fc  = F B B c , c -*-  Hc  = Hb-i-  bc, 
b -hr-f  > F m = Fa  -t-  am  , y -h  es  H m , f = H/»  -+•  «w. 

Maintenant  dans  les  triangles  F C M , Fer»,  F M , h : FC  , a:  : Fr n, 
y -4-  c : Fc , c h - zt  y = jyans  ics  triangles  rectangles 

htm,  Hem  , Fc1  — F m 1 = cm1  :=  H c1  — * Hmx  > J(^+  **  — 
2 cy  — —>s  ■+■  'AcA  — 2 by.  Subftituons  la  valeur  de  y dans  ces  deux  va- 
leurs de  x v , nous  aurons  i * ± ~ - *»-*■*■& 

— — 1 kcdih—  ztccii  + 2 e c i±h  __  , 2 m . _ „ „ > cn  fa  fa„t 


2 a c i d — 2 e 4 d h 


2 b d 4 h 


* J d — * * e 


2 a b c J d — 2 bc  d d h — 2 a e e d 4 -f>  2 ccddk 

Aid  — Ate 


= n ».  Et  l’on  trouve  z = — m - 1-  V~m  m -t-  nn  = eB,&cFc=FB 
+ Bc,  c — m •+-  V m m -h  » ».  C’eft  pourquoi  fi  fur  FC  vous  coupez 
Fc  = c — m -+•  V m m -h  n~n  , vous  aurez  le  point  c de  la  courbe  cher- 
chée cda. 

On  cherchera  de  la  meme  manière  le  point  d , qui  appartiendra  aufli  à 
une  Ovale  , dont  les  foyers  font  H , F.  Enfin  chaque  point  de  la  courbe 
a d c , appartiendra  à une  ovale  particulière  ; 8c  H fera  le  foyer  commun 
de  toutes  , 8c  F , /les  foyers  particuliers.  Excepte  lorfque  le  rayon  rompu 
c F tombera  au  point  H , car  alors , comme  on  l’a  déjà  dit , c’eft  un  cer- 
cle , dont  il  faut  déterminer  le  rayon  Fc  , en  le  faifànt  égal  à Fa. 

3*.  Il  faut  ainfi  chercher  chaque  point  c , d de  la  courbe  a c d Fig.  1 1 8. 
lorlque  ADC  eft  une  ligne  droite  , ou  la  convexité  d uuaerclc  , d'une 
parabole  ; foit  que  les  rayons  incidens  viennent  parallelesJRxc,  foit qu’ils 
partent  d’un  fcul  point  de  cet  axe  ; lorfque  ADC  eft  la  convexité  d’une 
cllipfc  , 8c  que  les  rayons  viennent  d'un  fcul  point  de  l’axe  ; lorfque 
AD  C eft  la  convexité  d’une  hyperbole  , 8c  que  les  rayons  font  parallèles 
à l’axe. 


Article  IV. 

Comment  M.  De  s cartes  a pu  trouver  ce  qu'il  enfeigne  dans  cette 

quatrième  Partie. 

i.  LE  Problème  que  M.  Descaktesj  ici  refolu  , confifte  en  ce 
que  , l’on  donne  un  point  , d’où  partent  tous  les  rayons  d’incidence , ou 
bien  on  les  fuppofc  tous  parallèles  entr’eux  ; l’on  donne  encore  le  point , où 
ces  rayons  doivent  tous  le  réiinir  après  avoir  traverfé  un  verre.  Il  faut  trou- 
ver la  Figure  que  doit  avoir  un  verre  pour  produire  cet  effet;  quelles  doi- 
vent être  fes  deux  convexitez , ou  fes  deux  concavitcz  , ou  fa  convexité 
d’un  côté  , 8c  fâ  concavité  de  l’autre. 

Ce  Problème  doit  donner  des  verres  propres  pour  les  lunettes  , 8c  des 
-verres  bi  ulans,  Le  verre  qui  rallèmble  en  un  fcul  point  de  l’image  de  l’ob- 
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jet  tous  les  rayons  qui  partent  d’un  icul  point  de  l’objet , rend  cette  image 
diftincte  -,  £c  il  eft  bon  pour  des  lunettes.  Le  verre  qui  raraaflè en  un  point, 
ou  en  un  petit  efpace , qu’on  appelle  foyer  , tous  les  rayons  qui  viennent 
d’un  corps  lumineux  , comme  du  Soleil  , brûle  les  corps  , qu’on  appli- 
que à ce  foyer.  • 

Ou  les  rayons  (ont  dans  l’air  , 8c  tombent  fur  le  verre  5 ou  ils  font  dans 
le  verre  , 8c  fortent  dans  l'air  , c’eft  à-dire  , ou  ils  entrent  dans  le  verre 
par  la  fur  face,  qui  regarde  l’objet  8c  le  corps  lumineux  ; ou  ils  fortent  du 
verre  par  la  furface,  qui  eft  tournée  du  côte  de  l’image  8c  du  foyer. 

Dans  ces  deux  circonftances , l’image  doit  le  peindre  8c  le  foyer  doit  le 
former  dans  un  point  feulement  de  la  ligne  droite  , qu’on  prend  pour  l’axe 
des  courbes , qui  terminent  le  verre  des  deux  cotez  j ou  bien  cela  doit 
arriver  8c  fur  l’axe  8c  autour  de  l’axe.  En  un  mot  on  cherche  un  point 
feulement , ou  pluficurs  points  de  l’image  8c  du  foyer. 

De  tous  les  cas  , qui  le  prefentent  ici , voici  ceux  ,que  M.  D E s c a r- 
t h s a examinez.  Avant  que  de  déterminer  les  réfractions  , qui  le  font 
fur  les  deux  furfaces  d’un  verre , il  examine  feparément  celles  , que  les 
rayons  fouffrent  fur  chacune.  Il  n’a  conlidcrc  que  les  rayons , qui  étant 
dans  1 air  , partent  d’un  feul  point  de  l’axe  pour  tomber  fur  une  furface  de 
verre  .•  il  eft  vrai  qu’il  a conclud  de  là  , ce  qui  regarde  la  réfraction  des 
rayons  parallèles  5 8c  que  dans  les  courbes  qu’il  a formées , il  trouve  ce 
qu’il  fouhait^k  par  rapport  aux  rayons , qui  du  verre  pallènt  dans  l’air. 

Enfin  il  n’^HSüderé  que  les  rayons  , lefqucls  après  la  refraction  arrivans 
fur  la  furface^* verre  , vont  fc  réunir  en  un  feul  point. 

Les  foyers  F,  G , ou  F,  H étant  donnez  5 vous  choifillèz  la  pofition  du 
fommet  A ; lequel  peut  être  ou  entre  les  deux  foyers , comme  dans  les 
deux  premiers  genres  ; ou  au  delà  des  deux  foyers  , comme  dans  les  deux 
derniers  ; ou  fur  l’un  des  deux  , cas  qui  eft  renfermé  dans  les  precedens. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  étant  toujours  FC  plus  grande  que  F A j 
GC  peut  être  ou  plus  grande  , ou  moindre  , ou  égale  à GA  : ce  dernier 
cas  eft  auift  renfermé  dans  les  deux  autres.  11  refte  donc  quatre  cas.  Lorf- 
que  le  fommet  eft  entre  les  deux  foyers,  ou  G C eft  moindre  que  GA  , 
comme  dans  le  premier  genre  ; ou  elle  eft  plus  grande  , comme  dans 
le  fécond. 

Lorfque  le  fommet  A eft  d’un  meme  côté  par  rapport  aux  deux  foyers, 
©u  H C eft  plus  grande  que  H A , comme  dans  le  troifiéme  genre  5 ou  elle 
eft  moindre  , comme  dans  le  quatrième. 

On  fuppofé  toujours  F C plus  grande  que  F A : pareequ’on  décrit  la 
même  courbe  , fôit  qu’on  fafle  FC  plus  grande  que  FA  , G C plus  petite 
que  G A ; foit  qu’on  fuppofe  G C plus  grande  que  G A , FC  plus  petite  que 
F A ; feulement  les  foyers  changeroient  de  place  , Fig.  179.  F feroit  dans 
l’ovale , G dehors. 
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a.  Il  faut  trouver  par  le  calcul , quelle  Figure  doit  avoir  un  verre  , qui 
unilfo  dans  un  point  donné  F tous  les  rayons  qui  viennent  d’un  point  don- 
né G.  Je  fuppofe  la  chofe  faite. 

Mais  pour  réüffir  plus  aifement  , je  n’examine  d’abord  que  le  pre- 
mier cas. 

Je  fuppofe  donc  Fig.  179.  que  l’cfpace  FA  C eft  l’air,  l’cfpace  AC  G le 
verre  ; que  A C eft  la  courbe  , dont  A eft  le  fommet , que  je  détermine  à 
volonté  $ FC  le  rayon  d’incidence  dans  l’air  , C G le  rayon  rompu  dans  le 
verre , d’où  il  fuit  que  les  points  F , G , font  donnez  5 F d’où  viennent  les 
rayons , G où  ils  le  radèmblcnt  dans  le  verre  après  la  réfraction  faite  au 
point  C , que  je  choifis  pour  y faire  le  calcul  : je  fuppofe  enfin  que  PCK 
eft  perpendiculaire  fur  la  courbe  AC  , C M perpendiculaire  fur  l’axe  G A , 
& une  des  appliquées  de  la  courbe,  A M une  de  lès  abfoiflès.  Après  quoi  je 
confidere  que  FC  K eft  l’angle  d’inclinaifon , qui  eft  égal  à l’angle  P CQ> 
que  l’angle  P CG  eft  l’angle  rompu  > & que  fi  du  point  C comme  cen- 
tre de  l’intervale  CP  , l’on  décrit  le  cercle  PB  : P N perpendiculaire 
fur  CG  eft  le  finus  de  l'angle  rompu  PC  G ; & P Q perpendiculaire 
fur  FC  prolongée  eft  le  finus  de  l’angle  PCQ_,  ou  de  l'angle  d’inclinai- 
fon FCK. 

Enfùitc  les  points  F , A,  G étant  pris  à diforction  , FA  & G A font  con. 
nues,  je  nomme  FA,  c s GA  , b ; & comme  je  fai  la  raifon  que  le  finus 
de  l'angle  d’inclinaifon  a au  finus  de  l’angle  rompu  dans  la  réfraction  de  la 
lumière  , qui  paflc  de  l’air  dans  le  verre  , je  la  mets  comme  d connue  à e 
connue  j & je  nomme  le  finus  P Q , d 5 le  finus  P N , e.  Je  nomme  encore 
les  inconnues  C M,  x s AM  , y -,  AP  , v , CP,  s. 

Je  commence  par  le  cas  qui  fait  F C plus  grande  que  FA , & GC  plus 
petite  que  GA  -,  & je  referverai  pour  un  autre  cas  de  faire  G C plus  grande 
que  G A.  On  nomme  donc  la  différence  de  FC  & de  FA,  z -,  ScCF  = 
FA  ■+■  x, , fera  c -±-  z.  Comme  je  ne  connois  pas  le  rapport  de  la  différence 
de  FC  &c  de  F A à la  différence  de  GC  8c  de  G A , je  la  mets  comme  f 
inconnue  à g inconnue  : & fi  je  fais  f:  g::  *>:  , ce  fora  la  différence 

de  G C & de  GA,  6c  G C — G A — , fora  b — On  aura  encore 

FM  = FA  ■+■  AM,  c + yi  FP  r=  FA  ■+■  AP  , c -4-  v j & fuivant  que 

le  point  M tombera  de  l’un  ou  de  l’autre  côté  de  G ou  de  P . G M 

G A — AM , b — y ; ou  A M — AG  , y — b ; MP  —AP A M 

v — y i ou  AM  — AP  , y — v j GP  = G A — A P , b — v ; ou  AP 
— AG , v — b.  Mais  comme  les  quarrez  de  ces  différentes  valeurs  font 
les  mêmes  , cela  n’apporte  aucune  différence  dans  le  calcul , où  l’on  ne  Ce 
fort  que  de  ces  quarrez. 

Le  calcul  eft  entièrement  le  même  que  pour  l’Ovale  du  premier  genre 
O-  - a...  . ti  :i ..  „ j „ ' JL  ;i  ° ’ 

g a ou  if  y a e ; on 
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le  fuivra  donc  iufqu’aux  valeurs  de  FP  , GP  ; & l’on  trouvera 
l’équation  ïî  — zk'fzz.  — trffvx.  — J bfgvt  — ifTf  bffw  — cfnr  -+■ 

'_£±v=  , . AP,  v=  & comme  Sert.  3.  dans 

le  Texte  FP  = 1jJL±ss ■+.  /fi  ?r; p — + — <•**«. 

. , , iA+/fTftT‘tît.  , , , fys  + <ïï ■+-ÿ~~tg*.  * 

Apres  cela  j opéré  ainfi  : dans  les  triangles  fcmblables  f £P,  F CAI , FP  • 

£P  ••  FC  : CAf.  Donc  = “l+dz,Sc  divi- 

fant  par  f -t-  z , 7 tjjrx + ccffx+iffxi  + cffxt — . 

c b*is  h-  “JJ  -t-  tf*  — css*- -t*  l'fs*--*-  «jS'u-jfti  — ,clue 

j’appelle  /*. 

Dans  les  triangles  fèmblables  GNP , GCM,  l’on  trouve  cette  Anale- 

gic , GP  = Ml"*  = F GC . * - ^ = C* , 

& _ '45  = ÜJjxjkJffgx-tssxz  - FJTg«t  & divifant  par  £ — t* 

, , bje+tf+ffi—gs*-  1 /.» 

hbfzx  + bcfzx-  bggxt  - - oue  i’innfllf  O 

* 6/g  + bcû'+bffz.-bzzx.  - + ^ J PPW 

Donc  la  quantité  -4  eft  à la  quantité  B , comme  d eft  à r. 

Maintenant  lorfquc  deux  quanritez  (ont  di vilées  & multipliées 
par  les  mêmes  quantitez  , la  raifon  qu’elles  avoient  ne  change  pas  : 
fi  je  multiplie  donc  les  premiers  membres  des  équations  A , B 
par  FC  , c -h  z , par  HC  , b — ^ , & que  je  les  divifê  par  x ; 
ce  qui  en  rcfultera  aura  encore  la  raifon  de  d à e.  C'eft  pourquoi 
je  divifê  l’équation  A par  x , & je  la  multiplie  par  FC  , c z , Sc 
elle  redevient  F P , ***-*£  ’’  que  je  multiplie  par  CG,  b — 

g z.  O , , n kbeff-t-  brejf-b-  bbffi  -x  beffs.  - b rfg  t,  - rcfgz  - b fgzt- cfgi  t 
f ' kfg  -H  e ff  ■+■  IT*.  - g SX.  ’ ffUC 

j’appelle  C.  Je  divifê  aufli  l’équation  B par.v  , je  la  multiplie  par  CG, 
Si  elle  redevient  G P , f , qUe  je  multiplie 

par  C F,  c ~h  z , & c’eft  hiefx  + he<-fz  - - "**«■  * **&*_♦.  kc/m  - 

-,  - f**- 

— — — , que  j appelle  D.  Ainli  la  quantité  c fera  encore  a la  quan- 

tité D comme  d eft  à e.  Mais  il  l’on  divifê  la  quantité  C par/,  &c  la  quan- 
tité D par  g ; les  quotiens  feront  la  même  quantité  b bef  - 1-  bc  cf  -4-  bbfz 
■+■  b c f z — begz  — ccgz  — bc  zz — cgzz:  donc  la  quantité  C eft 
aufli  à la  quantité  D , comme  / à g : donc  enfin/.-  g : : d : c.  Et  la  diffé- 
rence des  lignes  FC  , FA,  qui  étoit  à la  différence  des  lignes  G C , GA, 
comme /à  g -,  fera  aufli  à cette  différence  comme  dà  e.  C’eft  pourquoi  la 
première  différence  de  F C , FA  étant  z , la  féconde  de  G C , GA  fera  r-f 
&cGC  = b—'-j. 


De  ce  que  la  différence  des  lignes  FC  , FA  eft  toujours  à la  différence 
des  lignes  G C , GA,  comme  die,  l’on  tire  la  maniéré  de  décrire  l’O- 
vale du  premier  genre  , telle  qu'on  l’a  expliquée  , Sert.  1.  Après  qu’on  l’a 
décrite , l’on  examine , comment  les  refrartions  s’y  font , &.  l’on  trouve 
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qu’il  n’y  a que  fa  première  partie  AC , qui  réunifie  au  point  G les  rayons 
qui  viennent  du  point  F,  ainfi  qu’on  l’a  dit , Sed.  3 . Art.  x . n.  3 . on  fera  les 
mêmes  choies  pour  les  trois  autres  genres  d’Ovalcs. 

Il  faut  oblèrver  touchant  la  manière  de  décrire  les  Ovales  , qu’après 
avoir  tiré  R Aon  S A faifant  un  angle  quelconque  avec  l’axe  : vous  trans- 
portez G A 2cS  A c n A R fur  la  ligne  , où  font  prilés  A 6 , A S , dans  les 
deux  cas , dans  Icfquels  GC  2c  HC  font  moindres  que  G A 2c  h a ; 2c 

aue  vous  les  tranfportcz  en  AS  fur  le  prolongement  de  la  même  ligne, 
ans  les  deux  cas  , dans  lelqucls  G C 2c  H C font  plus  grandes  que  GA  2c 
H A s voici  la  railôn  de  cette  différence.  A s cil  A 6 . comme  d à c : ainli 
A s étant  z , A 6 elt  '-f  ; 2C  Fs  étant  F A s-  A s , c + z,  R<r  cil  R A 
— A 6 , b-'-ji  SA' eh  SA -h  A(f,  b ■+■  e-f. 

4.  Suppofons  que  la  diffèrence  de  F c 2c  de  F A ell  toujours  égale  à 
celle  de  GC  2c  de  G A : donc  z z=.  '-f  . 

Ainli  pour  le  premier  genre  Fig.  179.  vous  aurez  Fc  = c -b  z , comme 
auparavant , GC  = b — z s FM  = c y ; G M = b — y.  Et  dans  les 
triangles  redangles  CM  F,  C MG , vous  trouverez  c M * = CF1  — fm  1 
= CG  1 — G M 1 > * = y.  Et  fubftituant  z dans  l’équation  c~M  * = CG  * 

— GM1  , il  relie  x = 0.  Ainfi  l’on  décrit  la  ligne  GF,  figure  i8y, 
comme  Scd.  3.  Art.  1.  n.  7.  car  lorlque  y a plufieurs  valeurs  2c  que  x 
cil  toujours  zéro  : y s’étend  fur  une  ligne  droite. 

Pour  le  fécond  genre  d 'Ovales  , on  a déjà  prouve , Sect.  3 . Art.  i.  n.  3; 
qu’on  trouve  une  hyperbole.* 

Pour  le  troifiéme  genre,  Fig.  197.  nous  aurons  C F , c z , n c ■,  b Ua 
z j on  fuppofe  toujours  H A , bj^AF , a 2c  les  triangles  rectangles  '?7- 
CMF,  H MC  donnent  CM1  — CF1  — fT*1  = CH1  — H~MX , s = 

— y.  Subftituez  pour  z là  valeur  dans  l’équation  sc  z s-  zz  — y y 
2cy  = xx  , il  vient  x = 0 . Ainfi  l’on  décrit  la  droite  H s . Figure  1 99. 
comme  Seél.  3.  Art.  3.  n.  7.  La  valeur  z = — y montre  que  cette  ligne 
commence  en  A , 2c  va  du  côté  de  r. 

Pour  le  quatrième  genre  l’on  a trouvé  , Sect,  3 . Ait.  4.  n.7.  Fig.  103. 
que  c’ell  une  elliplê. 

j.  Après  avoir  examiné  les  rayons  d’incidence  , qui  font  dans  l’air  , ou 
parallèles,  ou  convergens,  ou  divergens  par  rapport  à l’axe  ; 2c  qui  tombent 
fur  une  furface  de  verre  ; & après  avoir  connu  les  courbes  propres  à leurs 
réfractions.  Il  faut  à prclcnt  examiner  ces  mêmes  rayons  dans  le  verre , & 
voir  qu’elles  Figures  doivent  avoir  les  verres  pour  la  féconde  refradion  , 
qu’ils  foufirent  en  pallant  du  verre  dans  l’air. 

Et  c’ell  ce  que  l’on  a déjà  conclud  en  examinant  les  courbes , dont  on 
vient  de  parler. 

6.  Il  relie  à combiner  ces  Figures , 2c  à donner  aux  verres  les  deux  qui 
fixnt  propres  à réünir  dans  un  point  donne  tous  les  rayons  qui  viennent  d’un 
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autre  point  donné  fur  l’axe  , ou  qui  viennent  parallèles  à l'axe.  Et  c’eft  ce 
que  M.  Descartes  a fait , St  qui  a été  fuffifamment  expliqué  en 
détail , Art.  i.  x.  3. 


PARTIE  CINQ^UIE*  ME. 

Des  Lignes  qui  fe  décrivent  fur  une  furface  courbe. 


M.  Descartes. 


Cono- 
ment  on 
peut  *p~ 


U refte  je  n’ai  parlé  en  tout  ceci  que  des  lignes  courbes. 


qu’on  peut  décrire  fur  une  furface  plate  ; mais  il  eft  aifé  de 
t“v"  rapporter  ce  que  j'en  ai  dit , à toutes  celles  qu’on  fauroit  imaginer 

a qu  i » 1 t - , 1 ’ . I J I I 

iit  dit  etre  formées , par  le  mouvement  régulier  des  points  de  quelque 
corps  dans  un  efpace  qui  a trois  dimenfions.  A favoir  , en  tirant 


tri  dit 
liput 


deux  perpendiculaires , de  chacun  des  points  de  la  ligne  courbe, 
fit'  **•  qu’on  veut  confiderer , fur  deux  plans , qui  s’entrecoupent  à angles 
t'utffi  droits , l’une  fur  l’un  , & l'autre  fur  l’autre.  Car  les  extrêmitez  de 
füï’ft  ces  perpendiculaires  décrivent  deux  autres  lignes  courbes , une  fur 
chacun  de  ces  plans , defquelles  on  peut , en  la  façon  ci-defTus  ex- 
Irff’’  » déterminer  tous  les  points  , & les  rapporter  à ceux  de  la 

i«>  • ligne  droite  , qui  eft  commune  à ces  deux  plans , au  moyen  de 
’Zn.  ' quoi  ceux  de  la  courbe  , qui  a trois  dimenfions , font  entièrement 
f”"'-  déterminez.  Même  fi  on  veut  tirer  une  ligne  droite  , qui  coupe 
cette  courbe  au  point  donné  à angles  droits  : il  faut  feulement  tiïer 
deux  autres  lignes  droites  dans  les  deux  plans  , une  en  chacun , qui 
coupent  à angles  droits  les  deux  lignes  courbes  , qui  y font  , aux 
deux  points , où  tombent  les  perpendiculaires , qui  viennent  de  ce 
point  donné.  Car  ayant  élevé  deux  autres  plans , un  fur  chacune 
de  ces  lignes  droites , qui  coupe  à angles  droits  le  plan  où  elle  eft, 
on  aura  l’interfeéHon  de  ces  deux  plans  , pour  la  ligne  droite  cher- 
chée. Et  ainfi  je  penfe  n’avoir  rien  omis  des  élemens  , qui  font 
neceffaircs  pour  la  connoilfance  des  lignes  courbes. 


On  peut  décrire  des  lignes  fur  des  furfaces  courbes  , ou  en  fuppofànt 
les  furfaces  immobiles , tandis  qu’on  fait  mouvoir  un  point  fur  elles  à cer- 
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taincs  conditions  -,  ou  en  fuppofànt  que  ces  furfàces  fo  meuvent , tandis 
que  le  point , qui  trace  la  courbe  eft  immobile  j ou  en  fuppofànt  que  ces 
furfàces  & ce  point  Ce  meuvent. 

Les  lignes  qui  font  ainfi  décrites  , peuvent  être  des  lignes  droites  , par 
exemple  fi  fur  la  furfàcc  d'un  cylindre  on  faifoitun  point,  qui  fut  toujours 
dans  le  plan  d’un  parallélogramme , qui  coupe  l’axe  ; elles  peuvent  être  de 
deux  dimenfions  , c’eft-à-dire  que  tous  leurs  points  font  dans  un  foui  plan, 

& que  l’efpacc , qu’elles  comprennent  eft  une  foule  furfàcc  j mais  elles 
peuvent  auffi  être  de  trois  dimenfions  , c’eft-à-dire  que  tous  leurs  points 
ne  font  pas  dans  un  foui  plan , mais  dans  plufieurs  , & que  l’efpace  dans 
lequel  elles  font  décrites  , eft  un  folide  , ou  un  efpace  de  trois  dimenfions  ; 
te  c’eft  pour  cela  qu’elles  font  appellées  lignes  de  trois  dimenfions  , com- 
me on  pourroit  appcller  la  parabole  une  ligne  de  deux  dimenfions  , & la 
ligne  droite  une  ligne  d’une  dimenfion. 

M.  Descartes  apprend  ici  deux  chofcs  , la  première  eft  de  déter- 
miner tous  les  points  des  lignes  décrites  fur  une  furfàcc  courbe , & de  trou- 
ver l’équation  qui  convient  à chacun  de  ces  points  indifféremment  : la 
fécondé  eft  de  mener  des  tangentes  à ces  lignes  par  un  de  leurs  points 
donné. 

Il  faut  apporter  quelques  Exemples , qui  feront  voir  de  quelle  manière 
on  peut  appliquer  à ce  fujet , ce  qui  a été  dit  touchant  les  courbes  décri- 
tes fur  un  plan. 

PROBLEME  I. 

I . E”Tant  donné  de  pofition  le  folide  paraboloïdc  b N M , rig.  1 1 9.  lequel  F|°. 
a été  produit  par  la  circonvolution  entière  de  la  demie- parabole  bNM  au-l,y’ 
tour  de  fon  axe  immobile  b D j qui  eft  droit  au  plan  horizontal  IP. 

Etant  encore  donné  le  point  A Sc  la  droite  A M hors  de  ce  folide  : on 
demande  l’équation  de  la  courbe  MC  N , qui  eft  décrite  fur  le  paraboloïde 
immobile  bNM , par  l’extrémité  M de  la  droite  AM , laquelle  tourne  au- 
tour du  point  fixe  A.  Et  il  faut  déterminer  tous  les  points  de  la  courbe. 

1 . Par  le  point  A & par  l’axe  b D faites  paffor  un  plan  u b TY , qui  1 8. 

I I . Eucl.  fora  droit  au  plan  horizontal  IP  f &e  déterminera  les  points  N> 

M , où  il  coupe  la  courue  MC  N , qu’on  fuppofe  décrite  , comme  on  l’a 
demandé.  Si  après  cela  fur  le  plan  horizontal  I P vous  élevez  le  plan  ver- 
tical PQ_,  qui  foit  droit  &.  au  plan  horizontal  IP  , & au  plan  coupant 
ubTYi  PY  commune  Section  des  plans  horizontal  IP  , & vertical  P Q 
fera  19.  1 i.Eucl.  droite  au  plan  coupant  ubTY , & Yu  commune  Section 
des  plans  verticaux  P £?  , ubTY  fora  droite  au  plan  horizontal  IP:  & 6. 

1 1.  Eucl.  les  droites  bDT , uY  font  parallèles. 

z.  Tirez  la  droite  NM , qui  joindra  les  deux  points  N,  M de  la  courbe 
M C N , èc  fora  fon  axe.  Et  par  fon  milieu  F & par  le  point  donné  A tirez 
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la  droite  DF  A , qui  i°  fera  toute  dans  le  plan  coupant  ubTY,  i.  i i.Eucl. 
parccquc  fa  partie  FA  eft  dans  ce  plan  ; qui  1°  fera  perpendiculaire  à NM. 
De  plus  par  le  point  connu  F , menez  E F t , parallèle  a TY : l'angle  fE  G 
eft  droit. 

3 . De  tous  les  points  de  la  courbe  cherchée  MC  N abattions  1 1 . 1 1 .Eucl. 
des  perpendiculaires  MX,  CR  fur  le  plan  horizontal  IP  ; elles  feront  6. 
1 1 . Eucl.  parallèles  aux  lignes  b T , uY,  8c  elles  décriront  la  courbe  y R X. 
De  tous  les  points  de  la  courbe  MC  N tirez  encore  des  perpendiculaires 
Mx,  Cr  , Nu  fur  le  plan  vertical  P Q,  > elles  feront  6.  1 1 . Eucl. parallèles 
à la  ligne  TY , 8c  elles  décriront  la  courbe  xru. 

4.  Pour  déterminer  1 équation  de  la  courbe  MC  N , je  choifis  le  point  C , 
& il  faut  obfervcr  que  toutes  les  lignes  droites  ou  courbes , qui  pallcnt  par 
le  point  C , font  en  l’air  , 8c  qu’elles  ne  font  pas  dans  le  plan  vertical 
ubTY.  Parle  point  C je  fais  paflèr  le  plan  horizontal  bCZf , dont  la 
commune  Scctio n f h avec  le  plan  ubTY  eft  16.  1 1.  Eucl.  parallèle  à TY. 
La  courbe  h C Z eft  un  arc  du  cercle  que  le  point  h décrit  dans  la  circon- 
volution de  la  demie-parabole  b NM  autour  de  l’axe  b D ; /eft  le  centre 
de  ce  cercle  , dont/ h , fC  , fZ  font  rayons.  Le  plan  b CZf  horizontal 
eft  parallèle  au  plan  horizontal  IP  , 8c  b DT  qui  eft  fupp.  droite  au  plan 

•cu-ip  , eft  droite  au  plan  hCZf.  * C’cft  la  converfe  de  la  14.  m.  Eucl. 
v"“'  laquelle  eft  aufli  vraye.  Donc  l’angle  CfD  eft  droit , comme  on  peut  le 
conclurrc  de  la  Prop.4.  1 1.  Eucl. 

j.  Du  point  C tirez  les  lignes  CF  : CK  perpendiculaire  à DA -,  CA 
— AM  parccque  c A eft  AM  qui  décrit  le  point  c de  la  courbe  MC  Ni 
Cl  perpendiculaire  à N M ; 8c  du  point  l menez  Ig  perpendiculaire  à 
EF,  8c  parallèle  à ED.  Du  point  c on  a tiré  CR  perpendiculaire  au 
plan  IP  -,  Cr  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

6.  Par  le  point  C fiifons  encore  paflèr  le  plan  CL  G droit  au  plan  ubTY, 
8c  parallèle  au  plan  P Q -,  GL  commune  Section  des  plans  C LG , ubTY 
eft  16.  n. Eucl.  parallelcà  uY , 8c  par  confèquent  à Ef , car  n.  1.  uY, 
b DT  font  parallèles.  Donc  34.  1.  Eucl.  E G =fL  , GL  = Ef-,  8c  par- 
eeque  n.  1.  l’angle  fE  G eft  droit,  l’angle  LGE  eft  encore  droit,  com- 
me auffi  l’angle  L G F.  La  droite  C L eft  la  commune  Section  des  plans 
CL  G , b CZf,  car  elle  eft  dans  ces  deux  plans,  8c  parccquc  n.  4.  hCZf 
eft  droit  au  plan  ubTY  auflî  bien  que  le  plan  CL  G , il  fuit  19.  1 i.Eucl. 
que  CL  eft  droite  au  plan  ubTY , 8c  que  déf.  3.  1 1.  Eucl.  les  angles  CLf, 
C LG  font  droits.  De  plus  puifque  , comme  on  vient  de  le  dire  , le  plan 
CL  G eft  droit  au  plan  u bTY , 8c  que  les  angles  LGE  , LG  F font  droits, 
F G perpendiculaire  à la  commune  Section  LG  , 8c  tirée  dans  le  plan 
ubTY , eft  * par  une  fuite  de  la  déf.  4.  1 1.  Eucl.  droite  à l’autre  plan 

n 7 r>  . Or  J AC  . ».  C.,^1  nr*  rr  ..A  J T * ^ 


*Cl 4- 


CL  G:  8c  déf.  3.  ii.Eucl.  l’angle  CG  F eft  droit.  Joignez  c G. 

7 • Par  le  point  L prolongez  les  lignes  LS  perpendiculaire  au  plan  IP, 

Ls 
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Ls  perpendiculaire  au  plan  P Q -,  joignez  RS , RT  -, rs , rt.  Les  plans 
I P , bCZf  font  n.  4.  parallèles  ; les  perpendiculaires  CR,  LS  , fT  au 
plan  IP  , font  par  la  convcrfc  de  la  propofi  14.  1 1.  Eucl.  perpendiculaires 
au  plan  h CZf,  6c  égales entr’clles  j 6c  3 3.  1.  Eucl.  CL  = RS  , Lf  = 
ST,  C/=RTÿ  6c  les  triangles  C Lf , R ST  font  égaux  , 6c  parccque 
n.  6.  l’angle  C Lf  cft  droit , l’angle  RS  T l’eft  aulfi.  Enfoite  pareeque  les 
plans  C LG  , PQ  font  encore  parallèles , on  démontrera  de  la  même  ma- 
niéré , que  les  triangles  CL  G , rst  font  égaux  j 6c  que  l’angle,  rj*  eft 
droit , parccqu’il  eft  égal  à l'angle  CLG  , gui  n.  4.  eft  droit  -,  6c  que  G L 
= ts,  CG  = rt.  Enfin  la  ligne  PY  droite  n.  1.  au  plan  ubTY,  fait 
défi  3.  1.  Eucl.  les  angles  PYT , PYu  droits  j c’eft  pourquoi  les  angles 
P Y T,  RST  étant  droits,  les  lignes  PY , RS  , 28.  1.  Eucl.  font  parallèles, 
& les  angles  PYu  ,r  s t étant  droits  , les  lignes  P Y , r s font  encore  paral- 
lèles. Menez  R dr  parallèle  à SYi  les  lignes  SR,  Y dr  34.  1.  Eucl.  font 
égales.  Mais  RS  = CL  = rs  donc  les  quatre  lignes  CL,  RS  , Ydr,  sr 
font  égales. 

8.  Les  plans  IP , P Q font  les  deux  plans  , qui  fuivant  le  précepte  de 
M.  Descartes  fo  coupent  à angles  droits  en  P Y s les  courbes  VR  X, 
str  x font  celles  qui  fo  décrivent  fur  ces  plans  par  les  perpendiculaires  CR, 
MX,  Cr  , M x , N u , qu’on  abaiflè  fur  eux  de  chaque  point  de  la  cour- 
be M C N j P Y cft  la  commune  Section  de  ces  deux  plans , à laquelle  on 
doit  rapporter  les  points  des  deux  courbes  VR  X , ur  x : ce  qui  détermine 
les  points  6c  l’équation  de  la  courbe  cherchée  MC  N,  comme  on  va  le 
montrer. 

g.  Toutes  ces  chofos  étant  fuppofées  , nommez  les  connues  AB  , u e 
DF,  b s B F,  es  AF=AB-\-BF,  «-+ -es  AM,  d = A C j bD , e : 
DE,  h i b E =.  b D — ED , c — h = / » EF  = ✓ — 

Ybb  — hb  — f dans  le  triangle  n.  1.  DEF  ; FM  = Y a~m*  — '~af1 

— Y dd — un — ’ 2 a c — cc  dans  le  triangle  rcétangle  n.  2.  AFM.  Nom- 
mez les  inconnues  bf,  x i fh , y = cf  n.  4.  = R T n.  7.  CL , s = R S 
= rs  = Ydr  n.  7.  J Cl , z.  s Gg,  r s fL  , v t=  EG  n.  6.  ±=  T S n.  7. 
FR,  / j Df  = bf — bD  , x — e ; Ef  ■=.  bf  — bE  ,x  — l=zGL  n .6. 
= t s n.  7.  f FG  = EF  — EG  , f — v s F g = G g — GF,  r — f-t- 
v s DK  = DF  — KF  , b — t,  AK  =.  AB  + B F + f K , * 

c -+-  /. 

10.  Dans  le  triangle  CK  A rectangle  en  K n.  j.  ck*  = dd  uu 
a a c — 2 ut  — et  — 2 et  — tt. 

Dans  le  triangle  CK  F rectangle  en  K n.  j.  c~Fl  = dd  — uu—~  sut 

— 2 ut — cc — 2 et. 

Dans  le  triangle  C GF  rectangle  en  G n.  fo  cG 1 = d d — a u — 2 ut 

— ^ ut  — cc  — set  — Jf+-  sfv  — vv  = ft1  n.  7. 

Eee 
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Dans  le  triangle  R S T rectangle  en  S n.  7.  jfs1  = jf  = yy  — vvK 
&;  c’eft  l’equation  , qui  le  peut  d’abord  former  de  la  courbe  XRV.  Or 
RS1  = cri1  n.  7. 

Dans  le  triangle  rst  rectangle  en  s n.  7.  rs1  = s s = d d — a a — 

2UC  2at  CC  2Ct  jf  - t-  2j'v  VV XX  2 l X Il  , &C 

c’cit  l’équation  qu’on  peut  d'abord  former  de  la  courbe  a-  ru.  Or  V$ 1 = 

l Vr 1 n.  7. 

Et  les  points  des  courbes  XRV  » xru  font  rapportez  à la  ligne  P T com- 
mune Section  des  plans  IP  , P Q_ , puifqu’on  a deux  vale  urs  de  ePi  1 ou 
de  Jf  tirées  de  ces  deux  courbes. 

1 r . En  comparant  les  deux  valeurs  de  J f , on  trouve  v = r— ---- 

-4-  : + 2 a t + c c -*•  2 e t ff  * x — 2 t x 1 1 

On  trouvera  la  valeur  de  t dans  le  triangle  DCF,  dans  lequel  13.2. 
Euel.  CP*  -+-  2 DPx  DK  = ïfp1  ■+■  CD*  . c’eft-à-dire  dd  — au  — 2 ac 

— 2 ut  — ce  — 2 et  -+-  2 b b — 2 bt  — bb  y y -1-  a- a-  — 2e  x -y-  ce  -, 
puifouc  CD1  = Df1  ■+■  Cf'1  ==x'  — 2 ex  -*-<•<■-+-  yy  dans  le  triangle 
C/D  rectangle  en  / n.  4.  d’où  il  vient  / = ''-«£--*4^  « ♦ »*- r ? 

— jt  .»•  ♦ 2 r x — JJ.  Alertez  à prefent  cette  valeur  de  r à là 
leur  de  v,  vous  ferez  v = 'z»f'^T(fv7rf  Scc’  ^omn 
qui  multiplie/j»  , q celle  qui  multiplie  x x , m celles  qui  multiplient  at  > 
n les  autres  , vous  aurez  vz=.gyy  -t-  qxx  -t-  mx  ». 

1 2.  Maintenant  fuppofons  que  p cft  le  paramétré  de  la  parabole  b NM , 
laquelle  par  là  circonvolution  a produit  le  paraboloïde  MNbD  ; on  aura 
au  point /ou  au  point  h , fh1  = pxbf , yy  =p  x.  Subltituons  cette  va- 
leur de  //  dans  la  valeur  de  v j il  viendra  v = g p x ■+■  q xx  -4-  m x ■+■  ». 

L’équation  Jf=  y y — v v de  la  courbe  VRX  décrite  fur  le  plan  horE 
zontal  IP  , fi  l’on  y fubftituc  les  valeurs  trouvées  de  //  & de  w,fc  chan- 
gera en  Jf  = px  — ggpp  x x — 2gPfx  ' — 2 gm  P x x — 2 gnp  x — 
qq  x*  — 2rnqxy  — 2nqxx — mm  x x — 2 mnx  — nn. 

L’équation  de  la  courbe  urx  décrite  fur  le  plan  vertical  P JJ  fora  , en 
fubftituant  les  valeurs  de  t 8c  de  v ; celle-ci  , f]  = dd  — a a — 2 ac  — 

c ç ff XX  2l  X Il ♦ z»  te*  ace  — »tb*  apx  a x x - 

i*ex  + *rr-rdtl-+-a*c+2*cc  + l'-l>br  + cpx  + rxx-xrtx  + ctt  ^ ^ f n p V -+- 

2 J qxx  -+-  2fmx  if»  — ggppx x — 2gp  q x 1 — 2gmpxx  — 2gnpx 

— Vf  x*  — 2 m qx'  — 2»  qxx  — m mx  x — 2 mnx  — »»,où  pour// 
l’on  a fubftituc  p x. 

j 3.  Si  l’on  prend  à volonté  le  point  h fur  la  parabole  b N M , ou  ce  cjui 
cft  le  meme , Pabfcifle  bf,  x fur  l’axe  b D -,  la  quantité  x fora  donnée  ; 
ainfi  l’on  connoîtra  la  longueur  de  fL  , v , puilque  la  valeur  v ne  contien- 
dra plus  que  des  quantitez  connues  ; l’on  connoîtra  aufli  E G = fL  n.  <E. 
6c  les  points  G , L, 
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On  connoîtra  auffi  & Y , ou  la  perpendiculaire  CL  , s -,  puifque  dans 
les  valeurs  de  Jf  il  n’y  a plus  que  des  connues.  Devez  donc  au  point  con- 
nu L la  perpendiculaire  CL  de  la  longueur  connue  , elle  déterminera  le 
point  C de  la  courbe  cherchée.  C’eft  ainfi  qu’on  trouvera  tous  les  autres 
points  de  cette  même  courbe. 

14.  Du  point  C connu  abaifl'ez  la  perpendiculaire  Cl  fur  la  droite  M N 
axe  de  la  courbe  MC  N , le  point  l fera  donné.  Du  point  / fur  E G tirez 
la  perpendiculaire /£,  le  point  g fera  encore  donné.  Et  pareequ’on  connoît 
le  point  G n.  13.  la  droite  G g , r fora  connue. 

Après  cela  les  triangles  DEF , F g l font  équiangles.  Vous  avez  donc 
cette  Analogie  DE ,%  : DF , b ::  F g-,  r — /-+-  2/  : Fl , — — —h*h~  , ou 

r 1 1 br-bf*bnpx-*bqxx*bmx*bn 

mettant  pour  v la  valeur  j Fl  = i ^ j* . 

Enfin  dans  le  triangle  Cl  F rectangle  en  / , cl1  = CF 1 — l F1 , zz,— 
d d — a a — sac  — 2 a t — c c — 2 et  — b Lrr  •+•  2 bbfr  — 2 b b g p r x , 

— 2 b b qr  x x — 2bbmr  x — 2 b b nr  — bb  jf  s-  2 bbfgp  x ■+•  2b\bf'qxx 
-b-  2 b bfm  x -t-  2 b b fn  — b b g g pp  x x -^2  b b g p q x'  — sbbgmpx  x 

— sFbg  np  x — b b q q x 4 — 2 bb  mq  .v  * — 2 bb  nq  XX  — b b m m x x 

— 2 b b mn  x b b~nn  \ h b » équation  à la  courbe  M C N , dont  l’cxpref- 

fion  ne  contient  d’inconnues  , que  x , après  qu’on  aura  mis  dans  la 
valeur  de  t n.  1 1 . f x pour  y y.  Elle  cft  de  trois  dimenfions  , pareeque 
les  points  C ne  font  pas  dans  le  plan  du  triangle  AMN , dans  lequel  font 
les  points  M , N. 

1 5.  Soit  pris  Figure  110.  le  point  A fur  l’axe  A F du  paraboloïde  : les  Fia. 
points  /,  E , F de  Fig.  219.  tombent  tous  fur  le  point  F,  de  Fig.  120.  les  l‘°* 
lignes  fh  , EF,  NM  de  Fig.  2 19.  deviennent  la  feule  ligne  N M de 
Fig.  220.  les  lignes  CL  , Cl  de  Fig.  219.  font  la  ligne  CL  de  Fig.  220. 
le  point  D , 6c  les  lignes  LG,  Ig  , fE  de  Fig.  219.  font  nulles  dans 
Figure  220. 

Ainfi  dans  le  plan  horizontal  I P vous  aurez  la  courbe  VRX , & le 
triangle  TR  S égal  au  triangle  CL  Fi  mais  dans  le  plan  vertical  P £ il 
n’y  aura  que  la  droite  r s = C L = R S = Cf  Y.  La  raifon  de  tout  cela  cil. 
que  la  parabole  M B N décrivant  le  folidc  MB  NC , la  ligne  F M ed  de- 
meurée dans  un  même  plan  horizontal , parallèle  au  plan  horizontal  1 P , 

& droit  au  plan  vertical  P Q_. 

De  toutes  les  Lettre*  qu’on  a employé  n.  9.  il  ne  relie  donc  que  AB  ,a; 
AM,  d — AC  , B F , c;  AF , * + f j FC  = V — A F1  , 

V d d — a a — 2 a x — ce  > FL,  V > CL,  J ^ 

Dans  le  triangle  redanglc  CLF , CL%  = CF 1 — F L1  t Jf  —dd  — 

a & 2 ac  — cc  — vv  i équation  au  cercle  ou  à la  courbe  cherchée 

MC  N ; dont  le  rayon  FM  efl  V dd  — a a — sac  — c c- 

Il  cil  évident  par  la  foule  defeription  de  la  courbe  MC  N,  que  c’ell  une 

E e e ij 
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circonférence  de  cercle  , dont  FM  eft  le  rayon.  Ce  qui  arrivera  toujours 
quelque  courbe  que  lbit  NB  M , pourveu  que  le  point  A (oit  pris  fur 
l'axe  AF. 

Fi o.  16.  Que  la  courbe  b N M , Fig.  1 19.  (bit  à prefent  une  hyperbole , qui 
11 par  fa  révolution  autour  de  ion  axe  if  décrive  la  folide  hyperboloïde 
MNbf. 

Si  fbn  équation  eft  y y = f x -+-  ^x  x , on  mettra  cette  valeur  de  y y à 
là  place  par  tout  , où  elle  le  trouvera  , le  refte  eft  comme  pour  le 
paraboloïde. 

Que  fi  b NM  étoit  une  cllipfe  2c  MNbf  un  conoïde  elliptique  , on  fui- 
vroit  la  même  Méthode. 

Fio  17.  Suppofons  que  le  loi  idc  MB  N b d , Fig.  1 1 1.  eft  une  Sphère  décrite 
1VI-  par  la  circonvolution  entière  du  demi-cercle  o N Md  autour  de  Ion  diamè- 
tre bd;  on  demande  la  nature  de  la  courbe  MC  N décrite  par  le  point  C 
de  la  ligne  droite  donnée  AC  , qui  fe  meut  autour  du  point  donné  A. 

Faites  ce  qui  eft  prelcrit,  n^i.  z.  3.  4. 

Enfuite  B D eft  perpendiculaire  à N M , n.  1.  ainfi  le  point  D eft  le  cen- 
tre du  cercle  d B b , & de  la  Sphère. 

Du  point  C pris  à dilcretion  tirez  CD  , C F , CA.  Les  angles  MD  F, 
ND  F , C D F font  égaux  ; de  même  les  angles  DFN  , DFM  , DFC , 
font  encore  égaux  , 2c  droits , puifque  n.  1.  DFN,  DFM  font  droits,  2c 
j,  n.  Eucl.  les  trois  lignes  FM,  FN,  Fc  font  dans  un  même  plan. 

Ce  qui  fe  pouvant  encore  démontrer  à l’égard  de  tous  les  points  de  la 
courbe  MC  N,  tous  fes  points  font  dans  un  même  plan  MC  NFM , 2c  la 
courbe  MC  N eft  de  deux  dimenfions.  Il  fuit  encore  4.  1 r.  Eucl.  que  DF 
eft  droite  au  plan  MC  N F-,  8c  que  18.  1 1 . Eucl.  le  plan  ubTY,  ou  le  plan 
du  demi-  cercle  b Md , qui  eft  mené  par  DF , eft  droit  au  plan  de  la  cour- 
be MC  N ! 2c  déf.  3.  1 1.  Eucl.  que  l'angle  C FD  eft  droit.  De  ce  que  les 
triangles  D F M , DFN,  DFC  (ont  égaux,  j'aurois  auflï  pu  condurre, 
que  les  lignes  FM , FN , FC  Ibnt  égales  , 2c  que  le  plan  MCN F eft  un 
cercle.  Mais  il  faut  à prefènt  le  connoître  par  la  Méthode  qu’on  explique. 

Pour  cela , après  avoir  remarqué,  que  les  plans  MCNF,  hC  Z lbnt 
droits  au  plan  du  demi-cercle  b Md  ; l’on  conclurra , que  19.  n.  Eucl.  CL 
ltur  commune  Seélion  eft  droite  au  plan  de  ce  demi-cercle  , 2c  qu’étant 
toute  dans  le  plan  hCZ  , 1.  n.  Eucl.  elle  tombera  (ut  f h commune  Sec- 
tion des  plans  h CZ  , b Md  i qu’enfin  l’angle  CL  F eft  droit  déf.  3. 
n.  Eucl.  • 

Faites  comme  n.  7.  8. 9.  excepté  ia  que  F G eft  E G — EF , v — fi 
a*  que  les  termes  , où  les  lettres,  r , t , z.  fe  trouvent , font  nuis  , parce- 
qu’on  n’a  pas  eu  beloin  des  lignes  , qu’elles  expriment  ; 3*  nommons 


FL  , r. 

La  valeur  de  v ell  &. 


— dj  -h  MM  +■  2*  c -b  r r -t-  ff  -t-  X X — 


2i*-i-  U 


i 


telle 
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que  n-.  11.  en  retranchant  les  termes  , ou  t Ce  trouve.  Au  point  f,  ou  h 
du  demi-cercle  bMA  0n  a l'équation  au  cercle  yj  — kx-^-xx.  Subfti- 
tuez  cette  valeur  de  y y , vous  aurez  v = 2 , x - **  *•  + * • ç * 

-ilx  + lj  *s 

Mettez  2e  — 2I  =y»  le  refte  = «/J1,  il  viendra  v =2  yx-t-dd. 

L’équation  à la  courbe  VRX  eft  ïï.  10.  (f —yy  —*  vv  , fubftituez  les 
valeurs  de  y y , vv  , ccft  Jf  — 2 ex  — x x — yyxx  — 2yddx  — d* , 

équation  à l’ellipfe  VRX.  +jf 

Dans  l’équation  à la  courbe  u rx.  Faites  dd  — a a — 2 ne  — ce  — jf 
*—  //  = — dd  , il  viendra  Jf  = — dd  — vv  ■+■  zfv — ■ x x 
2 1 x ; pour  v 8c  vv  mettez  leur  valeur  vous  aurez  jf  = — d'd  — < 
yyxx — 2 y d d x — d 4 -l - y x+dd  — xx  -t-  2lx  , équation  à 

L’ellipfe  ur  x. 

Maintenant  dans  le  triangle  re<ftangle  CLF  , cf*  n.  10.  = ci* 

Ylf  , (f=dd  — a a — 2 »c  — ce  — rr  équation  au  cercle  MC  N dont 
le  rayon  eft  V dd  — an  — 2 a e — ec  = FM  = F N- , n.  9.  CL  une 
appliquée. 

1 8.  Loriquc  Fig.  zzz.  la  ligne  eft  perpendiculaire  CurbF,  elle  Ce  Fi», 
confond  avec  FE  de  Fig,  119.  Ilne  refte  que  FM , V dd  — aa  — ■ 2 ac ll1’ 

-=.CG  n.  10.  bD  , e s bF , x;  D F,  x — e 2=1  GL  2=.  s t > C L , s = 

RS=rs  i CF,  y = RTÿ  DG,  v=FL  = TS. 

Le  triangle  RTS  rectangle  en  s donne  us*  = £ T*  — TS*  ■>  ff  — 
y y — vv. 

Le  triangle  CLG  rectangle  en  L , donne  CL*  — GG*  — GL  * , jf == 
dd  — a*  — ■ 2 *c  — te  — tt  •+-  it  x — xx  équation  au  cercle  MC  N. 

Le  triangle  rst  donne  la  meme  que  le  triangle  CLG  , ainli  xrx  eft 
un  cercle. 

Parceque  NC  M eft  un  cercle  droit  au  plan  horizontal  IP , il  ne  forme- 
ra que  la  droite  R S. 

19.  Soit  Fig.  113.  le  folide  B b D un  Copc  droit  produit  par  la  cir-Fl«- 
convolution  entière  du  triangle  rectangle  fbh  autour  du  côté  immobile  bfxii' 
qui  eft  droit  au  plan  horizontal  I P. 

Faites  comme  n.  1.  z.  3.  4.  y 6.  7.  8.  7.  excepté  que  B F , c eft#nulle, 
étant  AF,  a -,  ainfi  en  retranchant  les  termes  , où  c fe  trouve  , vous  au- 


rez v = yy~  id 


•4-  1 a t -f-  ff 


: X — il» 


ll 


n.  j u Sc  t = 


■+■  b b — vy  — y Y -f-  z e x — te 
2 4 •+•  2 b * 

Au  point  4ona  dans  les  triangles  équiangles  b EF  ,bf h cette  Analogie 
bE,  l:  EF,f::bf , x : fb  , y.  & y = *f. 

Mettez  dans  la  valeur  de  t cette  valeur  de  y , & dans  la  valeur  de  i> 

Ece  iij 
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celle  de  7 & de  f ; faites  k toutes  les  connues , qui  multiplient  xxs  m tou- 
tes celles  qui  multiplient  * j nu  toutes  les  autres  , il  viendra  ixx  + mx 
-+-»»  = v. 

Dans  l’équation  qui  convient  n.  io.  au  triangle  RST,  fubflituez  pour 
y y & v v leur  valeur , vous  produirez  l’équation  à la  courbe  XR  V. 

Dans  l’équation  qui  n.  i o.  convient  au  triangle  rst  fubflituez  les  valeurs 
àc  t,  v,  vv,  vous  aurez  l'équation  à la  courbe  xrv.  . 

• Faitcs  commc  0.13.14-  Dans  Fl , *£=»/-»?  , mettez  la  valeur  de  v, 
afin  d’avoir  Fl , — b*M^*hbxx  + bmx  _ bkxx  + bmx  , en 

” i 

foifuit  — bf-ir  bnn  — J d.  Enfin  dans  le  triangle  CIF  rectangle  en  / , 
L / — CF  Fl  , z,  z — d d — n * — 2 * t — J 4 — 2 b k d dxx  — 
ibmJJx  — bbkk  x*  — 2b  b km  x r ' — bbmmxx  . équation  à la  courbe 
hh  

cherchée  MC  N , de  trois  dimenfions  , car  tous  les  points  C Ce  trouveront 
dans  des  plans  differens  du  plan  AM  N. 

F10.  io.  Soit  Fig.  114.  le  Iblidc  MNbD  un  cylindre  produit  par  la  circonvo- 
lution entière  du  rectangle  MNb  D autour  du  côté  immobile  bD  perpen- 
diculaire a 1 horizon  ; menez  A D perpendiculaire  fur  bD. 

, F,l*tcs  commc  n*  *•  î.  3.4.  5.  <».  7.  8.  9.  excepté  qu’on  laide  les  termes 
ou  Ce  trouvent  c , h , f,  t ; étant  AF.  a s FD  , b = fh  — Cf;  bf,x} 
Df,  x — e =Fh=GL -,f  L,  v = DG  j G F— D F — DG  , b — v, 
bl,  r } Fl  = Fb+hl,  r + x—e-,  AG  = AF+FG,  a + b — v. 
Dans  le  triangle  AC  G reétangle  en  G , <=ê*  = Xc%  — AG 1 , dd  — 

* **  2 & & "+*  2 /tv  — — b b -t-  2 b v — v v» 

Dans  le  triangle  CL  G rectangle  en  L , c~L 1 = CG  * — G~L 1 >tf=  dd 
_ 2 *b  2 ai ’ — b b -+■  2 b v — vv  — nr+  2 ex  — ee , ce  qui 

pouvoir  Ce  trouver  dans  le  triangle  rst. 

Dans  le  triangle  C Lf  rectangle  en  L , cL  * = Cf  * — /V 1 , h b — vv, 
ce  qui  pouvoir  audî  fe  trouver  dans  le  triangle  RST. 

Donc  de  ces  deux  valeurs  de  (f  l'on  fait  v = 1 hb  * 

— 2tx  + " • ■ i*  * ib 

Nommez  n n les  quantitez  connues  , c’eft  v = nn. 

Subflituez  cette  valeur  dans  ff-==.bb  — vv , vous  aurez  l’équation  de 
la  couübe  RST. 

Subflituez  encore  la  valeur  de  v dans Jf=  dd  — n.  * — 2 ab  2 av 

— b b- 1-  2 b v — v » — x x ■+•  zex  ■+■  ee  , afin  d’avoir  l'équation  de  la 
courbe  rst. 

Faites  comme  n.  13. 

Dans  le  triangle  CG  F,  rectangle  en  G , n.  j.  CF*  , en  fubflituant  la 
valeur  de  v , — ^ ^ <■-'  - z »t  x ♦ a» 
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Dans  le  triangle  C / F rectangle  en  / n.  14.  cl*  — CF*  — Tl 1 , c z>  = 
hià  — a «b  — i*tx^-Ate — x x -¥■  2cx  -r-  2rx  — e e -+-  2 e r — r r, 

a -h  b 

équation  a l’ellipfc  MC  N.  Il  (c  fait  donc  une  portion  d’ellipfe  MC  N de 
ce  côté  du  Cylindre  , &mne  autre  portion  de  l’autre  côté  , qui  ont  pour 
axe  commun  la  droite  M N , & qui  ne  font  pas  dans  le  même  plan  j car 
tous  les  points  C ne  font  pas  dans  le  plan  du  triangle  A M N.. 

PROBLEME  II. 

I L faut  trouver  la  ligne  , que  décrivent  fous  les  points  d’un  corps  , qui 
eft  pouffé  par  trois  mouvemens  , dont  le  premier  eft  horizontal , &;  uni- 
forme d’Orient  en  Occident  ; le  fécond  eft  vertical  de  haut  en  bas  fuivartt 
l’effet  de  la  pefànteur,  lctroifiéme  eft  encore  horizontal  uniforme  ou  varias, 
ble  du  Midi  au  Septentrion.  Et  l’on  fuppofo  i°  que  le  milieu  dans  lequd 
le  mouvement  fc  fait , ne  caufo  aucun  changement  ; i”  qu’un  corps  pelant 
qui  defeend  librement  , parcourt  des  efpaccs , qui  font  entr'eux  , comme 
lcquarré  des  tems  j c’eft-a-dire , que  fi  à la  fin  du  premier  inftant  il  a par-s- 
couru  1.  pié  , à la  fin  du  fécond  il  en  a parcouru  4,  à la  fin  du  troifié- 
mc  9.  &c.  30.  Que  fi  un  corps  A , Fig.zzj.  eft  poulie  fur  un  plan  hori-  [^r* 
zontal  par  deux  differens  mouvemens , l’un , qui  s’il  ctoit  feul , le  porterait  S' 
en  un  inftant  au  point  E ; l’autre  , qui  , s’il  étoit  foui,  le  tranlporteroit  en 
un  inftant  au  pointai  : le  corps  A le  trouverait  à la  fin  de  cet  inftant  au 
point  h , qui  eft  l’extrémité  de  la  diagonale  d’un  parallélogramme  Agh  E , 
dont  les  cotez  font  les  efpaccs  A E , A g , qui  auraient  été  parcourus  fepa- 
rément.  4*.  Que  le  mouvement  horizontal  ne  détruit  pas  le  vertical , par- 
ccqu’il  ne  lui  eft  pas  contraire. 

i°.  Lorfquc  le  corps  A 11e  fora  mû  que  de  deux  mouvemens , l’un  hori- 
zontal uniforme , A B , B E , E F , qui  lui  fait  parcourir  des  efpaces  égaux 
dans  des  tems  égaux  ; l’autre  vertical  Ac-,Cc,  C K , qui  lui  fait  parcourir 
des  efpaccs  tels  que  la  gravité  le  demande  : alors  la  ligne  parcourue  eft  une 
parabole.  Ce  qui  fo  démontré  ainfi. 

Les  lignes  AB,  BE  , E F font  égales  , & reprefontent  les  tems  égaux* 
pendant  lefquels  le  corps  A s’eft  mu  : donc  les  lignes  .<4  B , AE  , A F re- 
prefontent ces  tems  pris  depuis  le  commencement  du  mouvement  5 &C.A  B 
étant  / , AE  eft  z , AF  s,  dont  les  quarrez  font  1.  4. 9.  De  même  com- 
me les  lignes  AB,  A E , AF  font  encore  les  efpaccs , qui  foraient  parcou- 
rus fur  l’horizontale  A F pendant  chaque  inftant  à commencer  depuis  le 
point  A : ainfi  les  lignes  Ac  , AC,  AK  reprefontent  les  efpaccs  qui 
feraient  parcourus  fur  la  verticale  A K ; donc  A c étant  / , A C eft  4 , A K 
eft  <>.  C’eft  pourquoi  fi  l’on  mené  B d égale  & parallèle  à A c , E D égala 
& parallèle  à AC,  &c.  &t  qu’on  joigne  les  lignes  cd,  CD  : on  aura,  cd 
— AB , 1 5 CD  = AE , 2.  Joignez  les  points  AdDL,  vous  décrirez  unet 
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parabole.  Car  Ac-=.  /,ACj=  4 J_Ç  d = 1 ,cdx  — / ; CD,  2 . ç/)*  — 
Donc  A e,  1 : AC , 4:  : Tel  * , t : CD  * ■*.  Ce  qui  eft  une  propriété  de  la  pa- 
rabole. Donc  la  courbe  Ad  D cft  une  parabole  , qui  elt  ici  un  plan  verti- 
cal , parccqu’eile  pafiè  par  la  verticale  A K.  Appelions  (on  paramétré  p ; 
les  AC,  Ae  , x > les  c d,  CD  ,y  j fon  équation  à chaque  point  i , D fera 


yy  — Px' 

i°.  Suppofons  à prefent  que  le  corps  A eft  poulie  par  les  trois  mouve- 
mens , dont  le  Problème  parle  5 & que  le  troilîcine  cft  uniforme , 6c  cons- 
tamment égal  à b pendant  chaque  inftant.  On  demande  où  lèra  le  mobi- 
le A à la  lui  du  lêcond  inftant. 

Au  point  A élevons  Ag  = 2 b droite  au  plan  vertical  de  la  parabole 
A CD  i par  A g failôns  paflèr  un  plan  horizontal  A g h E , il  fera  droit 
au  plan  vertical  de  la  parabole , 6c  la  Section  de  ces  deux  plans  lèra  la  droi- 
te horizontale  AE.  A la  fin  du  lêcond  inftant , le  corps  A n.  1.  lêroit  au 
point  E , s’il  n’y  avoit  que  le  mouvement  d’Orient  en  Occident  j il  lêroit 
au  point  g , s’il  n’y  avoit  que  le  mouvement  du  Midi  au  Septentrion  : donc 
étant  poujflè  par  ces  deux  mouvemens  il  lèra  en  h extrémité  de  la  diago- 
nale Ah.  Mais  par  fa  pefameur  , fi  elle  agifloit  lèule  , il  arriverait  en  C, 
6c  ce  mouvement  vertical  n’cft  pas  détruit  par  les  deux  horizontaux.  Ainfi 
par  le  point  C fai/ons  palier  lç  plan  horizontal  CG  HD  , qui  lèra  parallèle 
au  plan  horizontal  AghE  } du  point  h abaifions  la  perpendiculaire  h H , 
qui  fera  parallèle  & égale  à AC , ED.  De  même  A g = h E = HD  , 6c 
HD  lèra  comme  g A droite  au  plan  de  la  parabole.  Le  corps  A (e  trouve- 
ra donc  au  point  H à la  fin  du  lêcond  inftant.  On  peut  trouver  de  cette 
maniéré  les  points  où  le  corps  A arrive  à la  fin  de  chaque  inftant.  Joi- 
gnons tous  ces  points  par  la  courbe  A H. 

Pour  connoître  la  nature  de  la  courbe  AH  on  peut  Car  un  plan  horizon- 
tal , 6c  fur  un  vertical  mener  des  perpendiculaires  de  chaque  point  de  la 
cour Ix:  ; faire  fur  l’iiorizontal  un  triangle  rectiligne  égal  au  triangle  CHD, 
6c  un  égal  au  triangle  HDE  fur  le  vertical  comme  Problème  1.  n.  3.  7. 

Nommons  CH,  s s HE  , zi  ED  z=AC , x>  CD , y , HD  , 2b  = 
hE  , A g.  

Dans  le  triangle  HDE  reftanglc  en  D , hdx  = HE * — ED1  , 4b b 

z z — xx. 

Dans  le  triangle  HDC  re&angle  en  D,  JTü1  — Hc%  — CD,  4b  b 
= Jf  — yy- 

Donc  zz=Jf — y y -+-  x x,  fubftituons  cette  valeur  de  z z dans  la  pre- 
mière équation,  il  vient  4b  b —Jf  — yy.  Mettons  pour  y y fa.  valeur  px, 
nous  ferons  (f  '=  p x -h  4bb  , équation  à la  courbe  A H , qui  lèra  une  por- 
tion de  parabole.  Prolongez  H C en  »,  de  lôrte  que  »H  /oit  V Jf -y-  b b » 
par  le  point  » tirez  P»  parallèle  i AC  , 6c  prenez  n P = AC  -t-  — = 
x •+•  cif,  La  parabole  dont  l’axe  cft  P»,  P le  /oinuiet , p le  paramétré 
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cft  la  parabole  cherchée.  Car  par  la  nature  de  la  parabole  le  paramétré 

p X P»  = n~H%  , px4-  sbb  =z  Jf  4-b  b i f=  p x 4-  4b  b. 

Mais  fi  l’on  fuppofè  le  mouvement  horizontal  du  Midi  au  Septentrion 
variable  , de  Coite  par  exemple  , que  les  mouvemens  , qui  fc  font  en  diffé- 
rons inftans  (oient  entr’eux  comme  les  mouvemens  corrcfpondans  de  ladef- 
centc  des  graves , que  D H Coït  égale  à AC  ; pour  4 b b il  faudra  mettre 
xx  , & l’équation  (éra  Jf  = p x 4-  x x équation  à l’hyperbole  équilatere, 
dont  l’axe  déterminé  cft  p , pris  fur  C A prolongée. 

Que  fi  l’on  veut  , que  ces  mêmes  mouvemens  du  Midi  au  Septentrion 
fuient  éntr’eux  comme  les  quarrez  des  AC , de  fprtc  que  D H foit  x x s 
l’équation  deviendra  Jf=px  4-  x*  , courbe  du  quatrième  degré  qui  e(V 
de  trois  dimenfions. 

-PROBLEME  III. 


T 

tes 


Rouvcr  les  lignes  droites  qui  coupent  à angles  droits  les  courbes  décri-' 
fur  une  furface  courbe. 


Soit  MCN , Fig.  116.  une  courbe  décrite  fur  une  furface  courbe  , fi  je  F'*- 
fuppofe  un  plan  , qui  touche  cette  courbe  au  point  C , il  cft  évident  que  ^ 
toutes  les  lignes  droites  , qui  feront  menées  dans  le  plan  touchant  par  le 
point  C feront  auffi  tangentes  de  la  courbe  MCN.  De  même  fi  je  fuppo- 
fe un  plan , qui  coupe  à angles  droits  au  point  C la  courbe  MC  N , tou- 
tes les  lignes  droites , qui  feront  tirées  dans  ce  plan  par  le  point  C , coupe- 
ront à angles  droits  la  courbe  MC  N.  Il  faut  trouver  une  de  ces  lignes  droi- 
tes tangentes , & une  des  fècantcs. 

1 . L’on  fuppofe  tout  ce  qui  a été  fait  Problème  I.  pour  la  Fig.  1 j p. 

1.  Cherchons  la  droite  Fa,  qui  touche  la  courbe  XR  y au  point  R fur 
le  plan  horizontal  IP.  Soit  XS  l’abfciflè  de  l’axe  VX , RS  l’appliquée  per- 
pendiculaire , qui  convient  au  point  R 5 tirez  R d comme  celle  qui  coupe 
à angles  droits  la  courbe  XRV  au  point  R.  La  ligne  T X eft  connue,  car 
elle  eft  égale  à la  diftance  du  point  M donné  à l’axe  bT  donné  de  pofi. 

tion  î nommons  TX , t -,  T S , v , n.  9.  Problème  I.  XS  = TX T S , 

t — v } dX,  m d S ==  SX  — dx,  e —V  — p-,  dR,  \ RS , s , 
n.  9.  Problème  I. 

Le  triangle  R S d rectangle  en  S donne  , ~r2  * = j[~s 1 4-  s~ii* , a A = 
ss  4-  tt  — 2 iv  — 2 ip4-vv  -+■  2 v/*  4-  nn.  Mais  pour  la  courbe  RST 
Problème  I.  n.  10.  Jf= y y — vv  s & Problème  I.  n.  1 2 . y y — p x . 
donc  f—px — vv,  & A A =r  p x 4- 1 i — 2i*u — 2 1 4 4-  2v  p 4.^  p , 
d’où  l’on  tire  v=  px  4-  « t — 2^  + ,«  u — a A. 

2 * 2 U 

Comparons  cette  valeur  de  v avec  celle  de  n.  12.  Problème  I.  v 

gp  x 4-  q x x 4-  nix  ■+■  n i il  viendra  xx  — p x 4-  2 g p « x — 2%p  ux  4 1 
2tni  x — 2 ni  u x 4r  2 n — 2 n u — 1 1 -+-  2 t « — ut,.  -l.  2 — r “ 


*9  ■—  - <r 
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Maintenant  je  fais  fuivant  la  Méthode  , Part.  3.  Seel.  z.  Art.  3.  * — 
* r=.  t>  , xx  — 3 ir  x 0 . Et  je  compare  les  féconds  termes  de 

ces  deux  dernières  équations  ils  donnait  n = Jgpt  -h  3 ut  — p — 4 q e x. 

2 Z P *+*  2 m ■+•  4 1 x‘ 

Je  connois  la  ligne  d x = ,u , 8c  le  point  d ; je  joins  R d , & la  droite 
Fa  perpendiculaire  à R d eft  touchante  de  la  courbe XRV au  point  R. 

3 . Cherchons  la  droite  O G , qui  touche  la  courbe  x r u au  point  r fur 
le  plan  vertical  P Q_.  Soit  * s l’abfciflc  de  l'axe  Vx,  rs  l’appliquée  per- 
pendiculaire qui  convient  au  point  r < tirez  r t comme  celle  qui  coupe 
perpendiculaircmeht  la  courbe  xru  au  point  r. 

La  droite  M x cft  connue  parcequ’elle  eft  la  diftance  du  point  b donné 
au  plan  vertical  P Q_ , dont  on  connoît  la  pofition  j nommons  m x , 6 5 
ms  = bf , Fig.  xi<>.  -v,  n.g.  Problème  I.  x s-=xmx  — ms  . 6 — x; 
tx  , <p  5 ts  = xt  — xs , Q — 6 -+-  x > r t , A -,  rs  , s , m 9.  Problème  I. 

Le  triangle  r s t rectangle  en  s donne  rf‘  = n!  + f jS  * A = j if  ■+■ 

Ç <p 2 $ <p  ■+■  2Çx-h  H — 26 x - 4- xv.  Pourj7Tubftituons  la  valeurqu’elle 

an.  ix.  Problème  I.  dans  la  Figure  «r  x , il  viendra  A A = dd  — a a,  8cc. 
équation  où  tout  eft  connu  excepté  <p  , A.  Elle  fc  changera  en  x+ 
y x 1 fxx  — z>  x — Ü-4-  2 6 (P  — <p<p-t-AA  = 0,  Prenez 

* Cù 

le  quarré  de  x — t = 0 , multipliez-lc  par  x ■+■  />.  Comparez  cette  équa- 
tion avec  la  precedente  , pour  connoître  p 8c  Q Sc  par  confcquent  la  ligne 
/ x = <t> , le  point  t fera  connu. 

Je  joins  rt , 8c  la  droite  O G perpendiculaire  à rt  cft  touchante  de  la 
courbe  xru  au  point  r. 

Les  droites  Rd  , Fa;  rt,  O G étant  trouvées , on  cherche  les  droites 
Z Y , Cp  l’une  touchante  , l’autre  coupante  à angles  droits  de  la  cour- 
be MC  N. 

4.  Sur  la  touchante  G O , & par  la  droite  Cr  j’éleve  le  plan  G 0 D E 
Il  cft  droit  au  plan  P Q_ , 18.  n.  Eucl.  pareequ’il  eft  mené  par  la  droite 
Cr  , qui  n.  3 . Problème  I.  cft  droite  au  plan  P Q.  Le  plan  GODE  paf. 
fera  donc  par  le  point  C , 8c  il  touchera  la  courbe  MCN  en  ce  feul 
point  C. 

Car  comme  il  eft  fur  G 0 , 8c  que  G O eft  toute  dehors  de  la  courbe 
xru,  le  plan  GODE  fera  auffi  tout  dehors  de  la  courbe  xru.  Mais  fi  ce 
plan  GODE  coupoit  la  courbe  MCN  encore  en  un  point  quelconque  h, 
je  pourrais  de  ce  point  h tira  la  ligne  hn  perpendiculaire  au  plan  vertical 
JP  4 , 8c  le  point  » ferait  n.  3 . Problème  I.  un  point  de  la  courbe  xru:  la 
ligne  b n ferait  toute  dans  le  plan  GODE  qui  cft  droit  au  plan  P£  5 d'où 
il"  Cuivrait  que  le  plan  GODE  couperait  aufli  la  courbe  xru  au  point  » ; 
ce  qui  eft  impoffiblq  , puifqu’on  a montre  qu  il  le  touche  au  point  r. 

De  même  fur  la  tangente  R u,  8c  par  la  droite  RC  j eleve  le  plan  F B Au, 
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<jul  fera  aufli  droit  au  plan  horizontal  IP  , & qui  ne  rencontrera  la  courbe 

MC  N qu’au  point  C , où  il  la  touchera,  ..  v 

Que  la  droite  YCZ  foit  la  commune  Scifion  des  plans  GODE, 
FBA*  5 elle  fera  toute  dans  ces  deux  plans  ,1.1  r.  Eucl.  fie  ne  touchera 
la  courbe  MC  N qu’au  point  C , où  ces  deux  plans  la  touchent.  La  droite 
YCZ  cft  donc  une  des  touchantes  qu’on  peut  tirer  à la  courbe  MC  N 
au  point  C.  • ^ , .»  . \ • ; -, 

j.  Apres  cela  par  le  point  r je  fais  paflèr  le  plan  rLK  droit  aux  plans 
P Q , GODE  : ainfi  les  deux  plans  rLK  , P font  droits  au  plan 
G ODE  : donc  ig.  iï.  Eucl.  leur  commune  Section  eft  droite  au  plan 
GODE  , fi c déf.  3.  11.  elle  fait  un  angle  droit  avec  la  ligne  GO  : mais  l’on 
a trouvé  n.  3 . que  la  ligne  r t fait  un  angle  droit  avec  la  ligne  G O : donc 
/ r eft  la  commune  Seétion  des  plans  P£,  rLK  s autrement  on  pourrait 
au  point  r dans  le  meme  plan  P Q élever  deux  lignes  droites  à la  ligne 
O G , ce  qui  n’eft  pas  poiïible , puifqu’il  faudrait  que  deux  angles  droits 
fuflènt  partie  l’un  de  l’autre.  Le  plan  rLK  eft  donc  élevé  fur  la  droite  rt  -, 
ce  même  plan  eft  d’ailleurs  droit  au  plan  GODE  » il  eft  donc  droit,  Sc 
n’eft  point  incliné  fur  aucune  ligne  menée  dans  le  plan  GODE  , comme 
fur  YCZ  touchante  de  la  courbe  MC  N. 

On  prouvera  de  la  meme  façon , que  le  plan  RHI , que  l’on  fait  droic 
aux  plans  IP , F B A*  , eft  élevé  fur  R d , qui  eft  perpendiculaire  à F* 
touchante  de  la  courbe  XRV,  8c  qu’il  n’eft  point  incliné  fur  YCZ. 

6.  Que  la  commune  Seétion  des  plans  rLKt , RHId  foit  la  droite  Cp, 
je  dis  qu’elle  cft  perpendiculaire  à la  droite  YCZ  tangente  de  la  courbe 
NCM.  Car  Fig.  227.  CB  eft  dans  le  plan  NMPR,  AB  eft  droite  furFl0. 
ce  plan  j deux  autres  plans  EFG  H , Kl  LM  font  droits  fur  le  premier  -,  117." 
leur  commune  Scftion  AB  eft  19. 11. Eucl.  droite  aufïîà  ce  plan  , fie  déf.3. 

11.  Eucl.  l’angle  ABC  eft  droit,  fie  les  plans  EFGH , KILM  ne  font 
point  inclinez  fur  la  ligne  B C. 

Ainfi  l’on  peut  aflùrer  que  fi  deux  plans  EFGH  , KILM  ne  font  point 
inclinez  fur  la  droite  CBD  , leur  commune  Seftion  A B cft  perpendicu- 
laire à CBD.  Or  l'on  a montré  que  Figure  226.  les  deux  plans  rtKL , 
RHId  ne  font  point  inclinez  fur  la  droite  YCZ  : donc  leur  commune 
Scftion  Cp  eft  perpendiculaire  à la  touchante  YCZ  ,StCp  coupe  à angles 
droits  la  courbe  MC  N au  point  C. 

On  ne  cherche  pas  les  tangentes  des  courbes  de  trois  dimenfions  par  la 
Méthode  de  Part.  3.  Sect.  2.  Art.  1.2.3.  pareeque  cette  Méthode  fuppofe 
que  les  cercles  qui  coupent  la  courbe  donnée  en  deux  points  éloignez  de  C, 

6c  le  cercle  qui  touche  cette  courbe  au  point  C , font  dans  un  même  plan  : , 

ce  qui  ne  convient  pas  aux  points  d’une  courbe  de  trois  dimenfions  , puis- 
que ces  points  font  en  différons  plans, 

Fff  ij 
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LA  GEOMETRIE  DE  M.  DESCARTES* 


Livre  III.. 

De  la  confruclion  des  Problèmes  , qui  font  folidcs  , ou  plus  que  folides. 

M.  Descartes  apprend  Ici  r.  de  quelles  lignes  on  peut  le  lër- 
vir  dans  la  conftruction  de  chaque  Problème  , 1.  de  la  nature  des 
équations  &L  de  leur  préparation  pour  les  rcfôudre , 3.  de  la  relôlution  des 
équations , 4.  de  la  façon  generale  de  conftruire  les  Problèmes  réduits  à une 
équation  de  trois  ou  quatre  dimenfions , y.  jje  la  façon  generale  de  conl- 
truirc  tous  les  Problèmes  réduits  à une  équation , qui  n’a  pas  plus  de  fut 
dimenfions. 

PARTIE  PREMIERE. 

De  quelles  Lignes  on  peut  fc  fervir  en  la  confruclion  de  chaque  Problème. 

M.  Descartesi. 

ENcorc  que  toutes  les  lignes  courbes , qui  peuvent  être  décrites 
par  quelque  mouvement  régulier  , doivent  être  reçues  en  la. 
Geometrie  3 ce  n’eft  pas  à dire  , qu’il  Toit  permis  de  fe  fervir  indif- 
féremment de  la  première  qui  fe  rencontre  , pour  la  conftruétion 
de  chaque  Problème  : mais  il  faut  avoir  foin  de  choifir  toujours  la- 
plus  fimple , par  laquelle  il  foit  pofliblc  de  le  refoudre.  Et  même  il 
elt  à remarquer  , que  par  les  plus  Iimples  on  ne  doit  pas  feulement 
entendre  celles , qui  peuvent  le  plusaifément  être  décrites  , ni  cel- 
les qui  rendent  la  démonftration  ou  la  conftrinftion  du  Problème 
propofé  plus  facile  ; mais  principalement  celles  s qui  font  du  plus 
limple  genre  3 qui  puifle  fervir  à déterminer  la  quantité  qui  elt 
cherchée.  - . 

Comme  par  Exemple  je  ne  croi  pas , qu’il  y ait  aucune  façon1 
plus-  facile  , pour  trouver  autant  de  moyennes  proportionelles , 
qu’on  veut , ni  dont  la  démonftration  foit  plus  évidente , que  d’y 
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employer  les  lignes  courbes  , qui  le  décrivent  par  l’inftrument 
XTZ  * ci-delTus  expliqué  , Fig.  j 1.  Car  voulant  trouver  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  7 A , &c  TE  , il  ne  faut  que  dé-*  l.\. 
crire  un  cercle  , dont  le  diamètre  foie  TE  , & poureeque  ce  cercle  sïa.'f.' 
coupe  la  courbe  A D au  point  D >TD  eft  l’une  des  moyennes  pro-^8(0 
portionnelles  cherchées.  Dont  la  démonftration  le  voita  l’œil  par  JM** 
la  feule  application  de  cet  inftrument  fur  la  ligne  TD  ; car  comme 
TA  j ou  TB  qui  lui  eft  égale  eft  à TC  j ainfi  TC  eft  à TD  -t  &, 

TD  à TE. 

Tout  de  même  pour  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles 
entre  Y A Y G , ou  pour  en  trouver  fix  entre  Y A 3c  Y N -,  ilnefauc- 

que  tracer  le  Cercle  YFG  , qui  coupant  AF  au  point  T,  détermine 
la  ligne  droite  Y F > qui  eft  l’une  de  ces  quatre  proportionelles , ou 
YHN  , qui  coupant  AH  au  point  H,  détermine  Y H l’une  des 
fix  ; & ainfi  des  autres. 

Mais  poureeque  la  ligne  courbe  A D eft  du  fécond  genre , &c 
qu’on  peut  trouver  deux  moyennes  proportionelles  par  les  Sections 
coniques  , qui  font  du  premier  , & poureequ’on  peut  trouver  qua- 
tre ou  fix  moyennes  proportionelles  , par  des  lignes  qui  ne  lont  pas 
de  genres  fi  compoiez  , que  font  AF  & AH , ce  ferait  une  faute 
en  Geometrie  , que  de  les  y employer.  Etc’eft  une  fâuteaulfi  d’au- 
tre côté  , de  fe  travailler  inutilement  à vouloir  conftruire  quelque 
Problème  par  un  genre  de  lignes  plus  fimple , que  fa  nature  ne 
permet. 


SECTION  I. 


De  t infiniment  inventé  pour  trouver  des  moyennes  proportionelles. 

1.  T 'On  a parlé  L.  1.  Part.  1.  Se  cl.  3.  de  la  manière  dont  cet  inftrument 

I . eft  conftruit.  - ■ • > > • ■* 

î.  Les  lignes  CB,  ED,  GF,  NH , L K . P M font  perpendiculaires  fi«. 
à la  ligne  YX  s les  lignes  D C , F E , H G , K N , ML  loin  perpendieu-  Ju 
laires  à la  ligne  Y Z.  C’eft  pourquoi  le  triangle  YCD  eft  rectangle  en  C , 
ôc  du  fomract  C l’on  a abaiiîe  C B perpendiculaire  fur  la  bafê  YD  : donc 
ks  triangles  YBC,  YCD  font  équiangles  , 3c  Y B : Y C dans  le  triangle 

F ££  iij 
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YBC  : : TC  : YD  dans  le  triangle  Y CD  > SctC  cft  moyenne  propor- 

tionclle  entre  Y B , 6c  Y D, 

Le  triangle  Y DE  eft  auffi  rectangle  en  D,  & du  fommet  D l’on  a 
abaifle  la  perpendiculaire  D C fur  la  bafe  YE  : donc  les  triangles  Y C D , 
YD  E font  equianglcs  i 6c  YC  : Y D dans  le  triangle  YCD  : : YD  : 

Y E dans  le  triangle  YDE  ; 6c  Y D moyenne  proportionelle  entre  Y C 6c 
YE.  Donc  en  reprenant  les  deux  analogies  ,YB  : YC:  : YC  : YD  : : YD: 
YE.  6c  YC,  YD  font  deux  moyennes  proportionelles  entre  YB,YE. 

On  trouvera  de  la  même  façon , que  Y C ,YD  , YE  , Y F , Y G font 
cinq  moyennes  proportionelles  entre  Y B , Y H ; que  Y C , YD  , YE  , Y F, 

Y G , Y H font  fix  moyennes  proportionelles  entre  Y B , YN  , &c. 

3 . L’ufage  de  cet  infiniment  eft  tel , Fig.  y i . Lorfqu’on  a une  moyenne 
proportionelle  à trouver  entre  deux  lignes  données  i l’inftrument  eft  d’a- 
bord fermé  , de  forte  que  Y X eft  fur  Y Z , 6c  les  points  B , C , D , E , F, 
Gy  êcc.  des  lignes  BC , C D , DE  , EF,  FG  , GH , ôcc.  for  le  point  Y: 
ce  que  l’on  obférvc  , quelque  nombre  de  moyennes  proportionelles  que 
l’on  cherche.  Enfuitc  lux  la  ligne  Y X , l’on  prend  Y B égale  à la  plus 
petite  des  lignes  données  ; l’on  y conduit  le  point  B de  la  ligne  BC , 6c 
on  l’arrête  ferme  en  cet  endroit.  La  ligne  B C ainfi  mue  chaflè  devant  elle 
toutes  les  autres  lignes  CD , DE  , êcc.  Après  cela  for  la  même  ligne  YXt 
l'on  prend  encore  YD  égale  à la  fécondé  ligne  donnée  , &c  l’on  marque  le 
point  D.  Enfin  l’on  ouvre  l’inftrumcnt  jufqu’à  ce  que  la  féconde  ligne 
tranfvcrfâle  C D tombe  fur  le  point  marqué  D : 6c  l’on  a foin  que  toutes 
les  lignes  tranfverfâles  , qui  fervent , fe  touchent  j ce  que  l’on  foppofe  auffi, 
quelque  nombre  de  moyennes  proportionelles  que  l’on  cherche.  La  ligne 
CD  étant  dans  cette  fituation  , le  point  C donne  YC  moyenne  proportio- 
nelle cherchée. 

Lorfqu’on  doit  trouver  deux  moyennes  proportionelles  entre  deux  lignes 
données  ; en  premier  lieu  fur  la  ligne  Y X , l’on  prend  YB  égale  à la  moin- 
dre des  données  j on  y conduit  6c  l’on  y arrête  le  point  B de  la  ligne  B C. 
En  fécond  lieu  fur  l’autre  ligne  Y Z , l’on  prend  TE  égale  à la  féconde 
des  lignes  données , ôc  l’on  marque  le  point  E.  En  troifiéme  lieu  l’on  ouvre 
rinftrument  jufqu’à  ce  que  la  troifiéme  ligne  tranfvcrfâle  D E coupe  Y Z 
au  point  E.  Alors  le  point  C donne  Y C , le  point  D donne  YD  , qui 
font  les  deux  moyennes  proportionnelles  cherchées. 

Enfin  quelque  nombre  de  moyennes  proportionelles  , qu’on  doive  trou- 
ver entre  deux  lignes  données  : on  prendra  toujours  fur  YX  l’efpace  Y B 
égal  à la  plus  petite  donnée  $ 6c  l’on  arrêtera  la  ligne  B C.  Et  fi  le  nombre 
des  moyennes  cherchées  cft  un  nombre  impair  / , i , s , Stc.  l'on  pren- 
dra fur  la  même  YX , l’intcrvalc  YD  , ou  TF,  ou  TH,  ôcc.  égal  à la 
leconde  des  données.  Enluite  on  ouvrira  l inftrument , jufqu’à  ce  que  la 
féconde  C D des  tranfver laies  tombe  fur  le  point  mai  que  D , ou  F,  ou  H, 
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tcc.  lorfqu’on  ne  cherche  qu’une  moyenne  j jufqu’à  ce  que  la  quatrième 
EF  tombe  fur  le  point  marqué  , lorfqu’on  cherche  trois  moyennes  j juf. 
qu’à  ce  que  la  fixiéme  G H tombe  fur  le  point  marqué  , lorfqu’on  cherche 
cinq  moyennes  , &c.  Mais  fi  le  nombre  des  moyennes  proportionellcs  de- 
mandées cft  pair  2,4,  6 , Stc.  c’cft  fur  Y Z qu’il  faut  prendre  l’inter- 
vale  Y E , ou  KG,  ou  Y N , &c.  égal  à la  fécondé  ligne  donnée. 

Après  cela  l’on  ouvre  l’inftrument , jufqu'à  ce  que  DE  la  troifiéme des 
tranlverfàlcs  tombe  fur  le  point  marqué  E , ou  G , ou  N , Scc.  lorfqu’on 
cherche  deux  moyennes  ; jufqu’à  ce  que  FG  la  cinquième  tombe  fur  le 
point  marqué  , lorfqu’on  cherche  quatre  moyennes  , Sic. 

4.  Que  fi  l'on  veut  fervir  des  courbes  AD  , A F , AH  , Scc.  qui  font 
décrites  par  des  poinçons  appliquez  , tandis  cju’on  ouvre  l’inftrument , l'un 
à l’interfeftion  des  lignes  CD  , DE  -,  l’autre  à l’interfcéHon  des  lignes  FF, 

F G , le  troifiéme  à l’interfection  des  lignes  GH,  HiV,  Sec.  I!  faut  fur  un 

Îilan  tirer  la  ligne  infinie  Y Z 5 couper  Y A égale  à la  plus  petite  des  deux 
ignés  données  ; fur  la  ligne  Y Z du  plan  ajufter  la  ligne  Y Z de  l’inftru- 
ment fermé  , c’eft-à-dirc  que  la  ligne  YX  de  l’inftrumcnt  eft  aufli  fur  la 
ligne  Y Z du  plan  ; mettre  le  point  Y de  linftrument  fur  le  point  Y du 
plan.  Enfuite  il  finit  fur  YX  couper  Y B = Y A ; appliquer  la  réglé  BÇ 
au  point  B ; ouvrir  l’inftrument  Se  avec  des  poinçons  tracer  autant  de  cour- 
bes que  l’on  fbuhaitcra  fur  le  plan.  Cette  préparation  étant  faite  l’on  ôte 
l’inftrument. 

Si  vous  cherchez  deux  moyennes  proportionelles  entre  Y A ou  YB  Se 
YE  ; fur  le  diamètre  YE  décrivez  le  demi  cercle  YDE , du  point  D , où 
ce  demi-cercle  coupe  la  première  courbe  A D , abaiflèz  D C perpendicu- 
laire à YE  , vous  aurez  Y C , YD  les  deux  moyennes  cherchées  entre 
Y B Se  YE. 

Si  vous  voulez  quatre  moyennes  proportionelles  entre  Y A ou  Y B Se 
Y G ; fur  le  diamètre  Y G décrivez  le  demi-cercle  YFG  , qui  coupera  la 
féconde  courbe  A F au  point  F ; Se  par  les  points  Y,  F rirez  KF.  Après  cela 
du  point  F abaiflèz  E F perpendiculaire  à Y Z -,  du  point  E,  ED  perpen- 
diculaire à YX  ; du  point  D , DC  perpendiculaire  a YZ  -,  vous  aurez  YC, 
jD  , YE  y Y F moyennes  entre  Y B , YG.  L’on  fera  la  meme  chofè 
pour  des  moyennes  proportionelles  en  nombre  pair. 

Mais  lorfqu’elles  font  en  nombre  impair  , comme  s’il  fàlloit  trouver 
trois  moyennes  proportionelles  entre  Y A ou  Y B la  plus  petite  des  données, 
& une  autre  ligne  quelconque.  J’ouvre  mon  compas  de  la  longueur  de 
cette  fécondé  ligne  donnée , je  mets  un  de  fès  piez  fur  le  point  K,  & de 
l’autre  je  coupe  la  féconde  courbe  AF  au  point  F : par  les  points  Y,  F je 
tire  la  droite  Y F:  enfuite  du  point  F j’abaiffe  FE  perpendiculaire  fur 
K Z ; du  point  E , la  perpendiculaire  E D fur  Y X ; du  point  D la  perpen- 
diculaire PC  fur  yz,  ÔC  j’ai  YC,  Y P , YE  trois  moyennes  entre  YBr> 
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Y F.  Si  l’on  dcmandoit  cinq  moyennes  proportionelles , avec  le  compas  je 
coupcrois  la  troifiéme  courbe  A H , 6cc. 

Bien  plus  le  cercle  YHN  me  fournit  autant  de  moyennes  proportionel- 
les que  je  veux  en  nombre  pair  entre  Y A 6c  Y N.  Car  fi  j’en  veux  fix,  du 
point  Y je  tire  la  droite  TH  au  point  H,  où  le  cercle  décrit  fur  le  diamè- 
tre Y N coupe  la  troifiéme  courbe  Y H ; en  cette  droite  Y H eft  la  fixiéme 
des  moyennes , les  autres  fê  trouvent  en  tirant  des  perpendiculaires , com- 
me auparavant.  Si  j’en  veux  quatre , du  point  Y je  tire  la  droite  Yf  au 
point/,  où  le  cercle  décrit  fur  le  diamètre  Y N coupe  la  féconde  courbe 
A F ; 6c  cette  droite  Yf  eft  la  quatrième  moyenne  proportionelle  entre 

Y A 6c  YN  i les  autres  le  trouvent  comme  auparavant , en  tirant  des  paral- 
lèles. Si  j’en  veux  deux  , du  point  Y je  tire  Yd  , au  point  d , où  le  cercle 
décrit  fur  le  diamètre  YN  coupe  la  première  courbe  AD  ; 6c  cette  droite 
Yd  eft  la  féconde  des  moyennes  cherchées  j l’autre  fé  trouve  en  tirant  la 
perpendiculaire  DC. 

Mais  je  veux  des  moyennes  proportionelles  en  nombre  impair  entre  Y A 
6c  une  autre  quelconque  Y H ; le  même  cercle  ne  me  les  donnera  pas  dans 
les  points  , où  ce  cercle  coupe  les  différentes  cour  bes. 

Les  courbes  AD  , AF , AH  , 6cc.  fervent  bien  à trouver  quelque  nom- 
bre de  moyennes  proportionelles  que  l’on  demande  entre  Y A,  6c  une  autre 
ligne  quelconque  : mais  des  que  la  plus  petite  des  données  féra  différente 
de  Y A , il  faudra  décrire  d’autres  courbes. 

j.  Toutes  ces  Operations  font  démontrées, tandis  que  l’inftrument  n’cft 
reprefenté  que  par  des  lignes  Mathématiques  , qui  n’ont  ni  largeur , ni 
cpaifléur  : mais  dans  la  pratique  il  faut  fubftitucr  des  Règles  qui  font  larges 
6c  épaiflés  comme  Fig  49.  50.  51.  Ce  qui  peut  arriver  ou  en  laiflânt  entier 
l’angle  droit  extérieur  de  toutes  les  Réglés  tranfvcrfâles , comme  Fig.  y 1. 
ou  en  coupant  l’angle  droit  extérieur  des  feules  Règles , qui  font  perpendi- 
culaires à la  Réglé  inferieure  Y Z , comme  Fig.  yo.  ou  en  coupant  l’angle 
droit  extérieur  des  feules  Réglés  , qui  font  perpendiculaires  à la  Réglé 
fupericurc  YX } ou  en  coupant  l’angle  extérieur  de  toutes  les  Réglés, 
comme  Fig.  49. 

Si  l’on  ne  coupe  aucun  angle  extérieur  des  Règles  tranfverfâlcs , Fig.  y 1. 
jl.'  Voici  ce  qui  fuit.  i°.  La  Rcgle  YX  a.  deux  cotez,  l’extcricur  YX , l’in- 
terieur  Y x -,  il  en  eft  de  même  de  la  Réglé  Y Z Or  l’on  doit  prendre  les 
moyennes  proportionelles  cherchées , auffi  bien  que  les  deux  extrêmes  don- 
nées fur  la  ligne  extérieure  YX  de  la  Réglé  fuperieure , ôc  fur  la  ligne  inté- 
rieure Y Z delà  Réglé  inferieure  : parccque  ce  font  ces  deux  lignes  YX, 

Y Z , qui  fe  terminent  au  centre  Y de  l’inftrument  , 6c  qui  font  l’angle 
ZYX.  i°.  Les  Réglés  tranfverfales  gliflént  les  unes  fui-  le  côté  intc.ieur  Y x 
de  la  Règle  fuperieure , les  autres  fur  le  côté  intérieur  Y Z de  l’inferieure 
dans  des  couliilés  qu’on  y a creufces.  3°.  Lorfquc  l’mftrument  eft  fermé, 

ÔC 
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8c  que  la  Règle  fupericure  entre  dans  l’inferieure,  afin  d’occuper  le  meme 
efpace  : comment  toutes  les  pointes  des  angles  extérieurs  des  lignes  tranf- 
verfales  pourront-elles  fe  trouver  fur  le  centre  Y,  non  feulement  pareequ’il 
faudrait , que  la  coulilfe  fut  extrêmement  large  , pour  contenir  en  un  (cul 
endroit  toutes  les  lignes  tranfverfîiles , & que  fi  la  coulifiè  étoit  fi  large , les 
Règles  ne  s’y  tiendraient  pas  fermes , ni  dans  un  même  plan  : mais  encore 
pareeque  les  fômmcts  des  angles  extérieurs  des  Réglés  tranfverfâles  , qui 
font  perpendiculaires  fur  la  Réglé  fuperieure  Y X , ne  répondent  pas  au 
centre  Y,  qui  efl  dans  la  ligne  extérieure  YX ; tandis  que  ces  fômmcts  font 
dans  la  ligne  intérieure  Y x ? 4.  Comment  trouvera-t’on  les  triangles  dont 
on  a befoin  ? Les  triangles  Y B C YCD  font  tels  qu’il  les  faut  , pourveu 
qu’on  prenne  dans  la  Réglé  R C le  côté  qui  efl  tourné  vers  la  Réglé  D C , 
èc  dans  la  Réglé  D C le  côté  qui  cfl  tourné  vers  la  Règle  B C.  Mais  afin 
que  le  triangle  YD  E fervît , il  faudrait  que  la  ligne  tirée  du  point  D au 
point  E fût  la  meme , que  la  ligne  d E de  la  troifiéme  Règle  tranfvcrfâ- 
îc  , ce  qui  n’arrive  pas. 

La  difficulté  augmente  dans  le  triangle  YEF,  où  il  faudrait  que  les 

? oints  E,  e ne  fu  fient  qu’un  , afin  que  la  ligne  ED  fût , comme  elle  doit 
être,  une  perpendiculaire  abaiflee  du  fommet  e de  l’angle  droit  Yc  F 
fur  la  bafè  ÏT  du  triangle  rectangle  YeF. 

Les  mêmes  difficultez  fô  trouvent  dans  les  triangles  fuivans  Y F G-, 

YG  H , &c. 

Si  Fig.  jo.  l’on  coupe  l’angle  droit  des  Réglés  tranfverfâles  , qui  font  fi«. 
perpendiculaires  à la  Règle  inferieure  Y Z , en  leur  ôtant  ce  qui  efl  ponc-  501 
tué  j fans  rien  changer  aux  autres  Réglés  tranfverfâles.  i®.  Il  faut  aufli 
prendre  les  extrêmes  données , & les  moyennes  cherchées  fur  le  côté  exté- 
rieur YX  & fur  l’interieur  Y Z.  z*.  Outre  la  largeur  des  couliflès , ou- 
tre que  ce  ne  font  pas  les  fbmmets  b , d , f des  Règles  tranfverfâles  per- 
pendiculaires fur  YX,  qui  fc  rallèmblent  au  centre  T , lorfque  tinflru. 
ment  efl  fermé  : mais  que  ce  font  les  points  B , D , F extérieurs.  Outre 
ces  chofès  , dis- je  , les  fômmcts  C , E , G , qui  ont  été  retranchez  des 
Réglés  tranfverfâles  , qui  font  perpendiculaires  à YZ  , peuvent  difficile- 
ment fc  réünir  jufle  au  centre  r.  3*.  L’on  ne  peut  pas  couper  le  fômmct 
Cnm  de  la  Règle  DC , de  telle  forte  , que  toujours  la  ligne  In  de  la 
Réglé  B C fâflc  une  même  ligne  avec  la  ligne  nm  de  la  Règle  DC , 8c 
que  la  ligne  bC  de  la  Règle  B C tombe  fur  le  point  C de  la  Règle  D C, 

Car  à mefure  qu’on  ouvre  l’inflrument , l’angle  CYB  croit , & comme  le 
triangle  YBC  efl  rectangle  en  B , l’angle  BCY  diminue  toujours  : donc 
aufli  l’angle  interne  C mn  , qui  lui  efl  égal  décroit  toûjours  : & dans  le 
triangle  Cm»  rectangle  en  C , l’angle  Cnm  augmente  toûjours.  Mais 
ces  deux  angles  Cnm  ,Cmn  ont  été  rendus  fixes  & déterminez  , lorfqu'on 
2.  -coupé  l’extrémité  de  la  Règle  D C,  L’on  ne  peut  donc  pas  tellement 
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couper  l’extrémité  de  !a  Réglé  C D , que  les  lignes  lm , mn  n’en  fartent 
jamais  qu’une  ; nique  la  ligne  fi  C parte  toujours  par  le  point  C,  parceque 
la  ligne  ln  variant , la  ligne  bC  varie  aufli , & a tantôt  une  pofition  , tan- 
tôt une  autre  à l'égard  du  point  C.  Or  il  fàudroit  que  la  ligne  BbC  tom- 
ba toujours  fur  le  point  C , afin  que  la  ligne  »D  vienne  du  iùmmet  C de 
l’angle  droit  Y CD  j autrement  CnD  n’eft  pas  une  moyenne  propor- 
tionelle. 

Si  l’on  coupe  le  fommet  des  feules  tranfvcrlâles  qui  font  perpendiculaires  - 
à la  Réglé  fuperieure  Y X , c’eft  entièrement  la  même  choie, 
j, a.  Si  l’on  coupe  le  fommet  de  toutes  les  tranfvcrlàles , comme  Fig.  49.  l’on 

trouvera  encore  les  mêmes  diflicultez. 


SECTION  II. 

Des  lignes  dont  il  faut  fe  fervir  pour  U confiruclion  d'un  Problème. 

I»  Quand  on  veut conftruirc  un  Problème,  c’eft  une  faute lèlon  M. Des- 
car. t es  foit  que  l’on  le  lèrve  de  lignes  plus  compolées  , lorlqu’il  peut 
le  conftruire  avec  des  lignes  plus  fimples  ; ibit  qu’on  tache  d’employer  des 
lignes  plus  fimples , lorlqu'il  ne  peut  ctre  conllruit , que  par  des  lignes 
plus  compolées.  En  particulier,  comme  il  le  dira  Part.  3.  Sect.  3.  Art  1. 
ce  lèroit  une  faute  d’employer  les  Sortions  coniques  à conftruire  les  Problè- 
mes , pour  Ielquels  on  n’a  befoin  que  de  cercles -,  ou  de  n’employer  pas  des 
Sections  coniques  à conftruire  ceux  , pour  Ielquels  les  cercles  ne  fuffilènt 
pas.  Car  enfin , ajoute  M.  Descaictes,  tout  ce  qui  témoigne  quel- 
que ignorance  s’appelle  faute. 

, 1.  C’étoit  là  le  iêntiment  de  Pappus  , * comme  on  le  voit  dans  le  Liv.4. 

iUiht  de  fes  Collections  Mathématiques , avant  la  Propofition  3 1 . où  il  allure  que 
c’etoit  aulfi  le  Iêntiment  des  Geometres  de  fon  tems.  C’eft  aufli  ce  qu’exi- 
tmiopte.  gent  ordinairement  les  Geometres  Modernes , parmi  Ielquels  il  s’en  trouve 
c»:um  pOUrtant , qui  y mettent  quelque  exception.  * * Car  c'c fi  en  quelque  façon 
’ruJ"ft  gêner  la  Geometrie,  que  d'y  introduire  fouvent  avec  beaucoup  de  difficulté  , de  ccr- 
*tJ“l  t aines  courbes  preferablement  à d’autres  , qui  fe  prefentent  naturellement , (fi  dont 
<tnuïùmla  defeription  efi  fouvent  tres-fimple , en  quoi  il  fàudroit  que  les  courbes fuffent  pre- 
TrtbU-  fierees , fans  avoir  egard  à leur  genre  , fie  la  maniéré  , qu’on  le  déterminé  ordi-  ■ 
ruJ'prr  nairement.  De  forte  qu ‘il  t paroit  que  la  facilite  d’une  conflruttiou  (fi  fa  fim- 
eaùea,  plicite  peuvent  recompenfer  en  quelque ferle  le  defaut , qu’il  peut  y avoir  à ernplo- 
VfllAt*  J er  des  courbes  plus  compofees.  Ainli  dansl’inftrumcnt , dont  on  vient  de  par- 
,H  1er  , Scct.  1.  §.  Les  ligues  AD  , A F , AH  font  beaucoup  trop  compofees  pour 

Vtnitur, 

ut  (umm.itim  dictm  , r'um  tx  impnprû  grxert  ftlvitur. 

if*  M.  (Jutfnèt.  AfpUetuitn  de  l jilrfre  à U Gcomnrit.  Tu/;  iS. 
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re foudre  le  Problème  des  moyennes  proportionelles  s cependant  la  facilite  de  la  conf- 
truciion  Cf  de  la  de'monft ration  re'compenfe  en  quelque  forte  ce  defaut.  En  effet 
dans  la  pratique  ne  faut  - il  pas  principalement  avoir  égard  à la  facilité 
lorfque  l'utilité  eft  la  même  ? Pourquoi  vouloir  rendre  entièrement  inutiles 
des  proprictcz  d’une  courbe  d’un  degré  plus  compoféc  , des  qu’elles  feront 
proprictcz  d’une  courbe  d’un  degré  plus  fimple , Sc  cela  feulement , parce- 
que  la  plus  haute  puiflànce  de  l’inconnue  , qui  exprime  la  nature  d’une 
courbe  monte  à la  cinquième  puiflànce  ; tandis  que  la  plus  haute  puiflànce 
de  l’inconnue  d’une  autre  courbe  ne  va  que  jufqu’à  la  quatrième.  Ce  ne 
fera  pas  même  une  marque  d’ignorance  , que  d’employer  une  courbe  plus 
compofée  : car  le  Gcometrc  peut  favoir  les  differentes  conftrudions  du 
Problème. 

3 • M.  Desca&tes  a - t’il  conftruit  les  Problèmes  par  les  plus  (Impies 
lignes?  Pour  une  équation  de  fix  dimenfions  M.  Desc  a.rtes  em- 
ployé deux  lieux  , dont  l’un  a trois  degrez  , l’autre  qui  eft  le  cercle  en  a 
deux  ; M.  de  Fermât  employé  deux  lieux  de  trois  degrez  chacun  ; M.  de 
la  Hirc  employé  deux  lieux  , dont  l’un  a trois  degrez , l’autre  deux.  Pour 
une  équation  de  fêpt  dimenfions , la  Méthode  de  M.  Descartes 
employé  deux  lieux  dont  l’un  a quatre  degrez  , l’autre  qui  eft  le  cercle  en 
a deux  j celle  de  M.  de  Fermât  employé  deux  lieux  de  quatre  dimenfions 
chacun  ; celle  de  M.  de  la  Hirc  employé  deux  lieux  de  trois  devrez  cha- 
cun. En  tout  la  Méthode  de  M.  de  la  Hire  eft  plus  fimple  & plus  abrégée, 
que  celle  de  M.  de  Fermât.  Pour  les  équations  du  fixiéme  ctegré  la  Mé- 
thode de  M.  D e s c a r t e s eft  en  quelque  façon  plus  fimple  que  celle  de 
M.  de  Fermât  : mais  pour  les  autres  équations  la  Méthode  de  M.  de  Fermât 
eft  plus  abrégée  que  celle  de  M.  D e s c a r t e s.  M.  de  l’Hôpital  Liv.  o. 
de  la  conftruclion  des  égalitcz  fe  fort  des  mêmes  lieux  que  Monfiéur 
de  la  Hirc. 

4.  Ceux  gui  les  premiers  ont  cherché  par  quelle  ligne  chaque  Problè- 
me devoit  être  conftruit  ; ont  apparemment  tenté  cette  conftrucHon  par 
des  courbes  fouvent  plus  fimplcs , que  la  nature  % Problème  ne  le  per- 
mettoit , avant  que  d’avoir  pu  rencontrer  les  plus  (impies,  qui  convinflènt  : 
c’étoit  un  effet  de  l’ignorance  , à la  vérité  : mais  il  n’y  avoir  là  aucu- 
ne faute. 

Les  Gcomctres qui  depuis  M.  Descartes  ont  tenté  de  conftruire 
les  Problèmes  par  des  courbes  plus  (impies  que  celles  qu’il  avoit  détermi- 
nées, Liv.  3.  Part.  4.  & y.  n’ont  pas  cru  , avant  même  que  de  voir  leur 
fucccs  , de  faire  une  faute. 
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PARTIE  SECONDE. 

De  la  nature  des  Equations  ,<&■  de  leur  préparation. 


SECTION  I. 

De  la  nature  des  Equations. 

M.  D e s c A R T e s. 

OR  afin  que  je  puifle  ici  donner  quelques  Réglés , pour  éviter 
l'une  & l’aurre  de  ces  deux  fauces  ; il  faut  que  je  die  quelque 
dritjm  chofe  en  general  de  la  nature  des  équations  ; c’eft-à-dire  des  fom- 
mes  compofées  de  plufieurs  termes , partie  connus  & partie  incon- 
nus , dont  les  uns  font  égaux  aux  autres , ou  plutôt  qui  confiderez 
tous  enfemble  font  égaux  à rien  : car  ce  fera  îouvent  le  meilleur 
de  les  confiderer  en  cette  forte.  % 

Article  I. 

é ^ 

Des  Racines  d’une  Equation. 

M.  D e s c A R T e s. 

cm-  S Achez  donc  qu’en  chaque  équation  > autant  que  la  quantité 
,ly  inconnue  a de  dimenhons  , autant  peut-il  y avoir  de  diverles  raci- 
nés  , c’cft-àdire  d^ valeurs  de  cette  quantité.  Car  par  exemple  fi 
« d,»-  on  fuppofe  x égal  a ou  bien  x — i égal  à rien  s & dérechef  .r 
luaiiu.  = y , ou  bien  x — 3 = 0;  en  multipliant  ces  deux  équations  x 
— i = o,  8c.v  — 3 = 0 l’une  par  l’autre  > on  aura  xx  — 5 x 
6 = 0,  ou  bien  x x = j x — 4 , qui  eft  une  équation  , en  laquel- 
le la  quantité  x vaut  1 3 & tout  enfemble  vaut  3.  Que  fi  dére- 
chef on  fait  x — 4 o , & qu’on  multiplie  cette  fomme  par  xx 
— 5 x -h  = o , on  aura  x'  — 9 xx  -+-  1 6x  — 14  = 0,  qui  eft 
une  équation  en  laquelle  x ayant  trois  dimenfions  3 a aufh  trois, 
valeurs , qui  font  2. , 3 , & 4. 
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Mais  fouvent  il  arrive  que  quelques-unes  de  ces  racines  font  faut 
fes , ou  moindres  que  rien.  Comme  fi  on  fuppofe  , que  x defigne/-*/'1 
auflî  le  défaut  d’une  quantité  qui  foit  5 , on  a * -h  j = o,  qui 
étant  multipliée  par  x1  — 9XX-4-  1 6x — 14=0  faitx* — 4*' 

1 y xx  -4-  io6x  — 110  = 0.  Pour  une  équation  en  laquelle  il 

y a quatre  racines  , à lavoir  trois  vrayes  , qui  font  i 3 , 4 , Ôc 
une  faulfe  qui  eft  5. 

Voyez  Seéi.  i.  Art.  10. 

1 . On  peut  appeller  racines  d’une  quantité  a b x , les  trois  quantitez  a , 
b y x , par  la  multiplication  defquelics  la  quantité  abx  a été  produites 
* St  b font  les  racines  de  la  quantité  aa  ■+■  2 ab  ■+■  b b , pareeque  a ■+•  b (é 
multipliant  l’a  produite.  Les  racines  de  l’équation  xx  — aa  = e font 
x -4-  a = 0 , x — • a = 0 par  la  multiplication  defquelics  l’équation  a etc 
produite  j ou  x = /* , x = — a , en  exprimant  les  differentes  valeurs  de 
x j ou  principalement  x lui-mçme  * ou  fes  valeurs  -+-/»,  — a.  Car  on 
donne  indifféremment  à toutes  ces  quantitez  le  nom  de  racine  de  l’équa- 
tion xx  — a a = 0.  Ce  qu’il  eft  aile  d’appliquer  à toute  autre  équation. 

M.  'Descartes  divife  les  racines  d’une  équation  en  réelles  ou  ima- 
ginaires ; les  réelles  en  vrayes  ou  fauffes.  11  appelle  racines  vrayes  celles, 
dont  la  valeur  eft  plus  grande  que  zéro  , x = a,  x — a = 0 j x = / , 
x — / = 0 : fauffes  celles  dont  la  valeur  eft  moindre  que  zéro  , x = — 
a y x -h  a = 0 i x = — 6 , x 6 =.  0 ; ou  — x = , — x — 6 ■=.  a. 

Zéro  eft,  pour  ainfi  dire  , le  terme  où  les  racines  vrayes  St  fauffes  com- 
mencent , les  unes  allant  d’un  côté  en  croillànt  0,-^1,  -4-  2 , -4-  3 , -+- 
4 , &c.  les  autres  allant  de  l'autre  en  décroillant  0 , — / , — 2 — s , — 

4 , & c.  Les  racines  imaginaires  font  celles  , qui  fuppofent  que  l’on  puifle 
extraire  la  racine  quarree  d'une  grandeur  négative  V — ab  , V — 7 , 
y — a a , V — 4 i ce  qui  eft  impofliblc  : car  — 2 fe  multipliant  produit 
-4-  4 , le  quarré  de  — a c’eft  -h  a. t , fie  il  ne  peut  y avoir  de  quarre  néga- 
tif. Les  racines  vrayes  s’appellent  encore  pofitives , les  faulfes  négatives, 

St  renverfees. 

Dans  les  lieux  Géométriques  une  appliquée  , qui  eft  à droite  , ayant 
été  nommée  ■+■  y i l’appliquée  correfpondante  , qui  eft  à gauche  , fe  nom*, 
me  — y : les  abfeiffes  , qui  vont  en  haut , ayant  été  nommées  -4-  x ; les 
abfciffes , qui  partent  du  meme  point , 5c  qui  vont  en  bas , fe  nomment 
— x.  Ainfi  il  eft  certain  que  les  racines  — y , — x font  autant  réelles , St 
reprefentent  des  quantitez  auflî  réelles  , que  les  racines  pofitives  -4 -y  , -t-x. 

Ce  pourroit  être  pour  cette  raifon  , que  M.  Descautes  les  a égale- 
ment appelle  réelles.  Les  vrayes  ont  aufli  été  nommées  * pofitiva 

Ggg  “î 


fuprà , * ï-ttf. 
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]es  fauflès  pofitiva  infrà  , pofitivcs  qui  vont  en  haut , pofitives  qui  vont 

en  bas. 

Les  racines  lourdes  pofitivcs  Va , V 3 ne  font  pas  imaginaires,  comme 
les  négatives  V — a,  V — 3 : pareeque  quoiqu’on  ne  puiflê  pas  plus  expri- 
mer exactement  en  nombre  V 3 que  V — 3 $ cependant  l’on  peut  appro- 
cher de  V 3 i on  peut  afliirer  qu’elle  eft  plus  grande  que  1 , moindre  que 

2 j on  peut  l’exprimer  exactement  en  ligne.  Or  tout  cela  ne  convient 
pas  à V — 3 • 

Article  II. 

De  la  formation  des  Equations. 

O N connoît  la  nature  des  équations  , en  examinant  de  quelle  manière 
elles  ont  pù  être  produites. 

x.  Soit  x — a,  ou*  — a ■==.  0 5 x = L ou  x — b = 0 ; leur  produit 
eft  x x ~ J*  -1 - ab  = e.  Soit  en  nombres  x = 2 ou*  — 2 = 0 $ x — 

3 , ou  x — 3 z=z  e , leur  produit  eft  xx  — -4-  6 — 0 . 

Soit  encore  -v\=  c , ou  x — c = 0 , qui  multiplie  l’équation  littérale 

— ax  x ->r  ab  x 

precedente , le  produit  eft  * * — b xx  ■+■  ac  x — abc  = 0.  Soit  auffi 

. — ex  x •+■  bc  x 

x — 4 = 0 , qui  multiplie  l’équation  numérique  precedente , le  produit 
eft*’  — 9 xx  -4-  26  x — 24 = 0. 

Soit  encore  x z=  d , ou  * — d = 0 , qui  multiplie  l’équation  littérale 

■+■  abxx 

— a x'  -h  ac  x x — a b ex 

— bx * -4 - adxx  — abdx 

precedente  , le  produit  eft  x 4 -i-abcd—0. 

— • ex * -4-  bcx x- — acdx 

— dx * -4 -bdxx  — bedx 

-4-  c d x x • 

Soit  aufli  x — / = 0 , qui  multiplie  lcquation  numérique  precedente , le 
produit  eft  x 4 — 1 4X*  71  xx  — //- fx  ■+■  120  ==  0. 

La  dernicrc  équation  littérale  peut  encore  être  produite  par  la  multipli- 
cation des  deux  équations  x x Zlt  •+•  a b = 0 , x x _ ^ -4 - cd  = 0 \ 
ou  par  celle  des  deux  x x Z *cxx  -+-  ae  = 0 , xx  _bll*  b d = 0 j ou  des 
deux  xx  Z 2*  + *d  = 0 , xx  Z ex  = 0 } ou  des  deux 
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— n x x xb  x 

x * —b  xx  -4-  adx  — abd  = * , x — c — e ; ou  des  deux 

— dxx  -4-  bdx  V.  I T 1 4 ' 

~bxx-+-bcx 

xl  — exx  -+ -bdx  — bed  =»  o , x — * — o j ou  des  deux  • 

— dxx  -4-  cdx 
t*  XX  -4 - AC  X 

x 1 — fxy+  adx  — acd=o,x — b = o. 

— dxx- 4-  cdx 

La  derniere  équation  numérique  peut  auffi  être  produite  par  la  muitipli- 
cation  des  deux  équations  xx  — jx  -4-  6 = 0 , x x — 9 x ->e-  2 o — 0 , 
dont  la  première  eft  le  produit  de  x — 2 = 0 par  x — 3 — 0 ; la  fécon- 
de eft  le  produit  de  x — 9 = » > par  x — s — 0 . ou  par  la  multiplica- 
tion des  deux  xx  — ex  -+-£=<*,  xx  — Sx  -4-  1 s — 0 , &c. 

On  peut  ainfi  produire  d’autres  équations  à l’infini  ,cn  multipliant  cel- 
les qui  font  déjà  Formées  par  de  nouvelles  quantitez.  * 

On  peut  auiîi  multiplier  des  équations  littérales  par  des  équations  numé- 
riques , x — a = 0 par  x — 7 — 0 , dont  le  produit  eft  x x ~*xx  -+■ 
7 a,  = 0.  — , 

Dans  ces  équations  , pour  la  formation  dcfquellcs  on  ne  s’eft  fèrvi  que 
de  racines  vrayes , les  lignes  -+-  8c  — font  alternatifs  , le  ligne  -f-  eft  dans 
les  termes  impairs  / , 3 , S . &c.  le  ligne  — dans  les  pairs , 2 , 9, 6 , &c. 

Toutes  les  racines  des  équations  precedentes  le  trouvent  dans  le  focond 
terme  , où  elles  font  une  fournie.  Ce  qui  fo  pourra  encore  oblèrvcr  dans 
les  fuivantes. 

Si  les  racines  des  équations  avoient  été  — x = — a , — x -4 - a ■=.  o ; 

— x = — 2 , — x -4-  2 = 0 , &c.  on  les  réduirait  à x =s  0,  x — a 

= 0 , x = 2 , x — = 0 : de  forte  que  ce  font  les  mêmes  racines 

vrayes  différemment  exprimées. 

x.  Soit  x — ^ > ou  x -4-  x — 0 $ x — — b , ou  x •+•  b — o s leur 

produit  eft  * x i£  * * -t-  ab  = 0.  Soit  x = — 2 , ou  x+  2 = e } x = 

— 3 , ou  x -t-  3 = 0 , leur  produit  eft  xx-\-sx-^6~o. 

Soit  encore  x = — c , ou  x -4-  c = 0 , qui  multiplie  l’équation  littérale 

-4-  xx  x -4-  x b x 

precedente , le  produit  eft  x * -4-  bxx  -t-  a. ex  xbc  — 0,  Soit  aulîî 

■+•  C XX  -t-  bcx 
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x = — -fj  *-4-^  = 0,  qui  multiplie  l’équation  numérique  precedente, 
le  produit  eft  x'-*-çxx-4-26\ : + ;4  = «. 

Soit  encore  * = — ^ , ouah - d = o , Sic. 

Dans  ces  équations , pour  la  formation  dclquellcs  l’on  ne  s’eft  fervi  que 
de  racines  faullcs , le  ligne  -+-  fe  trouve  partout. 

Si  les  racines  propolées  avoient  été  — x = n , ou  — x — * = o j 
— .v  = ^ , ou  — x — 3 = o -,  Sic.  on  les  réduirait  à * = — a , x + <• 
= » i x = — 2 , x -+-  2 — o.  Ainll  ce  font  les  mêmes  racines  faillies  que 
les  precedentes. 

3 . Soient  x — a=  o , x — b — o deux  racines  vrayes  i*  + <=  o , 

-4-  xbxx 

X-4-  d — o -,  le  produit  — ax'  — ac  xx  -4-  tibcx 

— b x'  — bcxx  -4-  »bdx 
-v4  -4-  abc  d =z  a. 

-4-  c x'  — adx  x — tic  i x 
-H  dx ’ — bdxx  — bedx 
-4-  cdx x 

* . , , 1 I . • 

Suppofons  <*  = i , b — 2 , c — 3 , dr=4  j l’équation  Ce  réduit  à x 4 -4- 
4x'  — 7 xx  — 3 2 x - h 24=  0. 

Soient  encore  x — 2 — 0 , x — 3=0  deux  racines  vrayes  j x -4-  4 
■=.  0 , racine  faufle  : le  produit  eft*’  — / xx  — 1 4X  •+-  24=  o. 

Dans  ces  équations  les  lignes  -4-  & — font  alternatifs  autant  de  foi* 
qu’il  y a de  racines  vrayes  ; Si  ils  font  autant  de  fois  de  fuite  qu’il  y a de 
racines  faillies.  Dans  les  équations  littérales  il  a fallu  , lorfque  les  deux 
lignes  le  trouvent  dans  le  meme  terme  , connoîtrc  Si  comparer  la  valeur 
des  quantitez  connues  j avant  que  de  lavoir  quel  ligne  ce  terme  avoit. 

4.  Les  racines  font  x — 2 = 0 , x — 4 = 0 , x -4-  6 = 0 ; le  pro- 
duit eft  * ’ * — 2 Sx  -4-  4 S = 0 , dans  laquelle  le  lècond  terme  cil  éva- 
noui Si  nul.  Ce  qui  arrivera  dans  toutes  les  équations  numériques  , où  la 
fomme  des  racines  vrayes  , 2 , 4 , cil  égale  à la  Ibmmc  6 des  faullcs.  Le 
même  arrive  aux  équations  littérales  , lorlqu’il  n'y  aura  qu’une  lettre  a qui 
exprimera  la  valeur  des  x.  Soit  donc  a =.  2 , 2 * 5;  4 , 3 * — 6 , les 
racines  precedentes  feront  x — /»=».,  x — 2 a — 0 , x — j*  =.  0, 
dont  le  produit  eft  x 1 * — 7 *a  x -t-  t a'  = 0. 

Mais  fi  différentes  lettres  expriment  les  racines  , le  lècond  terme  ne  fera 
pas  évanoüi  avant  qu’on  ait  comparé  ces  valeurs , comme  on  a fait  n.  3 . 
mais  les  racines  politives  feront  dans  le  lècond  terme  avec  le  ligne  — , Si 
les  négatives  avec  le  ligne  -4- . Soit  donc  » = 2 , b = 4 , c = 6 , 
les  racines  precedentes  feront  x — a = 0 , x — b=o,x-t-c=o,Sc 
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— axx  -4-  abx 

leur  produit  xl  — bxx  — xcx  + abc  = o. 

, -4-  ex x — bcx 

Réciproquement,  lorfque  le  fécond  terme  cft  évanoui  , la  fomme des 
racines  vrayes  cft  égale  à la  femme  des  racines  faillies. 

j.  Soit  x — 2 — 0 , x — j = 0 , x — 4=.  o , x s ■=>  0 ; le  pro- 
duit cft  x 4 — 4X1  — 19  xx  -t-  1 o6x  — 120  = 0 . Le  fécond  terme  a 
le  ligne  — , ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que  la  fomme  des  racines  vrayes 
furpafléra  la  lomme  des  fâuflés , pareeque  toutes  les  racines  le  trouvent  une 
fois  chacune  dans  le  fécond  terme.  Ce  qui  arrive  , dis  je  , foit  que  les 
racines  s’expriment  par  des  nombres , foit  qu’elles  s’expriment  par  une 
même  lettre.  Car  Ci  * = 2 , j , 2 * — 4 , — s } \cs  racines 

feront  * ■ — * — o > x — f <*  = o , x — 2 * = 0 , * -+- = 0 ; de  le 
produit  x 4 — 2»xl  — -ÿ a axx  -t-  —■  <*'  x — ^-a*  = 0.  Lorfque  les 
racines  s’expriment-par  differentes  lettres , les  fignes  -+-  &c  — le  trouveront 
au  fécond  terme  , & il  fera  aile  de  voir , fi  la  fomme  des  quantitez  , qui 
ont  — , eft  plus  grande  que  la  fomme  des  quantitez  qui  ont  -h  : & fi  la 
fomme  des  quantitez , qui  ont  — , eft  la  plus  grande  , on  regardera  le 
fécond  terme  comme  ayant  — . Dans  cette  équation 

— xxx  -+-  ab x 

— b xx  — aex  -)r*bc=zo.  Ci  x = 2,  b — 

-4-  rxx  — bcx 

t = 4,  le  fécond  terme  fé  réduit  à — 1 xx. 

6.  Soit  x — 2 — o , x — 3 — 0 , x -4-  * = e , x -4-  a = 0 , leur 
produit  eft  *+  -4-  / x*  — rtfx  x — 4X  +■  4S  = 0.  Le  fécond  terme  a le 
figne  -4-  ; &c  cela  arrive  toutes  les  fois  , que  la  fomme  des  racines  fâuflés 
furpaflé  la  fomme  des  vrayes  5 pareeque  toutes  les  racines  fé  trouvent  une 
fois  chacune  dans  le  fécond  terme.  Quand  l’équation  eft  littérale , on  juge- 
ra du  ligne  , que  le  fécond  terme  a , comme  n.  j. 

7.  Les  racines  xx  — a , x x — b , x x •+•  c produifént 

— ax 4 -4-  xbxx 

x*  — b x*  — aexx  -4-  abc  2=.  0.  Ainfilorf- 
-4 -ex*  — bexx 

\ 

fjue  les  expofans  6 , 4 , 2 , 0 , de  l’inconnue  dans  chaque  terme  feront 
egalement  éloignez  entr’eux  , & que  leur  différence  fera  2 -,  l’équation  fera 
d’un  degré  deux  fois  moindre  qu’il  ne  paroît , à en  juger  par  la  plus  hau- 

Hhh 
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te  puiflancc  : car  celle-ci,  qui  n'eft que  du  troifiéme  degré  , paroîtroit du- 
fixicme  , fi  l’on  ne  regardoit  que  le  premier  terme  **  ; lequel  étant  pro- 
duit par  la  multiplication  de  x x X xx  X xx , Ces  racines  font  xx  &c  non 
pas  x.  Cependant  apres  avoir  trouvé  les  trois  racines-  xx  = a , xx  = b , 
xx  = — c , on  peut  encore  déterminer  les  valeurs  de  .v , qui  font  x = ± 
Va,  x = ± Vb  j * = ■+■  V c ; de  forte  que  .v  a enfin  fix  racines  dans. 
J’cquation  propofée.. 

Mais  fi  la  différence  des  expo  (lins  6 , j , o , étoit  3 ; comme  il  arrive 
dans  x*  -4-  2 a x1  -h  *a  i l’équation  le  roi  t d’un  degré  trois  fois  moindre, 
que  le  premier  terme  ne  l’indique.  Celle-ci  eft  quarrée , fes racines  font  .v* 
-t-  æ — 0 , x 1 -t-  * = 0 , qui  ont  encore  chacune  trois  racines  x = — 
1/  a , x = — l/a,  x = — l/a. 

8.  Une  racine  littérale  Va  — b peut  être  imaginaire  , fins  le  paraître 
d’abord  : car  fi  a cil  plus  grand  que  b y la  racine  eft  réelle , ûa  eft  moin.- 
dre  que  b , elle  eft  imaginaire. 

Les  racines  imaginaires  peuvent  parleur  multiplication  faire  un  produit 
réel  : -t-  V — 9 multiplié  par — V — 9 , produit -1-  9 • Si  l’on  multiplie 
x — 1 — V — 6 = 0 par  x — 1 V — 6 = 0 , le  produit  eft  x x — 
2 x -+•  7 — « y qui  étant  multiplié  par  x -4-  2 -4-  V — 7 , fait  x‘  -t-  x x 
V — 7 -+-  3x — 2X  V — 7-4-  14  •+•  9V  — 7=0.  Si  l’on  multiplie  en- 
femblc  .v  -4-  / — a,  x — V — a , x — b V — c , x — b — V — C,  le 
produit  eft  x * — 2bx*  ^44*,  -4 -zabx  X»eb  — 0% 

CX  X 

On  peut  donc  obferver  , que  lorfque  les  équations  n’ônt  point  de  ter- 
mes , qui  ayent  une  racine  imaginaire  ; alors  ou  ces  équations  n’ont  pas  été 
produites  par  des  racines  imaginaires , ou  bien  elles  ont  été  produites  pat- 
deux  , ou  quatre , £cc.  racines  imaginaires , qui  ne  différaient  entr’clle?» 
que  pareeque  l’une  -4-  V — a avoir  le  ligne  -4-  , l’autre  — V — a avoit 
le  figne  — devant  le.  ligne  radical  V ; ce  qui  a fait  que  le  figne  V a 
difparu-. 

On  doit  remarquer  la  même  chofê  touchant  les.  racines  incommcnfu  râ- 
bles -4 -V 7 y — V 7 , qui  produifènt  — 7 ÿ ou  -4 - V7  y -4-V7  > qui  produis 
lent  -4-  7 j ou  — V 7 y — V 7 , qui  produifènt  encore  -4-  7 : de  forte  que, 
li  une  équation  n’a  point,  d’incommenlùrables , ou  les  racines  ne  font  pas 
incommenfurables , ou  elles  font  deux  ou  quatre  incommenfurables , dont 
lés  lignes  radicaux  ont  difparu  parla  multiplication; 

p.  De  toutes  les  équations , que  l’on  vient  de  former  , il  fuit  qu’une 
équation  a autant  de  racines  , que  de  dimenfions  > que  l’inconnue  a autant 
de  valeurs , qu’elle  a de  degrez  j deux  racines  fi  elle  eft  quarrée  > trois  , fi. 
elle  eft  cube  , quatre  fi  elle  eft  une  quatrième  puillàncc  , &c. 

Le  dernier  terme  , où  il  n’y  a que  des  grandeurs  connues  > eft  le  pro- 
duit de  toutes  les  valeurs  de  l’inconnue  .v.  C'cft  pourquoi  fi  le  dernier  ter» 
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me  a k figne  — il  y aura  quelque  racine  vraye  5 car  fi  elles  étoient  ou 
toutes  vrayes  , ou  toutes  faufies , le  dernier  terme  auroit  -4- , comme  on 
a vû  , n.  1.  1. 

Article  III. 

Connaître  combien  dans  une  équation  il  y a de  racines  vrayes  , <&•  combien 

de  faujjes. 

M.  Descartes  apprend  ici  i°  comment  on  peut  diminuer  le  nom- 
bre des  dimenfions  d'une  équation  , lorlqu’on  connoît  quelqu’une  de  les 
racines  ; i°  comment  on  peut  examiner  fi  quelque  quantité  donnée  eft  la 
valeur  d’une  racine  } on  parlera  ailleurs  de  ces  deux  choies.  30.  Combien 
il  peut  y avoir  de  racines  vrayes  , combien  de  faufies  dans  une  équation. 

M.  D E S C A R T E S. 

Et  on  voit  évidemment  de  ceci , que  la  fomme  d’une  équation, 
qui  contient  plusieurs  racines , peut  toujours  etre  divilée  par  un*"  di~ 
binôme  compofé  de  la  quantité  inconnue  , moins  la  valeur  de 
l’une  des  vrayes  racines , laquelle  que  ce  foit  ; ou  plus  la  valeur  de  Sw’ 
l’une  des  faufies.  Au  moyen  dequoion  diminue  d’autant  Tes  dimcn--£n/‘,“* 
fions.  Voyez  Part.  3.  Seéb  1.  timMf- 

Et  réciproquement  que  fi  la  lomme  d’une  équation  ne  peut  être  l «n»l* 

divifée  par  un  binôme  compofé  de  la  quantité  inconnue  -+-  ou ipLu 

quelqu’autre  quantité  ; cela  témoigne  que  cette  autre  quantité  n’eft 
la  valeur  d’aucune  de  fes  racines.  Comme  cette  derniere  a- 4 — 4 a:  1 Com- 
— 1 9 a- a-  -4-  10  6x  — 110  = 0,  peut  bien  être  divilee  par  x — i,  f'«t,xZ 
& par  at  — 3 , &:  par  a-  — 4 , & par  a-  h-  5 ; mais  non  point  par 
x -+■  ou  — aucune  autre  quantité.  Ce  qui  montre  quelle  ne  peut 
avoir  que  les  quatre  racines  i , 334,  & y.  Voyez  Part.  3 . ‘P J* 

SeCt.  1.  d'unera- 

On  connoît  auffi  de  ceci } combien  il  peut  y avoir  de  vrayes 
racines  , combien  de  faufies  en  chaque  équation.  A favoir  il 
peut  y en  avoir  autant  de  vrayes , que  les  fignes  -4-  & — s’y  trou-  v>ir  * 
vent  de  fois  être  changez  ; & autant  de  faufies  , qu’il  s’y  trouve  de  ZZ", 
fois  deux  fignes  -4- , ou  deux  fignes  — , qui  s’entrefuivent.  Com- 
me  en  la  derniere , à caufe  qu’après  -+-  x*  il  y a — 4-v' , qui  eft  un 
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changement  du  ligne en  — ; & après  — i?xx  il  y a -+-  xo6x-, 

&après-4-  iotf.r  il  y a — 110;  qui  font  encore  deux  autres  chan- 
gemens  , on  connoït , qu’il  y a trois  vrayes  racines  ; & une  fauflè, 
à caufe  que  les  deux  fignes  — de  4 , &:  \<yxx  s’entrefuivent. 

1.  Lorfque  les  équations  ont  été  formées , comme  dans  l’Article  II<  on 
voit , que  tous  les  termes  étant  remplis  , autant  de  fois  que  les  lignes  & 
— fe  luivent  j autant  il  y a de  racines  vrayes  j & qu’autant  de  fois  que 
deux  fignes  -+- , ou  deux  fignes  — fe  fuivent  } autant  il  y a de  racines 
faullès. 

1.  Mais  y a-t’il  en  effet  dans  toutes  fortes  d équations , autant  de  racines . 
vrayes  , que  les  fignes  -t -8c  — font  de  fois  alternatifs  > &:  autant  de  fauf- 
fes , que  l’un  de  ces  fignes  fe  trouve  de  fois  de  fuite  ? Voici  comment 
M.  Descartes  répond  for  ce  qu’on  préténdoit , qu’il  l’avoit  avancé. 
* La  fécondé  objection  efe  une  faufeté  manifefte  , car  je  n'ai  pas  dit  ce  qu’il  veut 
que  j’aye  dit , qu’il  y a autant  de  vrayes  racines  , que  les  fignes  -+-  c~  — fe 
trouvent  de  fois  changez  , ni  n'ai  eu  aucune  intention  de  le  dire,  fai  dit  feule- 
ment , qu'il  y en  peut  autant  avoir  , dr  j’ai  montré  expreffement  dans  la  page 
jSo.  quand  eft-ce  qu'il  n’y  en  a pas  tant  , a [avoir  quand  quelques-unes  de  ces 
vrayes  racines  font  imaginaires.  En  effet  il  dira  , Sech  1.  Art.  10.  que  tant 
les  vrayes  racines  que  les  faufjes  ne  font  pas  toujours  reelles  , mais  quelquefois  feu- 
lement imaginaires  : c'efe -à-dire  qu'on  peut  bien  toujours  en  imaginer  autant  que 
j’ai  dit  en  chaque  équation  ; mais  qu'il  n’y  a quelquefois  aucune  quantité’ , qui 
correfponde  à celles  qu'on  imagine.  C’cft-à-dire  , que  lorfqu’on  regarde  les 
fignes  d’une  équation  , s’ils  font  tous  alternatifs  j les  racines  font  ou  tou- 
tes vrayes , ou  toutes  imaginaires  , ou  les  unes  vrayes , les  autres  imagi- 
naires j ou  plutôt  il  n’y  en  a certainement  aucune  fauflè. 

Si  tous  les  fignes  d’une  équation  font  les  mêmes  ; les  racines  font  ou  tou- 
tes fauilcs,  ou  toutes  imaginaires , ouïes  unes  faullès  , les  autres  imagi- 
naires 5 ou  plûtôtil  n’y  en  a certainement  aucune  vraye. 

Lorfque  les  fignes  -+•  & — fê  fuivent  -,  cela  montre  , qu’il  y a une  des 
racines,  qui  efl  ou  vraye  , ou  imaginaire  , & qui  certainement  n’cft  pas 
fui  fie.  Lorfqu’après  cela  un  même  figne  cil  mis  deux  fois  de  fuite  ; cela 
marque  qu’une  autre  des  racines  efl  ou  fauflè , ou  imaginaire  , & que  cer- 
tainement elle  n’eft  pas  vraye  , &c. 

Voilà  ce  que  M.  Defcartes  aflure  : cependant  le  produit  de  ces  deux  raci- 
nes imaginaires  V — x -t-V  — a = o , y/  — x V — a — 0 efl  — x 
•+■  2 V a x — a = 0.  L’équation  a deux  racines  & l’inconnue  x n’a  qu’une 

dimenfion  ; les  fignes  h font  une  fois  alternatifs , & les  deux  racines 

font  faullès. 

3.  Mais  quelle  utilité  trouve-t’on  à s’imaginer  ainfi  tant  de  racines 
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vrayes  , tant  de  fauflès  ; quoiqu'il  puiflè  y en  avoir  d’imaginaires  à leur 
place  ? Le  voici  ; c’eft  que  pour  connoître  les  racines  d’une  équation , il 
faut  félon  M.  Defcartes  , Part.  3.  Secb  2.  tenter  la  divifion  de  l’équation 
par  un  certain  binôme  , lorfque  Ja  racine  cherchée  peut  être  vrayc  ; 5c  par 
un  certain  autre  binôme  , lorfque  la  racine  peut  être  fàuflè.  C’eft  pour- 
quoi fi  je  connois  par  la  difpofition  des  fignes  , que  les  racines  peuvent 
toutes  être  vrayes  ; je  ne  tenterai  pas  la  divifion  par  les  binômes  , qui  con- 
viennent aux  racines  fauflès  ; au  lieu  que  fi  je  connois  que  toutes  les  raci- 
nes peuvent  être  fauflès  5 je  ne  tenterai  pas  la  divifion  par  les  binômes , qui 
conviennent  aux  racines  vrayes  > mais  s’il  peut  y avoir  des  racines  vrayes 
& des  fauflès  , je  tenterai  la  divifion  par  l’une  5c  l’autre  forte  de  binômes. 
Tel  eft  l’avantage  , que  M.  Defcartes  a prétendu  , qu’on  tirât  de  la  con- 
fideration  que  l’on  fait  fur  la  maniéré , dont  les  fignes  5c  — fe  fui  vent 
dans  une  équation. 

* 4.  Lorfqu’un  terme  de  l’équation  eft  évanoiii , y'  * — ay  tb  = a , 
l’on  peut  fuppofèr  ■+•  6c  — dans,  le  terme  évanoiii , comme  fi  l’équation 
étoit  y ’ ± oyy  — ny  -+-  bb  = 0.  Et  par  rapport  à ce  fèul  terme  évanoui 
il  faut  imaginer  une  racine  vraye  5c  une  faillie  quand  on  le  compare  à y *, 
qui  le  précédé  ; 5c  une  vraye  avec  une  fauflè  , quand  on  le  compare  à a y, 
qui  le  fuit. 


SECTION  II. 

Préparation  des  Equations. 

LA  transformation  ou  réduction  d’une  équation  eft  fon  changement  en 
une  autre. 

' La  première  s’appelle  la  propofée  , la  féconde  la  transformée , ou 
réduite. 

Une  bonne  préparation  ou  transformation  eft  celle,  qui  change  l’équa- 
tion propofée  en  une  autre , qui  rend  la  folution  du  Problème  poffible, 
fuppofè  qu’on  n’ait  pas  de  Méthode  pour  le  refoudre  avec  l’équation  pro- 
pose y ou  qui  rend  la  refolution  du  Problème  plus  aifé  , fuppofé  qu’il  eût 
pu  fè  refoudre  avec  la  propofée. 

Une  équation  n’cft  point  parfaitement  transformée  , que  lorfque  i°  elle 
n’a  qu’une  inconnue  ; 20  elle  n’a  ni  fraction,  ni  incommcnfurable  ; 30  la 
plus  haute  puiflànce  de  l’inconnue  n’cft  multipliée  ou  divifée  que  par  l’u- 
nité ; 40  l’équation  eft  réduite  aux  moindres  termes;  50  elle  eft  fous  la 
forme , qui  rend  la  refolution  du  Problème  la  plus  facile. 
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Article  L 

Changer  les  Racines  faujfes  d’une  Equation  en  vrayes , .fr  les  vrayes 

en  faujjès. 

-M.  Descartes. 

D E plus  il  cfl:  aifé  de  faire  en  une  même  équation  , que  toutes  les 
racines , qui  étoient  faulTes  deviennent  vrayes  , & par  même 
moyen  , que  toutes  celles , qui  étoient  vrayes  deviennent  faulTes,  à 
/avoir  en  changeant  tous  les  fignes  -+-  ou  — , qui  font  en  la  fécon- 
de , en  la  quatrième  , en  la  fixiéme , ou  autres  places,  qui  fe  défi- 
gnent  par  nombres  pairs  , fans  changer  ceux  de  la  première  , de  la 
troifiéme , de  la  cinquième  & fcmblables  , qui  fe  défignent  par  les 
nombres  impairs  : comme  fi  au  lieu  de  a4  — 4*'  — i$xx 
10  6x — 110=0)  on  écrit  x*  -f-  4^*  — 1 yxx — 10  6* — 110 
— o , on  a une  équation  en  laquelle  il  n’y  a qu’une  vraye  racine, 
qui  cû  J , Sc  trois  faulTes , qui  font  1,3,  &:  4. 

Les  racines  de  l’équation  x* — 4X 1 — 1 9 xx  1 06 x — 120 = o, 

font  x — 2 = 0 , x — 3 = 0 , x — 4 — t>  , x -4-  s = 0 > dont  trois 
2,3,4  font  vrayes,  une  s cft  faulfè  : au  contraire  les  racines  de  **  + 
4x*  — ipxx  — jotfx — j 20  —0,  font  x -4-  2 — 0 , x -h  3 = 0 , 
x ■+■  4 = 0 , x • — / = 0 ; dont  trois  2,3,4  font  faullès  , une  s eft 
vraye. 

— axx  -+-  abx 

Les  racines  de  l’équation  >•’  — bxx-3-acx  — abc  e=  0 font  les 

— ex  x ■+■  bc x 

trois  vrayes  x — /»  = 0 , x — b =.  0 , x — c — c.  Les  racines  de 

-4-  axx  -4 -abx 

Pcquation  x 1 -t-  bxx  aex  -1-  abc  = 0 , font  les  trois 

-h  exx  ■+■  bc  x 

iâuflcs  a-  -t-  **  = 0 , x-*-b=:o,x-i-c  = £.  Toute  la  différence  qu’il 
y a entre  ces  deux  équations , c’en  que  les  lignes  du  fécond  Sc  du  quatriè- 
me terme  font  changez. 
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— axx  -+-  abx 

Les  racines  de  l’équation  a:*  — bxx  — *cx  -4-  abc  = 0 , font  les 

■+*  exx  — b ex 

▼rayes  x — n = 0 y x — b =:  0 , 8cla  fkuiîè  x -+-<■  = <?.  Changez  les 

•+■  « Jfx  ■+•  abx 

fîgncs  du  focond  & quatrième  terme  , l’équation  fora  ■+-  b xx  — aex 

— exx  — b ex 

— a bc  = 0 dont  les  racines  faufles  font  x 4-  a — 0 , x -+•  b = o y la 
▼raye  x — c ■=.  o. 

La  même  chofo  arrive  dans  les  équations,  dans  lclquelles  il  y a des  ter- 
mes évanouis.  Les  racines  de  l’équation  x ' * — 2 Sx  4-  4 S =2  0 y font 
les  vrayes  x — 2 = 0 , x — 4 = 0 , la  fâuflè  x -+-  6 — o.  Les  racines  de 
l’équation  x * * — 2 Sx  — 4 S = 0 , font  les  faufles  x + 2 = 0 x -b 
4 = 0 , la  vraye  x — S ■=.  0. 

-+-  jx  4-14 

Les  racines  de  l’équation  x1  4-xxV  — 7 — - xV  — 7 -+-  7 v'  — 7 = »'■> 
font  la  vraye  imaginaire  x — 1 — V — 6 = 0,  les  faufles  imaginaires  x — 
1 V — 6 = o,x  +2  -h  V — 7 = 0.  Changez  les  fignesdu  foc  ond.&  du 

-W*  — 14 

quatrième  terme  ; l’équation  cil:  x'  — xxV  — 7 — *x  V — 7 — 7 V — 7 
= 0 , dont  les  racines  font  la  fauflè  imaginaire  x 4-1  -+■  V — <S  = 0 , les 
▼rayes  imaginaires  x -b  r — V — <f  0 , x — 2 — / — 7 — 0 . 

Article  II. 


• Augmenter  ou  diminuer  les  racines  d'une  équation  , fans  les  connoitre. 

M.  Descartes. 

QUe  fi  fans  connoitre  la  valeur  des  racines  d’une  équation  3 on 
la  veut  augmenter  ou  diminuer  de  quelque  quantité  connue  ; il  ne 
faut  qu’au  lieu  du  terme  inconnu  en  fuppoler  un  autre  , qui  foit 
plus  ou  moins  grand  de  cette  meme  quantité  , & le  fubftituer  par 
tout  en  la  place  du  premier. 

Comme  li  on  veut  augmenter  de  y U racine  de  cette  équation 
■*+-+- — ipxx  — iotx — 120  = 0 ; il  faut  prendre  y au  lieu  d’ar; 
ôc  penfer  que  cette  quantité  y eft  plus  grande  qu’.v  de  3 „ en  forte- 
que  y — 3 eft  égal  ix , & au  lieu  de.  ar*  il  faut  mettre  le  quarm 


* Digitized  by  Google 


43i  Commentaires  sur  la  Geometrie 
de  y — 3 , qui  eft  77  — 6y  -4-  9 ; & au  lieu  dV  , il  faut  mettre 
fon  cube  7 1 — )yy  -+-  177  — 17  ; & au  lieu  d’*4 , il  faut  mettre 
fon  quarré  de  quarré  ; qui  eft  y*  — n/ + 54;;  -1087-4-81. 


Et  ainfi  décriavnt  la  fomme 
precedente  en  fubftituant 
par  tout  y au  lieu  d’v  on  a 


y*  — 1 2 y*  -+•  S4yy  — toi  y Si 
-f - 4 y'  — jfyy-h  10  Sy  — 10S 

— *!>yy  ■+■  i*4y  — *7* 

— I06y  }ii 
120 


y*  — Syl  — 1 yy -4-  Sy  * = 0. 

i 


ou  bien  y * — 8 y y -17-4-8  = 0;  où  la  vraye  racine  , qui  étoit 
5 , eft  maintenant  8 , à caufe  du  nombre  3 , qui  lui  eft  ajouté. 


Que  fi  on  veut  au  con- 
traire diminuer  de  3 la  ra- 
cine de  cette  même  équa- 
tion j il  faut  faire  y - 1-  3 = 
x , & yy  ■+■  Cy  + 9 = xx  \ 
&r  ainfi  des  autres  ; de  forte 
que  au  lieu  de  at4  -4-  4*  • — 
itfxx — 10  6x — 110  = 0 
on  met 


1 

y*  ■+■  ny ' -+•  S4yy- 1-  i»S y ■+■  St 

-+-  4yl  -4-  $6  y y -4-  1 oS  y -4 -lio 

— 1 9 yy  — n+y  — iji 

— 1 96 y — ji S 
— 120 

y*  -4*  16 y'  •+•  7 1 yy  — +y — +20=0. 


Et  il  eft  à remarquer  qu’en  augmentant  les  vrayes  racines  d'anc 
équation , on  diminué  les  fauflès  de  la  même  quantité  ; ou  au  con- 
traire en  diminuant  les  vrayes  , on  augmente  les  fauflès  : & que  fi 
on  diminué  , foit  les  vrayes,  foit  les  fauflès,  d'une  quantité  qui  leur 
foit  égale , elles  deviennent  nulles  ; & que  fi  c’eft  d’une  quantité 
qui  les  furpaflè  , de  vrayes  elles  deviennent  fauflès , ou  de  fauflès 
vrayes.  Comme  ici  en  augmentant  de  3 la  vraye  racine  qui  étoit 
5 , on  a diminué  de  3 chacune  des  fauflès , de  forte  que  celle  qui 
étoit  4 , n'eft  plus  qu’  1 ; & celle  qui  étoit  3 , eft  nulle  ; & celle 
qui  étoit  1 , eft  devenuë  vraye  , & eft  1 , à caufe  que  — 1-4-3  fait 
h-  1 . C’eft  pourquoi  en  cette  équation  y ’ — 877  — 17  -4-  8 = o, 
il  n’y  a plus  que  trois  racines  ; entre  lefquelles  il  y en  a deux  qui 
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font  vrayes , i & 8 ; & une  faullè  qui  eft  aulïï  i.  Et  en  cette 
autre  jy4  4-  i 6 y*  +j\yy  — 4jy  _ 410  = o , il  n’y  en  a qu’une 
vraye  , qui  eft  z , à caufe  que  + 5 — 3 fait  h-  z , & trois  fauiïes, 
qui  font  5 , 6 , & 7, 

i.  Soit  propoféc  l’équation  x 4 + 4x' — i fxx  — 1 06  x r >n  — t 

dont  les  racines  font  x — s = ofx-\-Jz=o,x~h  3 • — <.  x -u.  f — r 
Quand  même  je  ne  les  connoîtrois  pas , fi  je  veux  les  augmenter  chacune 
de  3 , je  prends  y — 3 = x , ce  qui  eft  la  même  choie  que  y — x + jw 
Ainfi  les  quatre  racines  y de  la  nouvelle  équation , que  je  ferai  par  la  fub. 
ftitution  , feront  chacune  plus  grande  de  3 , que  chacune  des  quatre  raci- 
nes x de  l’équation  propofée.  Et  c’cftce  qu’on  appelle  augmenter  de  3 les 
racines  de  l’equation  x*  ■+■  4 x*  — 19  xx  — r 0 6X  — 120  = 0.  La  fub- 
ftitution  , telle  que  l’ordonne  M.  Delcartcs , eft  aifée  à faire. 

Tout  ce  que  j’ai  fubftitué  , étant  ajoute  enfemble  ôc  avec  — 1 2 0 , forme 
la  réduite  y 4 — S y'  — tyy-k-  S y*  = 0.  Ou  en  divilànt  tout,  par  jr  ==«,,• 

s yl  — ry  •+•  S ■=  0 , dont  les  racines  font  y — S = 0 , y 1 = 0 

y -\r  1 = 0.  Mais  les  quatre  racines  de  la  réduite  y 4 — t y1 iyy  + s y 

* = 0 , font  la  première  vraye  y — S = 0 , ou  y = S , qui  furpafiè  de  3 
•la  racine  vraye  x — f = o , ou  x = / de  la  propofée  j,  la  féconde  vraye 
y — 1 = 0 , ou  y ==  / . qui  furpaffe  de  3 la  faullè  x -+-  2 = 0 , ou  x = 

— 2 de  la  propoféc  , car  — 2 + 3 =+  1 i la  troifiéme  nulle  y = 0 , 
qui  furpafiè  de  3 la  racine  fàufiè  x-t-i  = o,oux  = — .?  de  la  propofée! 

car  — 3 3 = 0 5 la  quatrième  faullè  y + / = 0,  ou  y= t furpafiè 

de  3 la  racine  fàufiè  x ■+-*  = 0 , our  = — 4 , car  — 4 + 3 — r. 

De  forte  que  chacune  des  racines  de  la  transformée  forpaflè  de  3 chacune 
des  racines  de  la  propofée. 

z.  Soit  la  même  propofée  x4  -t - 4 x'  — içxx  — 106  x 120  = 0 , 

dont  on  veut  diminuer  les  racines  de  3 chacune  j je  fais  x 3 = y , 0J 

2 + 3=0-,  & à la  place  de  x 4 je  fubftituë  &c.  & je  fois  la  transformée 
y*  + I<iy'  + 7iyy— 4y  — 420  =0  , dont  les  racines  font  la  première 
y — 2 = 0 , ou  y = 2 qui  eft  furpaflèe  de  3 par  la  racine  vraye  y — s 

= 0 , ou  y = s de  la  propofée  -,  la  fécondé  y + s = 0 , ou  y = s> 

qui  eft  furpaflèe  de  3 par  la  racine  faullè  y +2  = 0,  ou  y = 2 dé 

la  propoféc  , car  — s -+■  3 = — 2 j la  troifiéme  y — 6 = 0 , y — 6 , 

qui  eft  furpaflèe  de  3 par  la  racine  fouflè  y + 3=0,  ou  y = 3 dé 

la  propofée , car  — 6 + 3 — — 3 ; fo  quatrième  y + 7 = 0 , ou 

— 7 , qui  eft  furpaflèe  de  3 par  la  racine  fouilè  y + 4=0  , ou  y = 

4 de  la  propolèe  , car  — 7 -+-  3 = — 4.  De  forte  que  chacune  des  raci- 
nes de  la  transformée  eft  moindre  de  3 , que  chacune  de  la  propoféc. 

3.  Lor/qu’on  augmente  les  racines  vrayes  de  ^ par  exemple,  on  ajoute 

Iii 
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4-  i à toutes  les  racines.;  de  forte  que  les  tàuflcs  diminuent  de  3 ; car  4- 
3 ajoute  à — 4 fait  — / ; fi  une  faillie  le  trouve  moindre  que  3 , en 
diminuant  elle  devient  vrave  car  4-  3 ajoute  à — 2 fait  -+-  / ; & fi 

"une  fauftè  étoit  égale  a i ',  elle  deviendrait  nulle  , car  4-  3 ajouté  à 

3 fait  0. 

Au  contraire  lorfqu’on  diminue  les  racines  vrayes  de  3 , on  ôte  -+-  3 de 
•chacune  des  racines  ; dé  forte  que  lesfauftès  augmentent  de  3.  Car  4-  3 
fouftrait  de  — 3 laiflè  — 4 ; mais  lés  -vrayes  peuvent  devenir  faufiès , & 
nullcs  ; car  fi  de  -4-  3 l’on  fouftrait  -4-  3 , le  refte  eft  0 ; & fi  de  4-  2 
•l’on  fouftrait  -4-  3 > il  refte  — /. 

4.  Les  racines  de  x*  4 x ' — 13  x-x — to6x  — 120  =-  0 , ayant 
«té  augmentées  de  3.  n.i.  la  réduite  a été  y*  — S y * — ry  y -*•  * ==  0 , 

•qui  étant  divifée  par  y — 0 devient  y 1 — tyy  — r y 4-  g — 0.  De  là  il 
fuit  que  , toutes  les  fois  que  la  transformée  diminue  d’un  degré  , Se  qu’el- 
le a une  racine  moins  que  la  propofée  : une  des  racines  de  la  propofée  cft 
devenue  nulle  ; Sc  qu’elle  étoit  fauftè  , fi  les  racines  ont  été  augmentées, 
comme  n.  1.  mais  elle  ferait  vraye , fi  les  racines  avoient  été  diminuées. 
'Dans  les  deux  cas  cette  racine  eft  égale  à la  quantité  dont  on  a augmenté 
ou  diminué  les  racines. 

y.  On  peut  augmenter  ou  diminuer  de  la  meme  façon  les  racines  des 
ccjuations  littérales.  Il  faut  augmenter  de  la  quantité  a les  racines  de 
l’equation  x‘  •+■  exx  — bb x — bbc  — 0 ; on  fait  x -h  a = y , y — 
a = x , on  fubftituc  la  valeur  y — a à la  place  de  x , le  quarré  de  y 
■—  * à la  place  de  x x , fon  cube  à la  place  de  x'.  La  transformée  eft 

4-  3*  M y — A * 

y*  — 3*yy  — 2**y  ■+■  a*c  — 0.  Les  racines  de  la 

' 4-  Cyy  — b b y 4-  a b b 

— bbc 

propofée  étoient  x — b — o , x -hb  — o , : r + <=  o ,Ies  racines  de  la 
réduite  font  y 4-  a — bz=o  , y — «4 - b = o , y — «4 - c — 0. 

G.  Si  l’on  ignore  les  racines  de  l’équation  propofée , & qu’on  les  aug- 
mente d’une  quantité  quelconque  /;  après  qu’on  aura  découvert  les  raci- 
nes de  la  transformée , on  fouftraira  la  quantité  f de  chacune  , les  reftes 
feront  les  racines  de  la  propofée.  Au  contraire  fi  les  racines  de  la  propofée 
ont  été  diminuées  d’une  quantité  /,  il  faudra  l’ajouter  à chacune  des  raci- 
nes de  la  réduite  , afin  d’avoir  dans  chaque  fomme  une  racine  de  la 
propofée. 
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Article  III. 

. Oter  le  fécond  terme  et  une  Equation. 

, M.  D e s C-  A R t e s. 

O R par  cette  façon  de  changer  la  valeur  des  racines  fans  les  con- 
noître , on  peut  faire  deux  chofes , qui  auront  ci-après  quelque 
u (âge.  La  première  eft  qu’on  peut  toujours- ôter  le  fécond  terme  de 
l’équation  qu’on  examine , à favoir  en  diminuant  les  vrayes  raci-  ' 
nés  de  la  quantité  connue  de  ce  fécond  terme  diviféc  par  le  nom- 
bre des  dimenfions  du  premier  , fi  l’un  de  ces  deux  termes  étant 
marqué  du  figne  -+-  , l’autre  eft  marqué  du  figne  — ; ou  bien  en 
l’augmentant  de  la  meme  quantité  > s'ils  ont  tous  deux  le  figne  -f. 
ou  le  figne  — , comme  pour  ôter  le  fécond  terme  de  la  dernicre 
équation  , qui  eft  y*  ■+■  i 6y'  -+-  7 1 yy  — 4j y — 410  = o , ayant 
divifé  1 6 par  4 , à caufe  des  4 dimenfions  du  terme  , il 
vient  dérechef  4 , c’eft  pourquoi  je  fais  z — 4 —y,  & j’é- 


cris 


— ifQ  -+-  pf  u — 2;6z  -t-  2 s6 

-(-  l6z*  I Ç2ZZ  -+-  768g, 1024- 

■+■  — s<S8z-\ -tiSS 

— *«••+-  16 

■ ’ — 420 


**  * — 2}Z.Z. — 6oz 


36  =». 


où  la  vraye  racine  > qui  étoir  i, 
eft  G j à caufe  quelle  eft  aug- 
mentée de  4 ; 5c  les  fauflés,  qui 
étoient  j,  6,  & 7,  ne  font  plus 
que  1 , i,  & } j à caufe  quelles 
font  diminuées  chacune  de  4. 

Tout  de  même  fi  on  veut  ôter  le  fécond  terme  de  x 4 — tax * 
Z**”** — r a'x  -+-  a*  =2  o , pareeque  divifant  xa  par  4 il  vient  fa. 


il  faut  faire 
& écrire 


z-hr  a- 


Et  fi  on  trouve  après 
la  valeur  de  z , en  lui 
ajoutant  ~za  , on  aura 
Celle  de  .v. 


*+  ■+■  2/tz*  -1-  ï/t*zz  -t-  ± *fz  -hTza* 
— 2 a z'  — janzz  — a * 

-1-  2*'z.  ■+•  A*4 

— cczz  — ne  cz  ■+•  ~anc  c 
— 2 »'z  — a* 


-4-  faazz — 


= o% 


— cczz  — ne  c z — z aacQ 


Iii 
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i . Les  deux  équations  y 4 ■+-  1 6 y ' ■+-  7 iyy  — 4 y ■ — 420=0,  — y * 

Jôy'  — 71  yy  ■+■  4 y -H  4 20  = 0 > qui  ne  different  que  parla  pofition 

réciproque  des  fignes  -4-  6e  — font  la  même , &c  ont  les  mêmes  racines 
y — 2 = 0 , y j = 0 , y ■+■  fi  = 0 , y ■+■  7 » j ou  celles-ci  , qui  ne 
font  pas  différentes  — y-+  2=0  , — y — / = os  — y — 6=0,  — y 

7 = a.  C’eft  pourquoi  je  transforme  les  deux  équations  propofées  de  la 

même  forte  , & pareeque  les  deux  premiers  termes  ont  h-  dans  la  premiè- 
re , — ■ dans  la  féconde , j’augmente  les  racines  de  4 , & je  fois  pour  tou- 
tes les  deux  z — ,4  = > Et  par  la  fubftitution  des  valeurs  ±y* , ±:  i6y'v 
rt  7iyy,  ± 4 y , ± 420  » je  produits  deux  transformées  qui  font  la 

même  *4  * — 2}zz  — 6 3*  — 0.  — z*  * -+-  2$zz  fioz 

■+-  36  = 0.  . 

Les  deux  équations  x*  — 4X > — rpx  x 4-  rofix  — 120  — 0 , — x*- 
4X>  _f.  1 çxx  — rofix  -+-  120  = 0 , font  la  même  , & leurs  racines 

font  x i = «,  x — 3 =0  ,x  — 4 = 0 ,x  -h  ( — o<.  Ainfi  pareeque: 

les  deux  premiers  ont  l’un  -f-  , l’autre.  — , je  diminue  les  racines  de  / , 6c. 

Iiour  toutes  les  deux  je  prends  * -t - r = x , ce  qui  en  fubftituant  encore 
es  valeurs  de  ± x*  &c.  donne  deux  transformées , qui  font  encore  la  mê- 
me , z*  * — 23ZZ  -t-  fioz  — 36  ■=  o , — z*  * 2 szz  — fiez 

-+•  3 6 ==  fi  • ! • ' t 

1.  L’ufoge  eft  , lorfqu’on  veut  foire  évanouir  le  fécond  terme  d’une 
équation  , de  la  délivrer  d’incommenfurables,  &.  de  fractions  fi  elle  en  a i 
de  difpofer  tellement  les  termes , que  la  plus  haute  puiflànce  de  l'inconnue 
ait  le  figne  -h  ne  foit  multipliée  &c  diviféc  que  par  l’unité.  On  enféigne- 
ra  ces  operations  dans  les  Articles  V II.  & IX. 

Enfuite  l’on  divifo  la  quantité  connue  du  fécond' terme  par  le  nombre, 
des  dimenfions  du  premier  j l'on  foit  la  quantité  inconnue  — le  quotient,, 
qui  vient  de  cette  divifion  égale  à une  autre  inconnue , fi  le  fécond  terme 
de  l’équation  à — ; ou  l’on  foitl’inconnuê  ■+•  ce  quotient  égale  à cette  au- 
tre  inconnue  , fi  le  fécond  terme  a + ; on  pourfuit  les  operations-  telles 
qu’on  va  les  foire  dans  les  Exemples  fuivans. 

Soit  propoféc  yy  •*-  *y  — bb  = « . le  nombre  des  dimenfions , ou 
l’expofont  de  yy , c’eft  2 -,  vous  divifez  donc  la  connue  * du  fécond  terme 
par  2 j & vous  faites  y -+•  = z , z — 7*  =y>  vous  fubftituez  z z 

az  .-+■  -/»/*  pour  y y , & z — 7*  pour  y , c’eft-à-dirc  + 4î  — 

* — i a a 

pour  nz  , la  réduite  eft  zz  = 0 . ou  zz  = ~aa  -4-bb^ 

V —bb 

dont  les  racines  font  z — V 7 * »-*-b  b , — z =.••/  -^*<1  -4- b b ou*  = 

-4Tb,  vous  connoîtrez  les  racines  y , fi  pour  * vous  fubftituez  fa 
valeur  y -j-  £ n , Voyez  Liv.i.  l’art.  1.  Art.  1, 
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120  XX 

Soit  propofcc  l’équation  (x*  — do' ex  — izbbc  — e, 

■+■  iSbxx 

Nous  diviférons  d'abord'  par  6 , afin  que  la  plus  haute  puillànce  ne  /bit 

2 O XX 

multipliée  8c  diviféc  que  par  l'unité  i il  viendra  x ‘ — « e x — - 

-+■  jbxx 

2bbc  = e.  L’cxpofànt  de  la  haute  puiilàncc  eft  j ; les  connues  du  fécond 
terme  feront  donc  divifées  par  y , & nous  prendrons  x — jo  ■+.  b = z, 
x.  -h  7 o — b = x.  N oui  fubflituerons  cette  valeur  de  x , à fà  place , le 
quarré  de  cette  valeur  à la  place  de  x x , le  cube  de  cette  valeur  à la 
place  de  x * , & nous  aurons  l’équation 

— fooz.-*’~-obx.  — jb  bz  — y|*  1 — joob  — oobb' 

S*'*  OCX.  — jooc  -\-obc  -+-  2b1  = 9. 

— 2 b bc 

• I 

Et  après  que  nous  aurons  trouvé  les  valeurs  de  z , comme  on  l’enfcigne- 
ra  Part.  4.  Seft.  1.  Art.  1.  Ex.  3.  nous  ajouterons  à chacune  — b , afin 
d’avoir  les  valeurs  de  x. 

Soit  propofée  l’équation  x*  — 2 ox’  -h  200XX  — 2 o'  x o*  » . 

— ccxx 

L’expofànt  de  x 4 cft  * , par  lequel  l’on  divifè  2 a connue  du  fécond  ter- 
me 5 & l’on  fait  x — j-o  = z , z.  ■+■  -j  o = x , l’on  fubflituc  cette  valeur 
pour  x , fon  quarré  , fon  cube  , Ton  quarré  de  quarré  pour  xx  , x* 
x 4 de  la  façon  qu’on  le  voit  dans  le  Texte  , ce  qui  donne 

-4-  '-a  a z,  z,  — o1  z^-^o* 

*♦  * = or 

— cczz — occ^—^oocc. 

Et  quand  on  aura  trouvé  les  racines  de  z , on  leur  ajoutera  ~.o  poui 
avoir  les  valeurs  de  x.  Voyez  Part.  3.  Scch  4.  Art.  r. 

3.  Voici  comment  on  a puconnoître,  qu'il  faut  divifér  la  connue  du’ 
fécond  terme  , par  le  nombre  des  dimenfions  de  la  première  , &c  le  ligne' 
qu’il  falloir  lui  donner  , pour  transformer  l’équation  propofée  quelconque; 
en  une  autre  > dont  le  fécond  terme  fût  nul.  Lii  iij 
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Soit  propofée  l’équation/^  ■+■  a y — b b = o .je  fais  / -h  /=  e,  * f 

= y . je  fubftituc  pour  y fa  valeur  , pour  //i  le  quarré  de  cette  valeur  : 
il  vient  zz  — jfz.  a z — a/ -h  ff — bb  — o.  Mais  le  fécond  terme  doit 
être  nul  : donc  — 2fz  -+-  az  = o. 

sf  —a  , f—\».  II  faut  par  conféquent  divifér  la  connue  a du  fécond 
terme  par  2 cxpofànt  du  premier  , & il  faut  faire  z — ±a  ~y  i &.  non 
pas  z -+-  -a  = y , pareeque  il  viendrait  ^ ■+•  zfz-4-Az  + jf  af 
— b b = 0.  & les  termes  -+-  2 f z -+-  az  , ayant  le  même  ligne  ne  peuvent 
pas  fe  détruire  comme  le  font  les  termes  — 2/ 'z  ■+■  a z. 

Soit  propofée  y*  -+-  16 y'  -+-  7iyy  — 4y  — 420  = 0 j prenez 
y -+-  f = Z,  z — f — y j fubftituez  cette  valeur  de  y à fa  place. 


le  quarré  , le  cube  , le  y*  = z 4 
quarré  de  quarré  de  -+-  tüy 1 
cette  valeur  a la  place  -4-  7 ry y 
de  y y , y*  , y *•  La  — 4 y 
transformée  eft  z •*  — 

4fz*  -4-  itSz1 , &c * 


— *fzl  ■+•  6 ffzz  — 4f' z -h  f*. 

= -4-/(fÆ'  — 4Sf  z z -h  4$ff  z — iôp, 
= +71ZZ  I42fz+7ljf. 

— — 4Z  -4-  4 yi 

— 420+ 


Mais  ce  deuxième  terme  doit  être  évanoui,  donc  — -y/s»  h-  rfz^  — t, 
4 f — 16  , f=  = 4.  Il  faut  donc  faire  a — 4 =y  ; & ^ montre 
qu’il  faut  diviferla  connue  16  du  fécond  terme  par  4 expofant  du  premier 
y*.  D’ailleurs  les  lignes  de  — 4fz‘  -+-  i6zl  font  differens  , & les  ter- 
mes  s’effaceront  j il  faut  donc  prendre  z — 4 = y , & non  pas  ^ 
-H  4- 

Si  l’on  parcourt  des  équations  de  differens  degrez , l’on  trouvera  en  tou- 
tes , que  pour  faire  difparoître  le  fécond  terme  d’une  équation , il  faut  fui- 
vre  la  Réglé , que  M.  Descames  donne  ici. 

Elle  eft  fondée  cette  Règle  ï°  fur  ce  que  le  fécond  terme  de  chaque 
puiflànce  a le  ligne  du  fécond  terme  de  la  racine , de  plus  il  contient  l’in- 
connue avec  une  dimcnfîon  moindre  de  l’unité  que  le  premier  terme, 
enfin  il  contient  le  produit  du  fécond  terme  de  la  racine  multiplié  par  le 
nombre  des  dimenfions  s z — 4 , aura  pour  les  deux  premiers  termes  de 
fon  quarré  zz  ■ — Sz  , de  fon  cube  z » — / 2 zz  , de  fon  quarré  de  quarré 
— i6z'  y &c.  z*.  Sur  ce  que  dans  la  fubftitution  après  avoir  écrit  la 
valeur  de  y 4 , on  écrit  la  valeur  de  nfy* , & le  premier  terme  de  cette 
valeur  eft  z1  multiplié  par  -+- 16  s ce  qui  fait  •+•  i6z> , lequel  avec  — 16Q 

de  la  valeur  de  y 4 fait  zéro.  Il  faut  donc  que  la  valeur  de  y foit  z , 

lorfque  la  propofée  a au  fécond  terme  , & au  contraire , &c  que  la  quan- 
tité jointe  à z fbit  la  quantité  connue  du  fécond  terme  de  la  propofée  divife 
par  le  nombre  des  dimenfions  du  premier. 

. 4.  L'évanoiiillèment  du  fécond  terme  rend  la  refôlution  des  Problèmes 
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du  fécond  , troifiéme  & quatrième  degré  plus  facile.  On  l’a  vû  pour  le 
fécond  Liv.  i.  Part.  z.  Art.  z.  on  le  verra  pour  le  troifiéme  6c  quatrième 
Part.  3.  & 4. 

j.  On  a remarqué  Sert.  1.  Art.  z.  n.  4.  que  dans  les  équations , où  le 
fécond  terme  eft  nul , la  fbmme  des  racines  vrayes  eft  égale  à la  fomme 
des  racines  faillies. 

Article  IV. 

Faire  que  toutes  lesfaujps  racines  et  une  équation  deviennent  vrayes  , fans 
que  les  vrayes  deviennent  fauffe s : que  la  quantité  connue  du 

troifiéme  terme  foit  plus  grande  que  le  quarré  de  la  moitié 
de  celle  du  fécond. 

M.  D e s c A R T e s.- 

LA  fécondé  chofe  } qui  aura  ci-après  quelque  ufage , eft  qu’on 
peut  toujours  en  augmentant  la  valeur  des  vrayes  racines,  d’une 
quantité  qui  foit  plus  grande,  que  n’cft  celle  d’aucune  des  faulfes, 
faire  quelles  deviennent  toutes  vrayes  , en  forte  qu’il  n'y  ait  point 
deux  lignes  ou  deux  lignes  — qui  Ce  fuivent  : &c  outre  cela  que 
la  quantité  connue  du  troifiéme  terme  foit  plus  grande  , que  le 
quarré  de  la  nioitié  de  celle  du  fécond.  Car  encore  que  cela  fefalfe, 
lorfque  ces  faulTes  racines  font  inconnues , il  eft  aifé  néanmoins  de 
juger  à peu  près  de  leur  grandeur , & de  prende  une  quantité  qui 
les  furpalTe  d'autant  ou  de  plus , qu’il  n’eft  requis  à cet  effet.  Com- 
me li  on  a x * -+-  nx 5 — Gnnx*  + ^ G n'  x*  x'i  Gn*  xx 

466  5 6 s5*  _ 7776»*  = o,  en  CaiCxnty  — Gn  — x,  on  trouvera 

jt*  — 3<fny'  -+•  s4onny+  — 432onlÿ  -+-  ifj+ott'yy — 466 y6n'y-\-  466  f6n*. 
-h  n — yonn  -+-  36 on'  — 2 16  on*  -+-  i 48 on'  — 777 On*. 

6nn  •■+■  144»'  — I2}«n * •+•  y 184^  — 7776^. 

■+*  3 — 648^  ■+■  ySSSn'  — 7776n*. 

— 2i«n * -4-  2S92n J — 777611*. 

-+-  129611'  — 7776n*. 

* 

— 777<tn*. 

— iS»)'  -l-  so4»»y*  — 37 S o»y  -t-  1 yiaon*yy  — 272ion'y  * = o. 

l’imprtjfim  IrAnftifi  de  Uyit  j6}7.  & U UÙM  «AmtUrdum  l(\*.  & duni  U Tnutinft 
*7«5- 


* Ci 
dernier 
terme  — * 
77  (JQ6 
m*nqu* 
de  F*ri$ 
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Où  il  eft  manifefte  que  504»»,  qui  eft  la  quantité  connue  du 
troifiéme  terme  , eft  plus  grande  que  le  quarré  de  -7  » > qui  eft  la 
moitié  de  celle  du  fécond.  Et  il  n’y  a point  de  cas , pour  lequel  la 
quantité , dont  on  augmente  les  vrayes  racines , ait  befoin  à cet 
effet , d erre  plus  grande  à proportion  de  celles  qui  font  données* 
que  pour  celui-ci. 


1.  Ce  Problème  fervira  Part.  y.  pour  la  refblution  des  équations  du  cin- 
quième & du  fixiéme  degré. 

x.  Il  eft  évident  que  , fi  je  veux  que  toutes  Jes  racines  d’une  équation 
transformée  fôicnt  vrayes  -,  il  n’y  a qu’à  augmenter  toutes  les  racines  de 
l’équation  propofée  , d’une  quantité  , qui  foit  plus  grande  , que  la  plus 
grande  des  fàuflès.  Car  fi  la  plus  grande  des  faullcs  eft  — 4 , & que  j’aug- 
mente toutes  les  racines  de  -4-  6 ; cette  fâuflè  deviendra  -4-  2 ; & une  moin- 
dre fâuflè  croîtra  encore  &.  deviendra  vraye  à plus  forte  raifon  j pour  les 
vrayes  il  eft  certain  qu’elles  croîtront. 

Comme  on  peut  rendre  toutes  les  racines  vrayes  , fans  que  la  quantité 
connue  du  troifiéme  terme  foit  plus  grande  que  le  quarré  de  la  moitié  de 
la  quantité  connue  du  (ccond  : la  difficulté  eft  ici  de  tellement  augmenter 
les  racines  vrayes  de  la  propofée , que  la  transformée  ait  les  deux  conditions, 
que  demande  ce  Problème. 

3.  M.  Descartes  approuve  dans  une  de  lès  * Lettres  la  Metfiode 
Lut.  tf.  qu’un  Geomctre  avoit  trouvé  pour  cela  , & il  la  propofè  en  ces  termes.  Il 
faut  obferver  que  nous  pouvons  nous  fèrvir  de  cet  Exemple  x*  -4-  » x * — 
finnx*  -4-  jén'x1  — n6n+xx  ■+■  466  }6n'x  — 777^»*  = 0 , comme  d’u- 


ne Reg'e  ou  Canon  , pour  trouver  la  quantité , dont  il  faut  augmenter  les 
racines.  Si  par  exemple  cette  équation  eft  propofée  x*  -4-  *x'  -4-  bx*  — 
ex * — dx  x -4-  ex  -4-/  = <?.  Ayant  négligé  tous  les  termes, dans  lefqucls 
les  fignes  -4-  & — font  dàfferens  de  ceux  du  canon  ; c’eft-à-dire  ici  les  ter- 
mes b , c , &/;  il  faut  feulement  confidcrer  tous  les  autres,  comme  a, 
d , & e j pareequ’il  y a ici  -f.  * x' , comme  -4-  »x'  dans  le  canon  ; & — 
dxx  , comme  dans  le  canon  — 2i6n‘>  xx  > & ex,  comme  dans  le 


t er*j»  canon  t npén'x.  Mais  il  faut  confiderer  chacun  de  ces  termes  fèparé- 
Tt  ment  » & chercher  la  quantité  » , qui  ne  foit  pas  moindre  que  /*  j parce- 
prtjfion  que  dans  le  canon  il  y a n au  même  terme  , où  dans  la  propofée  on  trouve 
Man  u De  plus  il  faut  que  n foit  telle , que  fon  quarré  de  quarré  ne  foit  pas 
rar'  Jân,  moindre  que  d , parccque  dans  le  canon  il  y a 216  au  même  terme, 
h emm  où  dans  la  propolec  il  y a d.  Enfuite  il  faut  que  lbn  furfôlidc  ne  foit  pas 
x moindre  que  e,  parccque  dans  le  canon  il  y a 466  j6ns  au  terme,  où 

dans  la  propofée  il  y a e.  La  quantité  n étant  ainfi  trouvée  , l’on  dé- 
montre évidemment  par  l’operation  meme,  que  faifant  7 — 6n  = .v. 
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il  vient  une  équation  , dans  laquelle  il  ne  peut  yavoir  aucune  racine 
fauflè. 

Soit  donc  l'équation  propofee  x* -\-<*x' + bx* — f.v’  — dxx  + « + f — 
ou  x‘-hrxs+rx+ — rx* — 2i6xx-‘e-i2ç6x^.i=.0. 


Parceque  le  ligne  du  fécond  terme  -+-  *x'  ou  -+-  ix'  eft  le  même  ligne, 
que  celui  du  fécond  terme  du  canon  , il  faut  que  » ou  le  nombre  , dont 
j’ai  befein  ne  foie  pas  moindre  que  i.  Parceque  le  figne  du  cinquième  ter- 
me — dxx  ou  — 2 1 6 x x eft  le  même  figne , que  celui  du  cinquième  ter- 
me du  canon  , il  faut  que  * ne  foit  pas  moindre  que  i , qui  efl:  le  quarré 
de  quarré  de  d , ou  de  fff  = /.  Parceque  le  figne  du  fixiéme  terme 
+ frou  -+-  j 2ç6x  eft  le  meme  figne  , que  celui  du  fixiéme  terme  du 
canon  , il  faut  encore  que  » ne  ibit  pas  moindre  que  le  furfblide  de 
TîTTï'  » ou  de  =7*.  Je  prends  donc  / pour  » , je  le  multiplie 
par  6 , Sc  j’ai  y — 6n  — y — 6 — x , que  je  fubftituë  auffi  bien  que  les 
differentes  puiilànces  dont  j'ai  befoin  , dans  l’équation  propofée. 


<*  —y*  — 3<>y'  -I-  S4»y*  — 432  oy'  -+- 
-i-  xs  = iy'  — 3»y 4 ■+■  36 oy * — 

ry+ — 24yl  -+- 


1 9 44oyy  — 466 s6y  466 $6. 


-+-*♦  = 

— 21 6xx  = 

■+■  1296X  = 
-+-  / = 


— v 


216  O yy  - 
2i<Syy- 

iSyy. 

2l6yy 


648  oy  — 
*(>4y  -t- 
roSy  ■+■ 
2 S92y  — 

/ 2 p 6 y — - 


777 

1 2fl<f, 

2l6, 

777e. 

7776. 

/. 


/ — 3Sÿ  -+-  Siif  — 39*sy'  -+-  1 7 2 }8yy  — 37 26 oy  -+-  2484.1  ~^T7. 


Dans  cette  transformée  les  lignes  •+■  & — font  alternatifs , ainfi  toutes 
les  racines  font  vrayes  , Sc<ft.  1 . Art.  3 . 

Dans  la  valeur  de  x*  les  lignes  -1-  & — font  toujours  alternatifs  , parce- 
que c’eft  le  quarré  de  cube  de  y — 6n  , les  racines  de  cette  fixiéme  puif- 
lance  font  donc  toutes  vrayes.  Ainfi  afin  que  les  lignes  -f-  & de  la  fem- 

me totale  y*  — 3 S y'  -+•  jny ♦ , &c.  feient  encore  alternatifs  , & que  lès 
racines  feient  toutes  vrayes  -,  il  faut  que  les  valeurs  des  termes  des  autres 
puiflânees  x‘  , x*  , x >,  &c.  ne  feient  pas  plus  grandes  avec  un  figne  con- 
traire , que  la  valeur  de  chaque  terme  correlpondant  de  la  fixiéme 
puiflànce. 

Or  la  valeur  des  termes  -4-  qui  ont  un  figne  different 

de  celui  des  termes  du  canon  , où  il  yar»,  , contient  les  memes 
lignes  que  la  fixiéme  puiflànce  dans  les  termes  qui  fe  répondent  : ainfi  ces 
valeurs  bien  loin  de  pouvoir  détruire  les  lignes  de  la  fixiéme  puiflànce, 
empêchent  en  augmentant  la  valeur  des  termes  de  cette  fixiéme  puiflànce] 
que  d'autres  termes  , qui  ont  un  ligne  contraire  ne  feient  plus  grands , Ce 
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ne  changent  le  figne.  C’eft  pour  cela  que  M.  D e s c a r t e s dit , qu’il 
faut  négliger  les  termes , dans  lelquels  les  lignes  -+-  6c  — font  differens  de 
ceux  du  canon. 

Au  contraire  il  faut  confidcrcr  les  termes  ■+■  x’  , — 2/tfxx  , ■+■  i2g6xy 
qui  ont  le  même  figne , que  les  termes  du  canon  , où  il  y a x'  , xx  , x,- 

Îiarcequc  leur  valeur  contient  des  lignes  differens  de  ceux  , qui  font  dans 
es  termes  correfpondans  de  la  fixiéme  puillànce  , afin  de  prendre  » telle 
que  les  valeurs  des  termes  , qui  ont  ainli  des  lignes  differens  , ne  foient  pas 
plus  grandes,  que  la  valeur  des  termes  correlpondans  de  la  lixiéme  puifi 
lance  ; & de  plus  afin  que  la  quantité  connue  du  croifiérac  terme  foit 
plus  grande  que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du 
fécond. 

4.  On  peut  déterminer  généralement  la  valeur  de  la  quantité  g , dont  il 
faut  augmenter  les  vrayes  racines',  afin  que  la  transformée  ait  les  deux  con- 
ditions qu’on  demande  ici , fuppofons  que  la  propofée  ait  par  tout  les  mê- 
mes lignes  que  le  canon,  & qu’elle  foit  x*  -t-  * x'  — bx*  -+-  c x'  — dx  x 
ex  — /=  0 . ôc  fàifons  y — g = x.  Nous  aurons 


* = y — H?  ■+• 

x*  = H-  *y'  — 

— bx*  = 

+ a’  = 

— dx  x = 

■4-  ex  = 


*sggjf  — -og'y'-^  'sg'yy—  g*, 

s*  g y*  ■+•  7 ff*ggyy— 7 °*ùy  -* -s*g*y  — *ys. 

b y*  ■+■  4bgy'  — ébggyy  -+■  +bg>y  — b g*. 

■+■  i(gyy  +->'cggy  — ‘g'- 

— dyy  -h  idg  y — dgg.. 

■+■  n — 'g' 
- fi 


Les  lignes  de  la  fixiéme  puillànce  font  par  tout  differens  de  ceux  des 
quantitez  inferieures , qui  leur  répondent.  Le  ligne  > veut  dire  plus grand, 
6c  < plus  petit. 

On  demande  en  premier  lieu  que  le  quarré  de  — moitié  de  la 
quantité  connue  du  fécond  terme  foit  moindre  que  1 s gg  — s*  g — b 
quantité  connue  du  troifiéme,  c’eft-a-dire  , ^ ^ 7 sgg  — S "g 

— b i Jfçg  — n»g  ■+•  **  < 6ogg  ~ 20*g  — *bi  donc  2+gg  — 
Ug—  4b  > **:  gg  — W>  ■+•  ih:  gg  — f *g  Tïa* 

>tî«*  tï**  7*  > ■£/»*-+--?.£>*  g — t4  > '/-h»*  7*»’  g 

■y  ~b.  Ainfi  toutes  les  fois  que  l’on  prendra  la  quantité  g 

plus  grande  que  ± » ■+■  vGÇTT  | T\  la  quantité  connue  du  troifiéme  ter- 
me fora  plus  grande  que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du 
focond. 

En  fécond  lieu  il  faut  examiner  les  valeurs  de  la  quantité  g , qui  reful- 
tent  de  la  fuppofition , que  chaque  terme  de  la  fixiéme  puillànce , eft  plus 
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grand  que  tous  les  termes  qui  font  audeflous  de  lui  : afin  que  les  fignes  -+- 
fit  — demeurent  alternatifs  dans  la  fomme  totale  de  tous  les  termes  de  la 
transformée. 

Suppofons  donc  que  dans  les  féconds  termes  6g  > a : donc  g > £ a. 

Dans  les  troifiémes  i Sg  g y S * g •+■  b:  donc  g g > 7 * g r~  b. 

Dans  les  quatrièmes  20g1  > coagg  -+-  4 b g 4-  c:  donc  g1  > ~agg 
+ 7 bg+Tïc’ 

Dans  les  cinquièmes  iyg*  > roag'  4-  6bgg  + 3cg  + d:  donc  7*  > 
7*S'  -*-î*gg  + îrg  + Tïd- 

Dans  les  fixicmes  6g'  > s*g 4 -h  4b g'  4-  jegg  + 2dg  + e;  donc  7'  > 
+ + 7 dg 

Dans  les  feptiémes  g > a g'  4-  b g*  +^'  + dgg  ■+■  eg  + f. 

Maintenant  fi  dans  g*  > a g ' 4-  b g*  4-  cg'  4-  dgg  4-  eg'  + /,  on 
fubftituë  autant  de  fois  qu’il  fera  neceflâirc  , à la  place  de  g ' , , 7;  g 1 , 

g , leurs  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  , ou  plutôt  les  quantitez  qui  font 
plus  petites  que  leurs  valeurs}  on  trouvera  g*  >f  4-  4 - ~cc  4- 

~b  d , Sec.  Ainfî  la  quantité  g devra  être  telle  , que  fa  fixicmc  puiflàncc 
loir  plus  grande  que  la  fomme  qu’on  vient  de  former. 

Article  V. 

Faire  que  toutes  les  places  et  une  Equation  [oient  remplies. 

M.  Descartes. 

MAis  à caufe  que  le  dernier  terme  s’y  trouve  nul , fi  on  no 
defire  pas  que  cela  foit , il  faut  encore  augmenter  tant  foie 
peu  la  valeur  des  racines  ; & ce  ne  fauroit  être  de  fi  peu  , que  ce 
ne  foit  affez  pour  cet  effet.  Non  plus  que  lorfqu’on  veut  accroître  le 
nombre  des  dimenfions  de  quelque  équation  , & faire  que  toutes 
ks  places  de  fes  termes  foient  remplies.  Comme  fi  au  lieu  de 
x'****—b  — oi  on  veut  avoir  une  équation  en  laquelle  la 
quantité  inconnue  ait  fix  dimenfions , & dont  aucun  des  termes 
ne  foit  nul,  il  faut  premièrement  pour  ******  _ 4 — 0 
écrire  x*  ****  — bx*  _ 0 ; puis  ayant  fait  y _ a = a-  , 011 

— Ca'y  4-  a 

aura  y — Cay  ’ 4.  1 5 aay*  — 10 ety'  4.  1 $ayy  _ 0< 

— by  +■  ab 
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où  il  eft  manifefte  , que  tant  petite  que  la  quantité  a Toit  fuppofée, 

toutes  les  places  de  1 équation  ne  lailfent  pas  detre  remplies. 

Pour  remplir  tous  les  termes  de  l'équation  x'  ***  * — b — „ t &en 
avoir  une  , qui  Toit  encore  du  cinquième  degré  , je  fais  y — a = x , ce 
qui  augmentera  les  racines  vrayes  de  l'équation  de  la  quantité  * , 8c  je 
trouve  -+-  x'  = y*  — jsy*  -+-  ion»  y ' — to»'  y y -j-  s»*  y — » 


Pour  remplir  tous  les  termes  de  la  même  équation  ' * * * * — b — 9> 
& en 'former  une  qui  foit  du  fixiéme  degré  , je  multiplie  par  x l’équation 
propofée  , elle  fe  change  en  x*  * * * * — bx*  = o . 8c  par  la  fubftitu- 
tion  il  vient  x‘  = y*  — 6*y%  ■+■  i s*»y*  — 20»' y'  -t-  1 s y y 

— 6 »' y H - »f 

— bx  — — b y H-  a b 

Si  l’on  vouloit  une  équation  de  huit  dimenfions  à la  place  de  x s * * * * 
__  b = » i on  multipliera  par  x ' , 8c l’on  fera  ******  — bx'  *** 

On  fera  les  mêmes  chofcs , fi  l’on  fouhaitoit  d’augmenter  les  racines 
fauflès , en  prenant  y -+-/*  = x. 

Article  VI. 

Multiplier  (ÿ-  divifer  les  racines  fans  les  connoitre. 

M.  Descartes. 

DE  plus  on  peut , fans  connoître  les  valeurs  des  vrayes  racines 
d’une  équation  } les  multiplier  ou  divifer  toutes  par  telle 
quantité  connue  , qu’on  veut.  Ce  qui  fe  fait  en  fuppofant , que  la 
quantité  inconnue  étant  multipliée  ou  divifée  par  celle  qui  doit 
multiplier  ou  divifer  les  racines , eft  égale  à quelqu’autre.  Puis 
divifant  ou  multipliant  la  quantité  connue  du  fécond  terme  , par 
cette  même  , qui  doit  multiplier  ou  divifer  les  racines  ; 8c  par  fon 
quarré  > celle  du  troifîéme , 8c  par  fon  cube  , celle  du  quatrième; 
8c  ainfi  jufquesau  dernier. 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Uv.  111. 


443 


— tii  _ _ 

xxccy  — xxbc'  = o } 
o . y ■+■  bc=.o.  Comme 


E 


Les  racines  de  l’cquation  x*  -t-  b x x — a a x — a a,  b = o font  x 

* = » , *-+-/*  = o , x -4-  b — o.  Si  vous  voulez  multiplier  chaque  raci- 
ne par  c : pour  cela  prenez  c x =y  , x ==  £ ; mettez  pour  x ’ , 

pour  xx,  jr  pour  x : l'équation  devient  p h-  cil  — îa*  a*  b =.  os 

multipliez  tout  par  c* , il  vient  y ’ -t-  beyy 
dont  les  racines  font  y — xc  = o , y xc 
on  le  connoîtra  en  multipliant  ces  racines  l’une  par  l:autre  : or  ces  racines 
contiennent  les  racines  •+■  x , — x , — b de  la  première  équation  multi- 
pliées par  c.  Là  deflus  eft  fondée  la  Réglé  abrégée  pour  multiplier  les 
racines  d’une  équation  par  une  quantité  quelconque.  Soit  la  même  équa- 
tion x%  •+■  bx  x — x x x — x xb  = o , dont  il  faut  multiplier  les  racines 
ar  c ; on  change  l’inconnue  x en  une  autre  inconnue  y , on  multiplie 
e fécond  terme  par  c , le  troifiéme  par  ce  , le  quatrième  par  r> , & ainfi 

de  fuite  , s’il  y en  a voit  davantage  > fie  il  vient  y*  -h  beyy xxccy 

xxbc*  = o , la  même  transformée  qu’auparavant.  Et  lorfqu’on  connoî- 
tra les  racines  de  cette  équation  , on  les  divifera  par  c , pour  avoir  les  raci- 
nes de  la  propofée. 

Au  contraire  vous  voulez  divifor  par  c l’équation  x'  bx  x ax  x 

— xxb  = o ; faites  - — 
xx,  c'y*  pour  x 
divifez  tout  par  c 

les  racines  font  -4-  f , — f , -h  p,  comme  vous  le  connoîtrez  en  multi- 
pliant entr  elles  ces  trois  quantitez  y — *-=  a , y -J~*  — - , y - 1-  -=  o. 
Là-deffus  eft  fondée  la  Réglé  abrégée  pour  divifer  les  racines  d’uneéqua- 
tion  par  une  quantité  quelconque.  Soit  donc  la  même  équation  x’  -f. 
b xx  — xxx  — xxb  = o , dont  il  faut  divifer  les  racines  par  c -,  changez 
l’inconnue  x en  une  autre  inconnue  y , divifez  le  fécond  terme  par  r, 
le  troifiéme  par  ce,  le  quatrième  par  c * , & ainfi  de  fuite  , s’il  y en 

*-fr  = o , la  même  transfor- 


ous  voulez  divifer  par  c Eequation  bxx — xxx 

ites  - = y , x — cys  fubftituez  cy  pour  x,  ccyy  pour 
;*  j l’équation  fera  c'y*  +-bccyy — xxcy  — xxb  — o * 
r ’ j le  quotient  eft  y'  -h  b-ll  — 77*  — 7^=  0 , dont 


ma  y 

c e 


avoit  d’autres  : il  vient  y 1 -h  — 

mée  qu’auparavant.  Et  quand  vous  aurez  trouvé  la  valeur  des  racines  de 
cette  transformée , vous  les  multipliescz  par  c , pour  avoir  les  racines  de 
la  propofée. 
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Article  VII. 

Oter  les  fractions  fo-  les  incommenfurables  dune  équation. 

M.  Descartes. 

CE  qui  peut  fervir  pour  réduire  à des  nombres  entiers  & ratio- 
naux  > les  fraisions , ou  fouvenc  aufïi  les  nombres  fourds , qui 
fe  trouvent  dans  les  termes  des  équations  comme  fi  on  a * 1 — V3 
xx  ^-x TT'/i  > & qu’on  veuille  en  avoir  une  autre  en  fa  pla- 

ce , dont  tous  les  termes  s’expriment  par  des  nombres  rationaux, 
il  faut  fuppofer  y = •vv'3  > & multiplier  par  Vi  la  quantité  corn 
nuë  du  fécond  terme  , qui  eft  aufli  V3  i & par  fon  quarré  qui  eft 
3 , celle  du  troifiéme  , qui  eft  77  ; & par  fon  cube  , qui  eft  3/3 
celle  du  dernier  , qui  eft  77-  > ce  qui  fait  y * — 3 y y +^fy  — 

S 

7 = °. 

Puis  fi  on  en  veut  encoit  une  autre  en  la  place  de  celle-ci, 
dont  les  quantitez  connues  ne  s’expriment  que  par  des  nombres 
entiers;  il  faut  fuppofer  z = jjy  , & multipliant  3 par  3 , ^ par 
9 , & i par  17,  on  trouve  z‘  — yzz  +iCt-x4  = o,  où  les 
racines  étant  t , 3 , & 4 ; on  çonnoît  de  là  , que  celles  de  l’autre 
d’auparavant  étoient  7 , 1 , & y ; ôc  que  celles  de  la  première 
étoient  jfv'j»  }> 

1,  Multipliez  les  racines  d’une  équation  par  une  quantité,  qui  puifié 
être  divifée  jufte  par  le  dénominateur  de  la  fra&ion , qui  eft  au  fécond  ter- 
me , s’il  y en  a une  ; dont  le  quarré  puifîè  être  divifé  jufte  par  le  dénomi- 
nateur de  la  fraftion  , qui  eft  au  troifiéme  terme , fuppofé  qu’il  y en  ait  là 
une  ; dont  le  cube  puifle  être  divifé  jufte  par  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion , qui  eft  au  quatrième  terme  ; dont  le  quarré  de  quarré  puifîè  être 
divifé  jufte  par  le  dénominateur  du  cinquième  terme  , &c.  les  fractions 
difparoiflènt , Sc  l’équation  ne  contient  plus  que  des  entiers.  C’eft  pour 
cela  , que  M.  Descartes,  afin  d’oter  les  fractions  de  y * — syy-+- 
i±y  — i = 0 , prend  jy  — z,  St  qu’après  avoir  changé  y 1 en  z’  , y y 
en  x z , 7 en  z , il  multiplie  le  fécond  terme  par  j , ce  qui  produit  gzz, 
le  troifiéme  par  g , ce  qui  produit  26Z  : le  quatrième  par  27  , ce  qui  pro- 
duit 24 , St  toute  la  réduite  eft  z * — gzz  -t-  26 z — -•?  = 0.  Et  les  raci- 
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pc 5 z étant  trouvées , il  faut  les  divifér  par  s , pour  avoir  les  valeurs  de/, 
pareeque  étant  jy  = a , l’on  a y = * j car  on  a fait  ici  la  même  choie 
que  fi  on  avoit multiplié  y par  s.  Car  foit  jy  = z,  y la  fubftitu- 
tion  donne  ~ j = 0 , Zc  multipliant  tout  par  27 , — 

gzz  ■+■  2<fz — 24  — °' 

Generalement  pour  faire  difparoître  toutes  les  fractions  d’une  équation 
quelconque  x 1 • — -h  + ^ = <’;on  multiplie  tous  les  dcnomina- 

tcurs  enfémble  ; le  produit  cft  b c d -,  on  change  x en  une  autre  inconnue 
x , ce  qui  fait  z ’ ■ — ~ : enfuite  on  multiplie  le  fécond  ter- 

me par  b c d , le  rroifiéme  par  le  quarré  bbccdd  , le  quatrième  par  le  cube 
t>*  c’  d'j&L  il  vient  &*  — acd  z z-+-  aabbcddz  -h  b'  e‘  d d = «.Ou  bien 
l’on  prend  b edx  z=  z , x = Après  cela  l’on  fubftituc  cette  valeur 
de  .v  à fa  place  dans  l'équation  propofée  ; le  quarré  de  cette  valeur  à la 
place  de  xx  j lç  cube  de  la  même  valeur  à la  place  de  x1  ; la  réduite 

eft  rrtrr  *“*  irfcdi  + rfâ  + V ’ cnfin  l’on  multiplie  tout  par  b 1 c * d\ 
& il  vient  £ * — acdzz  ■+■  aabbcddz  -i-  a'  b'  c'  d d = o,  la 
même  réduite  qu’auparavant. 

1.  Cette  Méthode  fert  lôuvent  à délivrer  une  équation  de  fes  quantitez 
irrationelles.  Soit  propofèe  l’équation  x4  — +bxWa  — 2b c xx  ■+■  c-~^~ 
-+■  ddjf=  0.  Formons  les  puifiànces  de  l’irrationelle  Va  qui  cft  dans  l’é- 
quation , ce  font  Va  , a , aV a , x a , a ' , a1  Va , a*  , &c.  L’in- 

commenfurable  Va  ne  fe  trouve  que  dans  les  puiflances  Ie , 3 r , & en  nom- 
bre impair  : il  faut  donc  , afin  que  l’équation  puillé  être  délivrée  de  fes 
incommen Curables,  qu’elles  fé  trouvent  dans  les  termes , qui  doivent  être 
multipliez  par  les  puiflances  qui  font  incommenfurables  * il  faut  encore  que 
les  autres  termes  n’en  ayent  point.  Selon  la  Méthode  le  fécond  terme  doit 
être  multiplié  par  Va  : ainfi  il  doit  être  multiplié  ou  divifé  par  Va  ; car  s'il 
eft  multiplié  par  V a , comme  ici  — 4 b x’  V a , le  produit  cft  — 4*bx%, 
l'on  met  z pour  x félon  la  Méthode. 

Si  ce  fécond  terme  étoit  divifé  par  Va  , & qu’il  fiiit  , le  produit 

de  Va  x — eft  — = — 4b z'  , pareeque  £ = /. 

Selon  la  Méthode  le  troifiéme  terme  doit  être  multiplié  par  a quarré  de 
Va  , c’eft  pourquoi  il  ne  doit  point  contenir  d’incommenfurable  , parce- 
qu’elle  y refterok.  Le  quatrième  terme  félon  la  Méthode  doit  être  multi- 
plié par  le  cube  a Va  de  Va  , il  faut  donc  qu’il  foit  ou  multiplié  ou  divifé 
.par  Va.  Car  s’il  étoit  multiplié  par  aV a , & que  ce  fût  acddzVa  le 
produit  de  Va  x acddzVa  feroit  aaeddz. 

S’il  eft  divifé  par  Va  , comme  ici  +7—,  le  produit  de  aVa  x '-jir 
cft  =c  d d z , pareeque  = /.  Selon  la  Méthode  le  cinquiè- 

me terme  doit  être  multiplié  par  a a quarré  de  quarré  de  Va , ainfi  il  ne 
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doit  point  avoir  d’incommcnfurable.  L’éouation  propofée  fc  réduira  donc 
felonla  Méthode  à ^ — 4*b\}  — 2 *bc\^  + c ddz  h-  a*dtf= 

& quand  on  aura  trouvé  les  valeurs  de  z , il  faudra  les  divifer  par  /<*  pour 
avoir  celles  de  x ; car  pour  avoir  la  transformée  , on  a dû  prendre  x Va 
— »■-  x = £. 


Lorfoue  l'incommenfurablc  d’une  équation  eft  , l'on  formera  toutes 
fês  puiilanccs  , dont  on  peut  avoir  befoin  ÿ*  , a,  aÿa, 

aa  , aaÿ*  , 6c  c.  Ce  qui  fait  connoître  quels  termes  de  l'équation  doivent 
ctre  multipliez  ou  diviféz  par  ÿa  , ou  par  quelques-unes  de  fes  puifTance' 

i _ /*  _ . _ i*  t i-r  *nr*  ta  1 r w# 


_ „ parccque  V a x * x * y / 

hx'ÿ**  = *abx' , car  yC/*  ‘ z=  a a ■;  ou  multiplié  par^*‘  , comme 
bxl  ÿ*1  , par  j/*Y.bxl  ÿ *'  =z  bx  1 j/a  * = a * b x 1 , car  j/  * * ■=*'■, 
&c.  ou  divifé  par  j/a  comme  bx* , car  ^ * x £ x ' = 6 x 1 , ou  divifé  par 

• : - - ÿ»  ' T* 

y/a*  , comme  bx*  , parccque  j/a^bx*  = bx'  j/a  — i x>  j/  i ■=. 

j/a*  fa*  j/a*  j/a' 

Æx1,  car  ÿ' / = j j ÔCc. 

« y/'*  J 

On  voit  pourquoi  M.  Disc  a utes  a dit  que  par  cette  Méthode, 
on  délivrait  toujours  une  équation  de  fes  fra&ions  , 6c  fouvent  de  fês  quan- 
titez  incommenlurablcs. 

Au  refie  nous  avons  dans  l’Exemple  de  M.  Descautes  y , x 
= ; c’eft  les  racines  de  la  dernière  équation  æ ’ — çzz,  ■+■  26  z — 

24  — o étant  z,  — 2 = 0 , z — j — 0 , z — 4 — 0 > celles  de  la 
féconde  y'  — îyy  -4- y-  y — 7=®  feront  y — 7 = 0 , y — / — 
y — 7 = 0,  pareeque  y = 7 > 6c  celles  de  la  première 
feront  x— 777  = o , x — ^ 
x = ~j.  En  effet  fi  vous  multipliez  ces  trois  racines 
x 1 — -+-  77  x — — tj  = » , 6c  multipliant  le 

numérateur  6c  le  dénominateur  du  fécond  terme  — -yy  par  V 3 , vous 
ferez  — xx V 3.  Cependant  dans  la  Geometrie  de  M.  Descartes 
on  lit  que  les  trois  racines  font  ^ V J 3 , *V 3 , le  ticrswdes  precedentes 

6c  qui  ne  produifént  pas  l’équation. 

3 . Il  y a auflî  d’autres  Méthodes  pour  délivrer  une  équation  de  fês  in- 
commenfurablcs.  i°.Puifque  fi  deux  racines  font  égales , leurs  deux  quar- 
rez  , ou  leurs  deux  cubes , ou  leurs  deux  quarrez  de  quarrez  , 6cc.  font 
encore  égaux  : on  peut  élever  les  deux  membres  de  l’équation  à la  puif- 
fance  , qui  çft  défîgnée  par  l’expofant  des  racines.  Ainfi  l’on  quarrera  les 

deux 


1 6 , 

"T‘  U-'  I 7V  I 

= 0 , pareeque  . — 77. 

cnfemble  , il  viendra  v 1 


t — 0, 

xxV  3 
— * 
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deux  membres  de  x = V'a-t-ÿ  > pour  avoir  xx-a+y-,  on  quarrera 
encore  les  deux  membres  de  Vax  =2  Ve  — d , pour  avoir  a x — c — d ; 
•on  cubera  les  deux  membres  de  x x = fa 1 — y 1 , pour  avoir  x 4 = a ' 
— y 5 , Sec.  Lorlqu’il  y a une  ou  plulîeurs  commenfurables  avec  une  ou 
plufieurs  incommenfurablcs , on  met  toutes  les  quantitez  commenfurables 
d'un  même  côté  chaque  fois  qu’on  élève  les  deux  membres  à la  puilîànce 
requifo.  Soit  a;  = Vb  -H  Vaa — x x > on  fait  d’abord  xx  z=.  b - *- 
2 Va  a b — bx  x H-  a a — x x ; enfuite  après  avoir  ordonné  ainfi  les  termes 
■2  xx  — a a — b = -+-  2 V a a b — b x x > on  fait  les  quarrez  * x+  — 

4a  a x x — 4 h XX  -h  a*  -t - 2 aab  kb  = 4.  a a b — 4 b xx  ; 4X 4 

4aa  xx  -+-  «4  + bb  = 2a  a b.  Lorlqu’il  y a deux  racines  fous  un  même 
ligne  , x — ÿ b x -+•  V~aa  + xlc  , on  commence  par  élever  tout  à la  troi- 
fîémc  puilîànce  , , x*  =.  bx  -+-  Va' a h-  xx  : après  cela  l’on  élevé  x'  — b x 
= Va  a ■+■  x x au  quarré  x6  — 2 b x*  •+•  bb  xx  = «+  *•  ,v. 

Mais  quand  les  expolàns  des  racines  font  difïèrens , on  commence  par 
leur  donner  un  meme  cxpolànt  Va—  1/b  bxx , dont  les  expolàns  font  , 
• 3 > on  cubera  Va  , &c  l’on  quarrera  y fbbx~x , Se  celèra  ÿa'  — ÿb  + x*  , ce 
qui  ne  change  point  les  valeurs  , car  Va  a — l/a%  ■=  ÿa  + = ÿas  — a > 
V 25  = }/i2s  = y 625  = 1,31 25  = 5.  Et  l’équation  le  réduit  à *1 
= b 4 x 4. 

i°.  Pareeque  le  calcul  de  la  Méthode  precedente  devient  quelquefois 
cmbarrallànt,  vous  fubftituerez  de  limplcs  lettres  à la  place  des  incommcn- 
furables.vous  élèverez  l’équation  aux  puillànces  convenables.Sc  lorlque  vous 
verrez  que  l’équation  cil:  délivrée  de  toutes  les  quantitez  incommcnfura- 
bles,  vous. mettrez  à la  place  de  ces  lettres  fubfti tuées  leurs  véritables  valeurs. 
Soit  y y -+-  1/byy  — Vbx  : faites  \byy  = s , Vb  x = v j donc  b y y = f ) , 
b x = vv  $ ainfi  lorlque  dans  l’equation  vous  n’aurez  que  des  s' , s* , vv, 
v*  , ve , Sec.  le  calcul  cclïcra.  L’équation  propolée  le  change  en  jy  •+• 
s = v 5 à caulè  qu’il  y a l/b  y y , vous  mettez  s feule  d’un  côté  , Se  vous 
élevez  les  deux  membres  de  s = v — y y à la  troifiéme  puilîànce  s ; — 
v ; — jw  y y -+-  jv  y* — y6.  Vous  rangez  d’un  foui  côté  les  incommen- 
furables  v s , jvy 4 qui  relient , Se  vous  quarrez  les  deux  membres  de 
-d!  ■+■  ju  y 4 = s1  ■+-  jvvyy  -t-  y * ; les  quarrez  font  -u6  -t-  6v*y*  -t- 

ÿvvy  * = s 6 -h  6 s * wyy  -+•  2 s ’■  y*  -t-  fiv  *y  4 6v  v y 8 y Com- 

me il  n’y  a plus  d’incommenfurablc , vous  fubllitucrez  les  valeurs  de  v*, 
■v+,  vv  , s6  , s* , Se  il  viendra  b'  X*  -t-  6bbxxyy  -+■  9b  x y1  = bby*  -+. 

6b  b xy  4 -+-  2b y * -+-  9b  b xxy 4 ■+■  6 b x y * -h  y 

4.  Lorlque  la  première  operation  ne  délivre  pas  l’cquation  des  incom. 
menforablcs  & des  fractions  5 on  fait  de  nouvelles  operations  , julqu’à  ce 
qu’on  ait  fait , ce  que  l’on  defire  ; comme  on  le  voit  dans  l’Exemple  de 
M.Descartes.  Mais  enfuite  après  avoir  connu  les  racines  de  la  der- 
nière équation  , l’on  a égard  aux  quantitez  qui  ont  été  fubilituées  , fi  l’on 

LU 
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veut  déterminer  les  racines  des  équations  precedentes.  C'eft  pour  cela 
que  les  racines  de  la  derniere  équation  de  l’Exemple  de  M.  Descaa- 
tes,  — **•»•+-  26  z,  — 24—0  étant  2,3,4  i celles  de  la  fécon- 
de y 1 — 3yy  ■+•  — 7 = 0 font  f , r , f , parccque  l’on  avoir  fait 

* = 3 y , y = j.  Ainfi  divilânt  par  3 les  valeurs  de  * , 2 , 3 , 4 j on 
a les  valeurs  de  y , 7 , / , f. 

De  même  les  racines  de  la  première  équation  x1  — xxV  3 -4-  * 

— = 0 font  7 V 3 , 7 V 3 , i pareequ’on  avoit  fait  y = xV 3, 

x = : ainfi  divilânt  les  valeurs  de  j , y , 1 , i par  V 3 , l'on  a les 

valeurs  de  x,  jyy  , jj,  j*y  , qui  font  égales  à f V3  , jV  3 , 

Car  fi  l’on  multiplie  par  y 3 le  numérateur  & le  dénominateur  de  cha- 
cune des  fractions  > 77  > 777  » leur  valeur  ne  change  pas.  Or  les  pro- 
duits font  = 

Article  VIII. 

Rendre  la  quantité  connue  de  l'un  des  termes  d'une  équation  égale  a telle  • 
autre  quantité  que  l’on  voudra. 

M.  Des  carte  s- 

C Ette  Operation  peut  aulïï  fervir  pour  rendre  la  quantité  connue 
de  quelqu’un  des  termes  de  l’équation  c^ale  à quelqu’autre  don- 
née : comme  fi  ayant  ir’*  — bit*  ■+■  c 1 — o } on  veut  avoir  en  fa 
place  une  autre  équation  , en  laquelle  la  quantité  connue  du  ter- 
me, qui  occupe  la  troifiéme  place  , à lavoir  celle  , qui  eft  ici  b b 
Toit  3 a a.  Il  faut  fuppofer  y z=x^Ljl  -,  puis  écrire  y'  * — ^aay 

-4-  1 — T /î  ==  o. 

Vous  voulez  que  dans  l’équation  x’*  — b b x ■+■  r'  = 0 , la  quantité  , 
connue  du  troifiéme  terme  , foit  3*  * au  lieu  de  b b : vous  n’avez  qu'à 
tellement  multiplier  les  racines  de  lcquation  , que  multiplie  le  troifié- 
me terme  b b x ; car  le  produit  fera  = 3a  a x.  Or  felon  la  Mé- 

thode , le  troifiéme  terme  doit  être  multiplié  par  le  quarré  de  la  quantité, 
qui  multiplie  toutes  les  racines , & eft  ]e  quarré  de  Multipliez 

donc  toutes  les  racines  par  , c'eft-. i- dire  prenez  y = -v  V1J~  , ou 
y = V 3 ; donc  -v  =77^  • Maintenant  multipliez  le  fécond  terme  , qui 

eft  nul  par  , le  produit  eft  auffi  nul  ; multipliez  le  troifiéme  terme 
bbx  par  le  quarré  ^ , le  produit  eft  3 aax -,  multipliez  le  quatrième 
terme  par  le  cube  3-j^  V 3 > le  produit  eft  iiyf-y'i  5 & 
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l’équation  réduite  — 3 -h  Üifi  ^3—0.  Dont  les  racines, 

Iorlqu’on  les  aura  trouvées  , doivent  être  divifées  par  i V 3 , pour 

avoir  les  racines  de  la  propofée  : parccqu’on  a pris  y = ~ Vj  , x 


t_X 

J>V  3 


On  demande  que  la  quantité  connue  du  quatrième  terme  de  la  même 
équation  foit  3 a a.  Il  faut  multiplier  ce  quatrième  terme  c i par  ; 
vous  regardez  donc  comme  un  cube  , pareeque  fuivant  la  Méthode, 
le  quameme  terme  doit  être  multiplié  par  le. cube  de  la  quantité , qui  mul- 
tiplie les  racines  de  la  propofoe.  Or  la  racine  du  cube  eft  ÿ , dont 

le  quarré  eft  £ ^ = j-c  } 9 a.  Ainfi  après  avoir  changé  x en  une  autre 
inconnnc  y , vous  multipliez  le  fécond  terme  de  l’équation  propolee  , qui 
eft  nul  , par  } 5 le  produit  eft  nul  5 vous  multipliez  le  troifiéme  terme 

bbx  par  le  quarré  hlo*  1 le  produit  eft  -1  ; vous  multipliez  le 

quatrième  terme  par  le  cube  if*  , le  produit  eft  & la  transformée 
y*  * — —f-f*  vS> a + 3**  = 0.  Dont  les  racines  feront  divifées  par  £ ZAî 
pour  avoir  les  racines  de  la  propofée  , parccqu’on  a fait  y : 


«iiîi, 


ty 


v ^fr  = y 3»*. 


Article  IX. 


Délivrer  la  haute  puijjance  d’une  Equation  des  quantitez  , qui  la 
multiplient  } ou  qui  la  divifent. 

€ Ette  Méthode  fort  encore  à faire  di/paroître  les  quantitez  qui  multi 

f>lient  ou  qui  divifent  la  haute  puiflànce  d’une  équation.  Soit  propolèi 
’é 


propolee 
la 

4bb 


— 0. 


Les  racines  de  z étant  trouvées  , on  les  divifora  par  4 , pour  avoir  les 
valeurs  de  x. 

Quelquefois  la  foule  multiplication  8c  la  foule  divifion  fuffifont , fans 
qu’il  refte  aucune  fraction.  Ainfi  l’on  divifora  par  4 6c  l’on  multipliera 
par  3 l’équation  f z>  = 0 , 2c  la  réduite  fora  z*  — 


3zz  — iz.  •+•  2 


o • 
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Article  X. 

M.  Descartes. 

A U rcftc  tant  les  vrayes  racines , que  les  faillies  ne  font  pas  tou- 
jours réelles  ; mais  quelquefois  feulement  imaginaires  : c’cll-à-dire- 
qu’on  peut  bien  toujours  en  imaginer  autant  que  j'ai  dit , en  cha- 
que équation  ; mais  qu’il  n’y  a quelquefois  aucune  quantité  , qui 
correfponde  à celles  qu’on  imagine.  Comme  encore  qu’on  en  puif- 
fe  imaginer  trois  en  celle-ci  x 1 — 6xx  i j-r  — i c = o , il  n’y 
en  a toutesfois  qu’une  réelle  , qui  clh  , & pour  les  deux  autres, 
quoiqu’on  les  augmente  , ou  diminue  , ou  multiplie  en  la  façon 
que  je  viens  d’expliquer , on  ne  fçauroit  les  rendre  autres  qu’i- 
maginaires. 

Voyez  Seét.  i.  Art.  i.  5c  3.  dans  lefquels  cet  Article  eft 
expliqué. 


Divilêz  ■*'  — 6x  .v  -+*  1 J x — 1 0 — 0 par  x — 2=0,  le  quotient 
cft  xx  — 4X  -t-  / = 0.  Ainfi  .v  — 2 = 0 , ou  x = 2 eft  une  racine 
réelle  vraye  de  l’équation.  Pour  avoir  les  racines  de  xx  — -/x  -h  s — 0 , 
ou  de  x x — 4 x = — / ; vous  ajouterez  4 tic  chaque  coté  : &c  les  raci- 
nes de  xx  — 4X  4 = — / font  x = 2 ± V — / , qui  font 
imaginaires. . 


s*.- 


PARTIE  TROISIEME. 


De  la  Refolution  des  Equations. 

1.  N apprendra  comment  on  peut  trouver  le  plus  grand  divilcur 
commun  de  deux  quantitez  5 Sc  tous  les  divifeurs  d’une  même, 
quantité  : parccqtie  ces  deux  Problèmes  font  neceflàircs  pour  ce  qui  fuit. 
1.  On  apportera  differentes  Méthodes  pour  découvrir  toutes  les  racines 
d'une  équation.  3 On  donnera  la  maniéré  de  réduire  les  équations  cubi- 
ques. 4.  Les  équations  qui  ont  quatre  dimenfions.  5.  On  apportera  une 
Règle  generale  pour  réduire  les  équations  de  quelque  degré  qu’elles 
foient. 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Liv.  111. 


45* 


SECTION  I. 

Trouver  le  plus  grand  divifenr  commun  de  deux  quantitez , & tous  les 
divifeurs  d’une  quantité. 

Article  L 

Trouver  le  plus  grand  divifenr  commun  de  deux  quantitez. 

1.  S Oient  propofez  les  nombres  60.  20  ; divifez  le  plus  grand  par  le  plus 
petit  : 8c  pareeque  la  divilion  eft  exacte , 20  cft  le  plus'  grand  diviièur 
commun  des  nombres  60.20. 

1.  Soient  propofez  les  nombres  64.4S  y divifèz  le  plus  grand  par  le  plus 
petit  j le  quotient , qui  n 'cft  pas  exact , cft  / , que  vous  négligez  ; le  refte 
cft  16.  Divifèz  le  moindre  4S  des  deux  propofez  par  16  , la  divifion  eft 
jufte  : ainfi  le  dernier  divifèur  16  eft  le  plus  grand  divifèur  commun  des 
nombres  64.  4 S. 

3.  Soient  propofez  les  nombres  100.  22  -,  divifez  le  premier  par  le 
fécond } le  quotient  non  exact  cft  4 , que  vous  négligez  ; le  premier  refte 
eft  i2.  Divifez  le  moindre  des  propofez  par  le  refte  12  ; le  quotient 
non  exact  cft  r , que  vous  négligez  j le  fécond  refte  eft  /o.  Divifez  le 
premier  refte  / 2 , par  le  fécond  / 0 : le  quotient  non  exact  eft  encore  / , 
eue  vous  négligez  j le  troifîéme  refte  eft  2.  Divifez  le  fécond  refte  12 
par  le  troificme  2 , la  divifion  elt  exacte  : ainfi  le  dernier  divifenr  2 cft  le 
plus  grand  divifèur  commun  des  nombres-  100.  22. 

4.  La  Réglé  elt  dçnc  d oter  par  le  moyen  de  la  divifion  le  plus  petit 
nombre  propofe  du  plus  grand  5 c’c(t-à  dire  de  le  fou  (traire  autant  de  fois 
quei’onpeut.  S’il  ne  refte  rien  la  première  fois,  ou  fi  la  divilion  fè  fait 
jufte  : le  plus  petit  nombre  propofé  eft  le  plus  grand  divifèur  commun  des 
deux.  Mais  s'il  refte  quelque  chofe  , on  fouftrait  par  la  divifion  le  premier 
refte  du  plus  petit  nombre  propofe  ; 8c  s’il  refte  encore  quelque  chofé  , on 
ote  par  la  divifion  le  fécond  refte  du  premier  ; 8c  enfuite  le  troifîéme  refte 
du  fécond  , 8cc.  jufqu’à  ce  qu’on  fafle  une  fbùftraction , qui  ne  laide  rien, 
c’e(t-à-dirc  qu’on  ait  trouvé  un  divifèur  exaét  : qui  eft  le  plus  gran  .l  divi- 
fèur commun  des  deux  nombres  propofez.  Ce  divifèur  cft  / . lorfquc  les 
nombres  propoféz  font  premiers  entr’eux. 

5.  Les  Operations  font  les  memes  pour  deux  équations  littérales 
propofe  es. 

Mais  l’on  confidere  d’abord  (î  elles  peuvent  tontes  deux  fè  divifér  par 
une  même  quantité  , ce  qui  les  diminué.  On  fait  donc , fi  on  le  peut,  cette: 

Lll  iip, 
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divifion  , qui  n’efl  qu’une  préparation  pour  l’autre. 

Les  propofées  font  /xx4 — r2**x'  -+•  rSa'xx — 12a*  x ■+■  sa' 
= o y sa  xx  — s*'=o  ; qui  peuvent  être  divifées  toutes  deux  par  ja , Sc 
être  par  là  reduitesà  x 4 — 4*x'  -+-  6a*  xx  — +al  x - *-  a*  = o , xx  — 
fi  a.  — n Et  quand  on  aura  trouvé  leur  divilëur  commun  , on  le  multi- 
pliera par  s*  i le  produit  fera  le  divilëur  commun  des  équations 
proposes. 

6.  Quelquefois  après  la  divifion  , la  haute  puillàncc  du  relie  ell  plus 

grande  que  la  haute  puillànce  du  divilëur  : alors  on  continue  à divilër  ce 
relie  par  le  meme  divilëur.  Et  cela  lè  répété  , julqu’àce  que  la  haute  puif- 
lîince  du  relie  foit  moindre  que  la  haute  puillànce  du  divilëur.  Divilons 
x*  — 4*xl  -+-  6aaxx  — 4*x'  -t-«4  par  xx  — a * : le  premier  quo- 
tient , qu’il  faut  négliger  cil  x x : le  premier  relie  efl  — 4*x'  ■+■ 
7**x  x — 4 a1  x -b  a*  , dont  la  haute  puillànce  x 1 eft  plus  grande  que 
celle  du  divifeur  x x : ainfi  nous  ferons  la  lëconde  operation  avec  le  même 
divilëur  xx  — **•  Le  quotient  qu’on  négligé  efl  — 4*x  ; le  lëcond 
relie  ell  -+•  7*  a x x — Sa  *.v-+-  , dont  la  haute  puillànce  7**xx 

n’efl  pas  moindre  que  xx  du  divilëur  : ainfi  nous  nous  lcrvirons  encore 
du  même  divilëur  xx  — a a. 

Le  quotient  qu’on  négligé  ell  7* a } le  troifiéme  relie  ell  — Sa'  x 
Sa*  , dont  la  puillàncc  — Sa'  x cil  moindre  que  celle  du  divilëur  xx 

a a.  Il  faut  donc  maintenant  divifer  xx  — a a par  le  dernier  relie 

Sa  ' x -+-  Sa  * , ou  plutôt  par  x — « , comme  on  le  va  dire. 

7.  Quand  l’une  des  deux  quantitez  peut  feule  , même  des  le  commen- 
cement , être  reduite  à de  moindres  termes  , comme  ici  le  divilëur 

Sa*  x -4-  Sa*  , qui  étant  divifé  par  — Sa * , le  réduit  à x — a , l’on  fait 

cette  redudion  : mais  après  qu'on  aura  trouvé  le  plus  grand  divilëur  com- 
mun . l'on  n’aura  aucun  égard  à cette  réduction , qiÿ  ne  s'efl  faite,  que  dans 
l’une  des  deux  quantitez.  C’elt  donc  avec  la  reduite  x — «que  nous  di- 
vilërons  xx  — a a ; le  quotient  exad  ell  x -+-  a.  Et  là  Unifient  les  divi- 
fîons  i & il  faut  multiplier  le  dernier  divilëur  x — a par  ja , afin  d’avoir 
jax 3 aa  pour  le  plus  grand  divilëur  commun  des  quantitez  jax* 


— 1 2 aax  -b 


/ Sa'  x -b  3 a'  = 0 , 3a  XX — 3 a'  = 


8 .  Lorfque  le  quotient  cil  une  fradion  , comme  en  divifant  sxx  — 7* 
+ 4 — 0 par  — 2 xx  -b  sx  — 3 — 0 , le  quotient  ell  — : on  multi- 
plie le  dividende  -+■  sxx  — 7X  -b  4 par  — 2 -,  le  produit  ell  le  nouveau 
dividende  — 6xx -b  14X  — S = 0 , que  l’on  divilë  enfuite  par  — 2 xx 

sx 3 — 0 , le  quotient  ell  3 , que  l’on  négligé  > le  relie  cil  — x 

-f-  1 i avec  lequel  l’on  divife  le  divilëur  precedent  — 2 xx  -h  sx  — 3 i 
le  quotient  ell  -+-  2 x — 3 fans  aucun  relie. 

Ainfi  le  dernier  divilëur  — r + ; = « , oux  — 1 = » efl  le  plus 
grand  divifeur  commun  cherché. 
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Article  II. 


Trouver  tous  les  Divijèurs  d'une  quantité. 


Divilèurs 

(impies. 


produits. 


i.POur  trouver  /. 
tous  les  divilèurs  a. 
exacts  de  no.  a.  4. 

2.  S. 

J.  t.  T2. 

S.  JO.  20. 


i 4 ■ 

40.  is.  30.  60.  120. 


Parceque  120  eft  un  nombre  pair  , je  le  divifo  par  2 , le  quoticnr  eft 
60  ; j’écris  le  divifour  2 fous  r.  Après  cela  je  divifo  le  quotient  60  encore 
par  2 , le  quotient  eft  jo  ; j’écris  le  divilêur  2 fous  le  precedent  divifour 
2.  Je  divifo  de  même  le  quotient  30  par  2 , le  quotient  eft  r s » j’écris 
aulfi  le  divifour  2 fous  les  nrecedens.  Le  quotient  1 s , qui  eft  un  nombre 
impair , ne  peut  être  divifo  par  2 , ainfi  je  le  divifo  par  le  plus  petit  nom- 
bre impair  3 , qui  fuivc  2 , le  quotient  eft  s > j’écris  le  divifour  3 fous 
2.  Le  quotient  / ne  peut  être  divifo  par  3 , c’eft  pourquoi  je  le  divifo  par 
S nombre  impair  qui  fuît  J , le  quotient  eft  / ; j’écris  le  divifour  $ fous 
les  autres.  Tous  les  divilèurs  (impies  font  donc  /.  2.  2.  2.  3.  y. 

Que  fi  l’on  ne  trouvoit  aucun  autre  nombre,  que  l’unité  qui  pût  divifor 
le  propofo  , en  e Payant  ces  fortes  de  divifions  : le  nombre  propofë  n’auroit 
aucun  divifour  que  l’unité  , fc  foroit  un  nombre  premier  j ce  qui  ne  peut 
arriver  à aucun  nombre  pair  , puil'qu’il  peut  toujours  être  divilè  par  2. 
Quand  le  nombre  eft  impair , on  ne  tente  pas  la  divifion  par  2 : mais  il  la 
faut  tenter  par  tout  nombre  impair  , jufqu’à  ce  qu’on  foit  venu  à celui, 
qui  eft  la  racine  quarrée  du  nombre  propofë , s’il  eft  quarré  5 ou  s’il  ne  l’eft 
pas , jufqu’à  ce  qu’on  foit  venu  à un  nombre  dont  le  quarré  eft  plus  grand 
que  le  nombre  propofë.  On  doit  appliquer  tous  ces  nombres  impairs  de 
foite , quand  meme  on  en  trouverait  qui  ne  fulfont  pas  des  divilèurs  exacts. 
Ainfi  la  divifion  de  121  doit  fo  tenter  par  3.  3.  7.  9.  11.  le  quarré  de  / r 
étant  j 21.  la  divifion  de  >249  doit  fo  tenter  par  j.  7.9.  11.  13.  17.  19. 
23.  29.  3 ’.  37.  le  quarré  de  37  étant  1369  •>  qui  eft  plus  grand  que  le 
nombre  propofoe  / 249. 

J’ai  omis  s parccqu’il  eft  certain  , que  s ne  divifo  jufte  que  des  nom- 
bres qui  finillènt  par  / ou  0 } j’ai  encore  omis  21, 27.  33.  pareequ’ils  fonte 
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multiples  de  3 , par  lequel  la  divifion  n’auroit  pas  pu  le  faire  : ce  qui  eft 
general  ; car  tout  nombre  , qui  n'a  pas  pli  être  divilé  par  un  nombre  quel- 
conque 3 , ne  pourra  jamais  être  divifé,  par  aucun  de  (es  multiples  6 , ç , 
12,  js  , Sec,  C’eft  aufli  pour  cette  raifon  qu'on  ne  tente  ces  divifions 
par  aucun  nombre  pair , que  par  2 , dont  tous  les  nombres  pairs  font 
multiples. 

Multipliez  les  divilêurs  (impies  les  uns  par  les  autres  fie  vous  trouverez 
tous  les  divilêurs  exacts,  du  nombre  propofé  qui  feront  , r.  2.  3.4.  S-  6- 
S.  1 0.  J 2.  1 s-  20.  24.  30.  40.  0 0.  120. 


2.  Pour  trouver  tous 
les  divilêurs  exacts  de 
la  grandeur  littérale  »4 
H-  2 a*  c c ■+■  aac*  , je 
divilè  par  a , je  quo- 
tient eft  -+•  2 a'  c c 


Divilêurs  fimples. 

/. 

a. 

a. 

aa  - 4-  c c. 
a a s-  cc. 


Produits. 

a a. 

a*  -H  acc. 
a*  ■+■  aacc. 
a*  -4-  2 a acc  ■+•  c*. 
a 5 4-  2 a > cc  -h  a c*. 
a 4 -+-  2 a* ce  -+-  aac*. 


-+-  ac*  , j’écris  le  divilêur  a.  Je  divife  le  quotient  encore  par  a,  le  nou- 
veau quotient  eft  a*  -4  2 aacc  ■+■  c*  , 6c  j’écris  le  lêcond  divilcur  a fous 
le  premier.  Je  tente  la  divifion  de  a*  2 aacc  h-  c * par  a-\-c  ,a  — r, 
mais  inutilement.  Je  divilê  donc  par  aa  cc  , le  quotient  eft  aa  ■+■ 
c c , & j’écris  le  divilêur  aa  -4-  ce  fous  les  autres.  Le  quotient  a a -h  ce  ne 
fauroit  plus  être  divifé  que  par  / , ou  par  a a -h  ce  & le  quotient  eft  1 , 
j’écris  encore  le  divifeur  aa  -3-  cc.  Et  multipliant  les  divilêurs  fimples, 
je  trouve  les  divilêurs  produits  tels  qu’ils  font  marquez. 


SECTION  II. 

Découvrir  toutes  les  Racines  d'une  Equation. 


I. 

CEtte  première  Méthode  fera  enfeignée  par  M.  Descar.  te  s 
Seélion  III. 

1.  Il  ne  doit  point  y avoir  de  fractions  ni  de  termes  irrationaux  dans 
l’équation  : & fi  elle  en  contient  il  faut  l’en  délivrer  de  la  maniéré  que 
l’on  a dit  Part.  2.  Scct.  2.  Art.  7.  Tous  les  termes  font  d’un  côté  &:  zéro 
de  l’autre. 

2.  Soit  donc  propoféc  l’équation  .y4  — 4 x ' — J gxx-Sr  j 06  x — 120 
— p,  Gn  cherche  Scct.  1.  Art.  2.  tous  les  divilêurs  exacts  du  dernier 

terme 
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terme  120  : parccque  Part.  1.  Scct.  1.  Art.  î.  n.  9.  ce  dernier  terme 
peut  contenir  toutes  les  valeurs  de  x ou  toutes  les  racines  de  l’équation. 

.3.  On  examine  la  dilpofition  des  lignes  ■+-  6c  — , comme  Part.  1. 
Scét.  1 . Art.  3 . 6c  s’ils  marquent , qu’il  ne  peut  y a’voir  que  des  racines 
vrayes j l’on  tente  la  divifion  de  l’equation  propolêe  par  des  binômes, 
c’elt-à-dire  par  des  quantitez  compofées  de  l’inconnue — un  des  divileurs  du 
dernier  terme:  comme  ici  par  x — / = o,x — 2 = 0,  x — j — 0, 6cc.Au 
contraire  fi  la  difpofition  des  lignes  faitconnoître  qu’il  ne  peut  y avoir  que 
des  racines  fàuflès , l’on  tente  la  divifion  par  des  binômes  compolcz  de  l’in- 
connue un  divilcur  exaét  du  dernier  terme  : co  lêroit  donc  par  .v-i-  r 
= 0 , r+js»,  = 6cc.  Enfin  fi  la  dilpofition  des  lignes 

montre  qu’il  y a dans  l’équation  des  racines  vrayes  6c  des  faulïcs , l’on 
tentera  la  divifion  par  x — 1 = * , Sr  ■+•  / = o , x — 2 = a , x 
= 0 , x — 3 = 0 , x ■+-  j = 0 , 5cc. 

On  commence  par  les  plus  limples  divileurs  ,7,2,  3 , 8cc.  6c  l’on 
pourfuit  jufques  au  dernier,  à moins  qu’on  n’ait  trouvé  toutes  les  racines, 
que  l’équation  doit  avoir  ; car  alors  on  s’arrête. 

4.  Lorfqu'un  binôme  quelconque  x — / = 0 , ne  divilê  pas  finis  relie 
l’équation  propofée  , il  ne  contient  pas  une  des  racines  de  1 équation  ; mais 
s’il  la  divilê  exactement , il  en  ell  une  racine  vraye  j 6c  c’en  x = r.  De 
meme  fi  le  binôme  x h-  / ==  0 -,  divifie  exactement  une  équation  , il  en 
ell  une  racine  faufle , à lavoir  x = — 1.  • 

j.  J’cflàyc  dedivilêrla  propolêe  par  x — 2 = 0 j elle  réiiflitj  ainfi 
x = 2 ell  une  racine  vraye  de  l’équation.  Le  quotient  cil  x ! — 2 xx 
— 2 jx  ■+■  <S  0 = 0 ,-Sc  l’équation  ell  delcenduc  d’un  degré  : parccque 
comme  à mefiurc  qu’on  multiplie  une  équation  par  une  nouvelle  racine  elic 
monte  d’un  degré  ; auflï  à mefure  qu’on  divilê  une  équation  par  une  de 
lès  racines , elle  doit  delccndrc  d’un  degré.  11  faut  oblcrvcr  qu’une  racine 
xx — 2 = 0 , qui  par  la  multiplication  augmenterait  une  équation  de 
deux  degrez,  la  diminuerait  aulfi  de  deux  degrez  par  la  divifion. 

Si  les  lignes  du  quotient  x ' — 2 x x — 23X  -+-60  = o , ftilbient  juger 
qu’il  n’a  que  des  racines  vrayes  ; l’on  ne  ferait  la  divifion  que  par  un  binô- 
me compolc  de  l’inconnue  — un  des  divilêurs  exacts  de  60  , qui  lont  r . 
2.  j.  4.  j".  6 • 1 °‘  >2.  1 s.  29.  jo.  60.  Mais  l’équation  contient  2 racines 
vrayes  , / . fâuJlc. 

Ainfi  je  recommence  la  divifion  par  les  divileurs  les  plus  fimplcs  de 
60  , excepté  ceux  qui  n’ont  pû  réiiffir  auparavant  j qui  Ibnt  — / , h-  1. 
J’applique  de  nouveau  .v  — 2 ■=.  0 , qui  ne  divilê  plus  exactement  j 
enkiite  x -h  2 = 0 , qui  ne  le  frit  pas  non  plus  ; après  * — 3=0, 
dont  la  divifion  cil  exacte.  Ainfi  la  lêcondc  racine  vraye  ell  x = 3.  Le 
quotient  xx  -h  ix  — 20  ~ 0 , cfl  d’un  degrc  moindre  que  la  quantité  di- 
■vilèe  ; 6c  il  contient  une  racine  vraye  6c  une  fauilè. 
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Les  divifours  du  dernier  terme  20  font  /.  2.  4.  /.  10.  20.  Il  fout  donc 
tenter  la  divilîon  par  * — 4=0,  qui  eft  jufle  i la  troiliéme  racine  vraye 
fora  donc  x ==  4.  Lt  le  quotient  x -»-/==  0 prouve  que  la  quatrième 
racine  de  la  propoféeeft  la  faullè  x — — /. 

6.  Dès  que  l’équation  eft  delcenduë  au  focond  degré  , on  peut  en  con- 
noître  les  deux  racines  par  la  Méthode  de  Liv.  I.  en  ajoutant  de  chaque 
côte  le  quarré  de  la  moitié  du  Coefficient  du  focond  terme. 

7.  Soit  propofée  l’équation  y * ■+■  xxy*  — 2 c t y*  — a*yy  -+-  **yy 
— x*  — 2A*cc  — xx c*  — 0.  Les  divifours  exacts  du  dernier  terme 
x*  -4-  2 x*  ce  -4-  x xc*  font  /.  x.  a x.  ôcc.  tels  qu’on  les  a trouvez  , Secl.  1 . 
Art.  z.  n.  z.  De  plus  il  ne  fout  pas  tenter  la  divilîon  par  x , mais  par  xx  — 
ou  •+•  chaque  divifour , fuivant  Part.  z.  Sed.  1.  Art.  z.  La  divilîon  exacte 
ne  fo  fait , que  par  le  binôme  y y — xx  — cc  — 0 : ainfi  une  racine  vraye 
eft  yy—xx-4-  cc.  Le  quotient  y*  -+-  2xxyy  — ccyy  -4-  x 4 -4-  xxee 
= 0 , ne  peut  point  fo  diûfor  exactement  par  aucun  binôme  compofé  de 
y y -h  ou  — un  des  divifours  exacts  du  dernier  terme  x*  -t-  xxcc.  Ainli 
les  deux  autres  racines  ne  fo  trouveront  qu’avec  la  Méthode  de  Liv.  1. 
Part.  z.  Art.  1.  ficelles  font  yy  = — xx  -t-jer  dfc  V~c*  — 2xx7Tr 
incommcnfurables  , fie  même  imaginaires  lorlque  cc  elt  moindre  que  Sxa. 

8.  Toutes  les  racines  d’une  équation  étant  incommenfurables , comme 
de  celle-ci  x'*  — xxxx — bbxx — exx  -4-  xxc  -t-  bbc  =0  , dont  les 
racines  font  * — Ve  = 0 , x -t-  Vc  = 0 , x — V xx -4-  b b — 0 , x -4- 
V~xx  ■+■  b b — 0 > ou  étant  toutes  imaginaires  comme  de  celle-ci  * 4 — 
4X*  ■+■  fxx — T2X-4-  r S — e-y  dont  les  racines  font  x — 2-4-  V — r 
= 0,  x — 2 — V — 1 — 0,  x — V — 3 =o,x  •+-  V — 3 — 0 : on  ne  trou- 
vera aucune  des  racines  par  la  Méthode  prefonte.  Des  que  cette  Méthode 
ne  découvrira  aucune  racine  5 elles  feront  toutes  incommenfurables  , ou 
toutes  imaginaires  , ou  partie  incommenfurables  , partie  imaginaires. 

9.  Mais  comme  les  divifours  du  dernier  terme  font  quelquefois  en  très- 
grand  nombre  > 6c  que  c’eft  une  peine  exceffive  , que  de  tenter  la  divi- 
fion  de  l’équâtion  par  tous  ces  divifours  l’un  après  l’autre  , 8c  pris  non  feu- 
lement avec  le  ligne  — , mais  encore  avec  le  ligne  + ona  cherché  diffé- 
rentes voyes , pour  diminuer  ce  travail.  C’eft  ce  que  l’on  verra  dans  les 
Méthodes  fuivantes. 

I I. 

1 . Cette  Méthode  eft  fondée  fur  ce  principe  , que  lî  dans  une  équation, 
où  tous  les  termes  font  d’un  côté  , fie  zéro  de  l’autre  , on  fubftituë  une 
valeur  de  l'inconnue  à fo  place,  tous  les  termes  de  l’équation  fo détruifont, 
fie  l’équation  fo  réduit  à 0 = 0. 

Soit  * — x = 0 j donc  x = -t-  x ; fubftituons  cette  valeur  de  x à fo 
place  , il  vient  x — /*  = 0 , 0 = 0. 
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Soit  xx  4-  2 bx  -4-  bb  = 0 , les  deux  racines  font  * ■+■  b ==  0 , x -4- 
b 0 i donc  .v  = — b > fubftituons  — b à U place  de  * , 6c  h-  b b 
quarté  de  — b à la  place  de  xx  j l’équation  le  changera  en  b é — 3 b b 
.+•  b b = 0 , 0 = 0. 


-4-  abxx 

— «x*  -4-  tic x x — abex 

— bx * -t-tidxx — abdx  i" 

Soit  x*  ■’  ■+■  *biAx±  9 i dont  les  <livi-> 

c x>  "h-  b c x x — acdx  leurs  du  dernier  terme  font  4, 

— dix*  -h  b d xx — bedx  b , c , d , tib , *c  , 4 d ,bc  ,b  d, 

•+■  c d x x cd,  abc  ,abd  ,acd,bcd  , abcd. 


Si  l'on  fubftituë  4 pour  x,  44  pour  xx  , 4>  pour  x*,  a*  pour  x4, 
on  fera  la  première  réduite  qui  fuit.  Si  l’on  fubflituë  b pour  x , b b pour 
xx  , b » pour  x1 , b*  pour  x*  , on  aura  la  féconde  réduite  qui  fuit.  Si 
l’on  fubflituë  de  même  c , on  aura  la  troifiéme  réduite  , 6c  fi  l’on  fubflituë 
d , ce  fera  la  quatrième  réduite.  Dans  toutes  ces  réduites  les  termes  fê  dé- 
truifënt  également , 6c  l’équation  devient  0 = 0, 


I. 

-4-  4’  b 

— a*  ■+■  a'c — a abc 

— a' b -4-  a'd  — 44 bd 

a*  ■+■  abcd  = 0.' 

— a>c  -4 -aube — aacd 

— a'd-haabd — abcd 

-4-  aaci 

IIL 

-4-  abcc 

— ac’  -h  tu'  — ab  et 

— bc>  -\-accd — abcd 

ç 4 -4-  abcd  — 0. 

c*  -I-  bc'  — accd 

— c'd  -4-  beed  — b ccd 

-4-  c'd 


IL 

. N 

-4-  ab* 

— ab'  -4-  abbe  — abbe 

— b*  - 4-  abbd  — abbd 

b 4 -4-  abcd — b, 

— b'c  -4-  b'c — abcd 

— b'd  ■+■  b'd  — bbcd 

-4-  bbcd 

IV. 

-4-  abdd 

— ad  -t-  aedd  — abcd 

— bd * -i-  ad'  — abdd 

d*  -4-  abcd—  », 

— cd>  H-  bedd  * — aedd 

— d*  - 4-  beb  — 

-4- 


Les  racines  de  l’équation  propofée  font  x 
c z=.  0 t x — d = o. 


a = o ,x  — b — o , x — 
M mm  ij 
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1.  Le  meme  arrive  aux  équations  numériques.  Soit  x * -+-  çxx  ■+■  26  x 
■+■  24  ==  0 > dont  les  racines  x -b  2 = o , x h-  3 — 0 }.x-i~  4 — e ou. 
* ==  — *;  v — — 3 , x=~r-  - SubfHtuez  — 2 à la.  place  de  ,v>  de 

lorte  que  — 2 multiplie  -+-  26  comme  .v  le  multiplie  } & 4 quatre- 

de  — 2 à la  place  de  xx  , de  forte  que  -+-  4 multiplie  -1-  9 comme  x x 
le  multiplie  ; — S cube  de  — a à la  place  de  x'.  La  réduite  fera 

— S -4-  36  — s 2 -4-  24  =0,0  = 0. 

Subftituez  aufli  de  la  même  forte  — 3 à la  place  de  *■ , 9 à la  place 
de  xx,  — 27  A la  place  de  xi  5 vous  ferez  — 27  ■+■  Si  — y s -4. 
24  = 0 , 0 ■=  0. 

Mettez  encore  — . 4 pour  v , -4-  16  pour  x-x , — tf’y-pour  a-»  5 il 
viendra  — 64  -4-144  — 104  -4-24=0,0=0. 

3 . C’eft  pourquoi  après  avoir  trouvé  tous  les  divifeurs  exacts  du  dernier 
terme  de  l’équation  , il  faut  les  fubftituer  l'un  après  l’autre  avec  le  iîo-ne 
-t-  8c  — félon  que  les  figues  -+-  5c  — de  1 équation  l’indiquent , à la  place 
de  l’inconnue  de  la  fhfcon  qu’on  vient  de  le  voir  , en  commençant  par  les 

{•lus  Amples.  Lorfque  la  fubfHtution  fera  que  tous  les  termes  fe  détruifent, 
a quantité  , qu’on  aura  fubrtituée  avec  le  ligne  ■+■ , fera  une  racine  vraye 
de  l’équation  , celle , qu’on  aura  fubftituée  avec  le  ftgne  — , en  fera  uiic 
racine  fàullê. 

4.  Mais  comme  on  peut  être  obligé  de  fubflituer  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  ; ce  féroit  encore , quand  ces  divifeurs  font  en  grand  nom- 
bre , un  travail  allez  long. 

III.. 

La  Méthode  , qui  fuit , eft  pour  lts  grandeurs-numeriques.  Soit  propos 
fée  l’équation  ■ x*  — 4*1 — içxx  -4-  joûx  — 120  = 0. 

1.  Vous  cherchcrcz-les  divifèurs  exaéls  du  dernier  terme  120,  qui  font 
1.  2. 3.  4 . /•  <> ■ to.  12.  23.  20.  24.  30.  40.  60.  1 20.  Hnfuitcjc  foppofè  x-4-  - 
1 = y , y — 1 — x , c’eft-à-dire  que  Part.a.Scct.i.  Art.i.  vous  augmen- 
tez de  /.  les  racines  vrayes  de  l’équation  propofee.  La  transformée  fera 
y*  — Sy1  — y y -4-  1 26 y — 240  = 0 . dont  les  divifeurs  du  dernier  terme 
240,  font  /.  2.  3.  4.  3.  6.  S.  to.  12.13.26.  20.24.  30.  40.  4S.60. 

2 20.  240.  Orpuifquc  les  racines  vrayes  de  cette  transformée  n’ont  qu’une 
unité  par  deflus  les  racines  vraves  de  la  propoféc  : il  fuit,  que  les  racines 
de  la*  transformée  étant  diminuées  de  / , elles  peuvent  être  les  racines 
vrayes  de  la  propoféc.  Vous  prendrez  donc  les  racines  de  la  transformée 
diminuées  de  / , ôc  ce  font  0.  2.  2.  3.  4.  3.  y.  9.  2 2.  24.  2 3.  2 9.  23.29. 
39.  4y.  39.  229.  239.  Mais  il  n’y  a que  les  racines  qui  fé  trouvent  ici  les 
mêmes  avec  celles  de  la  propofee  , qui  puiflcnt  être  fe  s vrayes  racines  } à 
lavoir  2.  2. -3. 4.  3.  2 3.  Ce  qui  diminue  déjà  de  beaucoup  le  nombre  des 
racines  avec  lefquellcs  il  faut  faire  les  divilïons  de  la  première  Méthode, 
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ou  les  fubftitutions  de  la  fécondé.  Cependant  comme  la  propofée  n’a  que 
trois  racines  vrayes , vous  chercherez  bientôt  à les  diminuer  davantage. 

D’un  autre  coté  comme  les  racines  faullès  de  la  propolëe  font  diminuées 
de  l’unité  dans  la  transformée  , Part  z.  Sech  z.  Art.  z.  n.  3.  il  fuit  que  fi 
vous  augmentez  de  1 les  racines  de  la  transformée  : elles  peuvent  être  les 
racines  raullès  de  la  propofée.  Prenez  donc  les  racines  de  la  transformée 
augmentées  de  l’unité  , fie  ce  font  a.  3.  4.  /.  6.  7.  9.  11. 13.  16.  17.  a/, 
as.  31.  41,49.  6 1 . 1 21.  241.  Mais  il  n’ÿ  a que  les  racines  qui  fo  trouvent 
ici  les  mêmes  avec  celles  de  la  propofée  , qui  püiflènt  être  les  racines  fauf-  * 

fes , à favoir  a.  3 • 4.  s ■ <>.  i^.  cependant-  comme  la  propolëe  n’a  qu’une 
racine  faullè , il  en  faudra  encore  diminuer  le  nombre. 

j.  Pour  déterminer  davantage  les  racines  tant  vrayes  qüe  faullès  de 
l’équation  propolëe  : vous  feindrez  encore  x — r—y  , y 1 =x’, 
c’eflr-à-dire  que  Part.  z.  Sccl.  z.  Art.  z.  n.  z.  vous  diminuez  de  l’unité  les 
racines  vrayes  de  la  propofée.  La  transformée  fora  y + * — 2 s y y ■+•  (oy 
— 36  ■=.  o , dont  les  divifours  exacts  du  dernier  terme  36  font  /.  2.  3.  4. 

6.  9.  1 2.  1 S.  36 . Or  puilque  les  vrayes  racines  de  cette  transformée  font 
moindres  d’une  unité  , que  les  vrayes  racines  de  la  propolëe  : vous  pren* 
drez  les  racines  de  la  transformée  augmentées  de  1 , ce  font  2.  3.  9.  si 
7.10  1 3.  19.37.  Mais  il  n’y  a que  celles  qui  font  les  mêmes  que  les  divi- 
fours de  120  dernier  terme  de  la  propolëe  , Scque  les  divifours  diminuez 
de  1 de  240  dernier  terme  de  la  première  transformée , qui  puilfont  être 
les  racines  vrayes  de  la  propolëe  s à (avoir  2.  '3.  4.  s • 

Comme  les  racines  faulfos  de  la  propolëe  font  augmentées  de  l’unité 
dans  la  transformée  , Part.  z.  Séct.  z.  Ait.  z.  n.  3.  il  luit  que  fi  vous  dimi- 
nuez de  i les  divifours  de  la  féconde'  transformée  -,  ils  pourront  être  les 
racines  faullès  de  la  propofée.  Ces  divifours  diminuez  de  1 font  o.  t.  z J 
3.  y.  8^  n.  17.  que  vous  comparez  avec  les  divifours  de  izo  dernier 
terme  de  la  propofée  & avec  les  divifours  augmentez  de  1.  de  la  première 
transformée  : &c  il  n’y  a que  les  nombres  communs  dans  ces  trois  ordres 
de  divifours  j à lavoir  2.  3.  /.  qui  puillènt  être  la  racine  faullè  de  la  - 
propolëe. 

4.  Si  vous  voulez  encore  diminuer  le  nombre  des  racines  tant  vrayes  • 
que  faullès  j vous  pourrez  faire  x-^-2  = y , x — 2 =•  y »-  x •+■  3 - 
= y,  &CC. 

y.  Après  que  vous  aurez  trouvé  les  nombres  qui  peuvent  être  racines  de 
l’équation  propolëe,  ou  bien  folon  la  première  Méthode  vous  diviforez 
par  un  binôme  compolë  de  l’inconnue  -1-  ou  — un  de  ces  nombres  : ou 
bien  fuivant  la  foconde  Méthode  vous  fubftituercz  chacun  de  ces  nombres  - 
à Ja  place  de  l’inconnue. 

! 
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I V. 
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Sec.  On 


Cette  quatrième  Méthode  cft  pour  les  grandeurs  littérales.  Soit  pro- 
pose l’équation  de  la  deuxième  Méthode  n.  i . 

peut  feindre  une  égalité  entre  tous  les  termes , où  a bd  Ce  trouve  , & 

zero  j abdx  ■+■  a bc  d = o } abd  x = abcd  ; x = c -,  x — c = e. 

Si  c divife  exactement  le  dernier  terme  a b c â : de  la  propofée  , il  peut  être 
une  racine  de  cette  mème’propofee  : l'on  eflàye  donc  la  divifion  de  toute 
la  propofée  par  x — c , Sc  pareeque  la  divifion  eft  jufte  , x — c = o eft 
une  racine  cherchée. 

— a xx  •+■  ab  x 

On  fera  le  meme  à l’égard  du  quotient  x»  — b xx  -h  adx  — abd  = o. 

■ — d Xx  ■+•  bd  x 

Sc  l’on  formera  une  équation  -+-  ab  x — a b d = o de  tous  les  termes  , ou 
a b Ce  trouve  , qui  Ce  réduit  à x—  d=o  ; Sc  pareeque  d divife  le  quo- 
tient a bd  i on  tentera  la  divifion  de  toute  l’équation  par  x — d=ot 
cette  divifion  étant  achevée  fans  aucun  refte  , on  a découvert  une  nouvelle 

racine  de  la  propofée.  . . 

On  continuera  de  la  même  forte  fur  le  nouveau  quotient . & ainfi  de 
fuite  , iufqu’à  ce  qu'on  ait  trouvé  toutes  les  racines  de  l'équation. 

Lorfquc  une  équation  feinte  de  tous  les  termes , où  abd  Ce  trouve, 
ne  réunit  pas , on  en  feint  d’autres  de  tous  les  termes  , où  bed  Ce  trouve} 
de  tous  les  termes  , où  b e fe  trouve  j de  tous  les  termes  , où  d Ce 

tr°i.V  Voici  qui  eft  encore  pour  les  équations  littérales.  Je  divife  l’équation 
propofée  en  deux  fommes  : dans  la  première  je  mets  tous  les  termes  , où  c 
Ce  trouve  , ainfi  l’équation  de  Méthode  i.  n.  i.  étant  propofée  , la  pre- 
mière fomme  eft  — f x’.  H-  aexx  + bexx  -4-  cdxx  — abex  — acdx 
bcdx  *bcd=z  o ; dans  la  fécondé  je  mets  tous  les  autres  termes, 

x4  _ tXi~.bx’—dx'+abxx-*-*dxx-hbdxx  — ab  dx  = o. 

Je  diminue  l’une  & l'autre  par  la  divifion  , s’il  Ce  peut  3 la  première  peut 
toujours  être  divifée  par  la  quantité  commune  à tous  les  termes , comme 
ici  par  r ; la  fécondé  le  peut  ici  être  par  .y.  Et  j’ai  — x>  +axx  + bxx 

+ Jxx ab  x — adx — bdx-4-abd  — 0 .,  & x «xx  bxx 

dxx  ab  x -4-  ad  x ■+■  tdx — a b d = 0.  Je  cherche  le  plus  grand  divi- 
feur  commun  de  ces  deux  quantitez , en  divifant  la  première  par  la  fécon- 
dé • la  divifion  cft  exacte  ôc  le  quotient  — n ainfi  Sect.  1.  Art.  1.  n.  1 _ 

La  fécondé  quantité  cft  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux.  Mais 
pareeque  cette  féconde  quantité  n’eft  pas  une  racine  de  la  propofee , car  elle 
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en  a quatre  , qui  chacune  font  x : je  divifo  la  propofée  par  ce  divifour 
commun  le  quotient  x — c = o de  la  divifion  exacte  eft  une  racine 
vraye  de  la  propofée. 

Le  divifour  commun  x * — *xx  — bxx  — d x x •+■  a bx •+■  ad  x + 
bd  x — abd  — o , contient  les  autres  racines.  Je  le  divifo  encore  en  deux 
fommes  , dan*  la  première  delquelles  je  range  tous  les  termes  qui  ont  b, 

— bxx  ■+■  abx  bd  x — a b d = o ; dans  l’autre  font  les  autres  termes 
x*  — axx-~-dxx-*-adx=zo-,  qui  fo  divifontdéja  l’une  par  b , l’autre 
par  x 5 & elles  font  — xx  -*•  ax  -¥  dx  — a d = o , xx  — a x — dx 
-i-  ad  =o.  La  foconde  divifo  exactement  la  première  : la  focondc  eft 
donc  le  plus  grand  divifour  commun  des  deux  , & par  confoqucnt  de  la 
propofée , que  je  divifo  par  cette  foconde.  Le  quotient  exact  x — b cft 
une  autre  racine  vraye  de  l'équation  propofoe. 

Le  divifour  commun  xx  — ax  — dx  - 1-  a d = o contient  les  deux 
autres  racines.  J’en  fais  aufli  deux  parties  , dont  la  première  eft  compofée 
des  termes , où  a fo  trouve  ; la  foconde  eft  compofée  des  autres  termes, 

— ax  ad  = a , x x — d x = o.  La  divifion  de  la  première  par  * , de 
la  foconde  par  x , laifle  — x -t -d  = o , x — d = o.  La  foconde  divifo 
exactement  la  première , la  foconde  contient  x linéaire  , ainfi  x — d = o 
eft  la  troifiéme  racine  vraye  de  la  propofée. 

Enfin  je  divifo  xx  — ax  — dx  a d = o par  x — d — o s le  quo- 
tient x — a = o eft  la  quatrième  racine  vraye  de  la  propofée. 

— ax 1 

On  aurait  pu  divifor  d’abord  l’équation  propofée  x+  — b x * &c.  en 

— ex*  ' ' 

deux  autres  , dont  la  première  contienne  tous  les  termes  où  eft  ab , la 
foconde  tous  les  autres  j on  aurait  ou  ab  x x — abc  x — a b d x ■+■ 
ab  cd  = o , x 4 — ax'  — b x'  — ex'  — dx'-*-acxx-4-adxx 
-hbcxx-4-bdxx-i-  cdxx  — acdx  — bed  x = o.  Et  divifont  la  pre- 
mière par  ab  , la  foconde  par  x,  il  forait  venu  xx  — ex  — dx  ■+■  cd 

— o , x'  — ax  x — bxx  — c xx  — dxx  ■+■  ac  x ad  x H-  bc  x 

bd  x -H  cd  x — acd  — bcd.  La  foconde  eft  diviféc  exactement  par  la 

première  , qui  fera  le  plus  grand  divifour  des  deux  , &c  un  divifour  de  la 
propofée. 

Mais  comme  ce  commun  di-dfour  n’eft  pas  une  grandeur  linéaire,  elle 
n’eft  pas  une  racine  de  la  propofée  : on  divifora  donc  la  propofée  par  ce 
commun  divifour  ; le  quotient  çxa&  xx  — a x — bx  ■+■  a b ■=  o , con- 
tient deux  racines  de  la  propofée.  On  foparcra  donc  cette  équation  en 
deux  autres  , dont  la  première  ait  les  termes  où  a fo  trouve , & la  foconde 
tous  les  autres , ce  font  — ax  -t-  ab  — o , xx  — b x = o , & divifont 
l’une  par  a , l’autre  par  x , il  vient  — x -t - b = o , x — b = o , par 
laquelle  on  divifo  la  propofée  j & la  divifion  exacte  qui  fe  fait , prouve  que 
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x — b = » eft  une  des  racines  de  la  propoféc  , qui  fera  diminuée  d’un 
degrc  : après  quoi  l’on  cherchera  de  la  meme  façon  les  autres  racines. 


•SECTION'III. 


La  rcduRion  des  Equations  cubiques. 


L’On  a expliqué  Liv.  i . Part,  i . Sect.  i . ce  que  c’cft  que  le  Problème 
plan  , l’olide  , plus  que  folide. 


Article  1. 


ha  reduEîion  des  Equations  cubiques  , lorfque  le  Problème  ejl  plan. 

M.  Descart.es* 

O R quand  pour  trouver  la  conllrudion  de  quelque  Problème, 
on  vient  à une  équation  , en  laquelle  la  quantité  inconnue  a trois 
dimenfions  ; premièrement  fi  les  quantitez  connues  , qui  y font, 
contiennent  quelques  nombres  rompus , il  les  faut  réduire  à d’au- 
tres entiers,  par  la  multiplication  tantôt  expliquée  -,  & s’ils  en  con- 
tiennent de  fourds  , il  faut  aufli  les  réduire  à d’autres  rationaux 
autant  qu’il  fera  polfible  , tant  par  cette  même  multiplication , que 
par  divers  aurres  moyens , qui  font  allez  faciles  à trouver.  Puis 
examinant  par  ordre  toutes  les  quantitez  , qui  peuvent  divifer  fans 
fraction  le  dernier  terme  , il  faut  voir  , fi  quelqu’une  d’elles  jointe 
avec  la  quantité  inconnue  par  le  figne  -h  ou  — , peut  compofer  un 
binôme  , qui  divile  toute  la  fomme  -,  & fi  cela  eft  , le  Problème  clt 
plan , c’eft-à-dire  , il  peut  être  conftruit  avec  la  Réglé  & le  Com- 
pas. Car  ou  bien  la  quantité  connue  de  ce  binôme  eft  la  racine 
cherchée  ; ou  bien  l’équation  étant  divifée  par  lui , le  réduit  à deux 
dimenfions , en  forte  qu’on  en  peut  trouver  après  la  racine  par  ce 
qui  a été  dit  au  premier  Livre. 

Par  exemple  fi  on  a / — 87 4 — 1 14 y y — 6 4=0.  le  der- 
nier terme  , qui  eft  64  peut  être  divifé  fins  ffadion  par  1,1,4, 
8,  16 , j i , £c  64  j c’eft  pourquoi  il  faut  examiner  par  ordre, 
fi  cette  équation  ne  peut  point  être  divilée  par  quelqu’un  des  binô- 
mes 
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mes  yy  — 1 , ou  y y 1 , yy  — a , ou  yy  + a , y y — 4 , 
&c.  Et  on  trouve  quelle  le  peut  être  par  yy  — 1 6 en  cette 
forte. 


Je  commence  par  le  der- 
nier terme  , 8c  divife  — 64 
par  — 1 6 , ce  qui  fait  -+-  4 , 
que  j’écris  dans  le  quotient. 
Puis  je  multiplie  -+-  4 par 


y ‘ — — Z2+yy  — <•*  — • 

—y6  — sy*  — +yy 

/<f 

O — — / 2$yy 

16  16 


H-  y* -H  * = 0 quotient. 


•*-  yy  > ce  qui  fait  -h  \yy  y c’eft  pourquoi  j’écris  —4  yy  dans  la 
fomme  , qu’il  faut  divifer  : car  il  y faut  toujours  écrire  le  figne  -+- 
ou  — tout  au  contraire  à celui  que  produit  la  multiplication.  Et 
joignant  — 1 14 yy  avec  — 4 yy  , j’ai  — 1 18 \yy  , que  je  divife 
derechef  par  — 1 G , 8c  j’ai  -t-  8 yy  , pour  mettre  dans  le  quotient, 
8c  en  le  multipliant  par  yy  , j’ai  — 8j4  , pour  joindre  avec  le  ter- 
me qu’il  faut  divifer , qui  eft  aufTi  — 8 \y*  ; 8c  ces  deux  enfemble 
font  — 1 6y*  y que  je  diviic  par  — 1 6 , ce  qui  fait  -1-  iy * pour  le 
quotient , 8c  — y* , pour  joindre  avec  -+.  1 y* , ce  qui  fait  o , 8c 
montre  que  la  divifion  eft  achevée.  Mais  s’il  étoit  refté  quelque 
quantité  , ou  bien  qu’on  n’eut  pii  divifer  fans  fraction  quelqu’un 
des  termes  precedens , on  eut  par  là  reconnu , quelle  ne  pouvoir 
être  faite. 

AA  A * <1* 

Tout  de  même  fi  on  1 y y*  yy  — a a*  c c — o , le 

ICC  -t-  C*  AAC* 


dernier  terme  Ce  peut  divifer  fins  fraélion  par  a , a a , a a + c c t 
a'  + ac  c y 8c  femblables. 

Mais  il  n’y  en  a que  deux  , qu’on  ait  befoin  de  confiderer , à 
favoir  aa  y ôc  a a + cc  ; car  les  autres  donnant  plus  ou  moins  de 
dimenfions  dans  le  quotient , qu’il  n’y  en  a en  la  quantité  connue 
du  pénultième  terme , empêcherait  que  la  divifion  ne  s’y  pût  faire. 
Et  notez  que  je  ne  compte  ici  les  dimenf  ons  de  y*  que  pour  trois 
à caufe  qu’il  n’y  a point  dj! , ni  d y' , ni  dj  en  toute  la  fomme. 

N n n 


J 
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Or  en  examinant  le  binôme  y y — aa  — cc  — o , on  trouve  que 

la  divifion  fe  peut 
faire  par  lui  en  cet- 
te forte. 

Ce  qui  montre 
que  la  racine  cher- 
chée efl:  aa  + cc.  Et 
la  preuve  en  efk  ailée 
à faire  par  la  multi- 
plication. 

i.  Lorlqu’il  faut  refoudre  un  Problème  dont  l’équation  efl  cubique  , il 
faut  examiner  , fi  le  Problème  efl  plan.  Pour  le  connoîtrc  l’on  ôte  d’abord 
les  fraélions  ôc  les  quantitez  irrationcllcs , s’il  y en  a , par  l’Art.  3.  Scd.  1. 
Part.  z.  Enfuite  l'on  détermine  tous  les  divilèurs,  exacts  du  dernier  terme 
par  l’Art,  z.  Secfc.  1.  Part.  3.  Enfin  par  la  Scd.  1.  Part.  3.  l’on  cherche  fi 
on  découvrira  une  racine  de  cette  équation.  Si  l’on  trouve  une  racine  , le 
problème  efl  plan  , félon  M.  Descartes:  car  ou  cette  racine  trouvée 
yy  — 16  = 0 cft  la  racine  , qui  donne  la  folution  du  Problème  , ou 
elle  ne  l’eft  pas.  Si  elle  l’eft  , l’on  aura  y = rfc  * , qui  fe  peut  détermi- 
ner avec  la  Réglé  Sc  le  Compas.  Si  elle  ne  l’cft  pas  , une  des  deux  racines 
du  quotient  y * -t-  Syy  -1 -4=0  donnera  cette  folution  : or  cette  équa- 
tion étant  quarrcc , on  en  trouvera  les  deux  racines , Liv.  1.  Part.  z.  Art.i. 
1.  3.  par  la  Règle  6c  le  Compas.  Ainfi  quelle  que  foit  cette  racine  , on 
n’aura  bcfôin  que  de  la  Règle  5c  du  Compas  pour  le  conflruire , 6c  le 
Problème  efl  plan. 

z,  L’on  a montré  Liv.  1.  Part.  z.  Art.  1.  n.  1.  que  les  équations  y*' 

-+-  2 a ayy  -+-  a* 

-+-  Syy  -4 - 4 = 0 > y*  — » lont  qtiarrées.  Où  l’on 

— ccyy  aac c 

• 

a remarqué  qu’il  faut , afin  que  le  Problème  foit  plan  , qu’on  puifle  extrai- 
re la  racine  quarrée  non  feulement  de  la  première  équation  , mais  encore 
du  quotient , ou  de  la  féconde  équation , comme  on  le  peut  ici. 

3.  La  première  racine  qu’on  trouve  par  cette  divifion  , peut  être  ou 
n’ètrc  pas  la  racine  cherchée  } de  forte  qu’elle  fera  racine  de  l’équation, 
fans  être  racine  du  Problème.  La  raifon  de  cela  efl , que  comme  on  l’a 


-M4  — a ♦ — ** 

•+-/  y 4 yy  — = 0. 

— Z(t  — **c  + 

, yi  — iaa  — a* 

•+■  cc  — a ac  c — aa — cc 

0 

— a a cc  — aa  — cc 

-H  2 a a a 4 

*4- y 4 yy  = 0.  quotient. 

— cc  a a cc 


Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Liv.  1 II.  465 

dit , Liv.  1 . Part,  i . Sect.  4.  Règle  1 o.  Il  n’y  a jamais  qu’une  racine, 
qui  donne  exactement  la  folution  du  Problème  tel  qu’il  eft  propofé  -,  les 
autres  racines  demandent  le  changement  de  quelques  circonllances.  Or 
comme  c’eft  la  racine  , qui  rcfout  exactement  . le  Problème  , que  l’on  cher- 
che feule  ; il  peut  arriver  que  la  première  divifion  en  donne  une  autre. 

En  voici  un  Exemple  , Fig.  1 1 loient  données  les  cinq  lignes  parai-  Fie. 
lelcs  cntr'clles,  Aa,Bb,Dd,Ee,  Ff  : il  faut  trouver  un  point  k 
entre  les  parallèles  A a,  B b ; duquel  ayant  tiré  les  lignes  k A , k B,  k D, 
kE  , kF  perpendiculaires  fur  les  données  : le  parallclepipede  fous  k B , 
k E , k F l’oit  égal  au  parallelepipede  fous  k A , k D &c  une  donnée 
B F = 4 *• 

On  connoît  la  di  (lance  des  parallèles  données.  Soit  B A — Sa  yBD  =2 
DE  = a , EF  ■==.  2 a , BF=  4a  ; k B , y : donc  k A = B A — Bky 
Sa  — y s kD  = k B -+-  B D , y -+-  7 a ; kE  = k B -+-  BE  , y -+•  6 a ; k F 
=■.  k B -+-  B F , y -+-  4a. 

Par  la  fuppofition  kB  x kE  xkF  = k A X k D X 4a  : y'  -+.  ionyy 
-+■  2 4 a ay  = +a  ay  — 4ayy  12  4*  * i y'  -4-  14  xyy  -+-  20a  a y — 

2 2 4 a1  = 0.  Après  avoir  cherché  les  divifeurs  exacts  de  2 2 4 a*  , on 
trouvera  , que  la  divifion  ne  fe  fait  fins  refte  , que  par  y -h  Sa 
= 0.  C’eft-a-dire  que  y = — Sa  , ou  — y — Sa  cil  une  racine  de  l’é- 
quation , 5 1 n’eft  pas  la  racine  cherchée  du  Problème  j puilque  c’ell  B C 
qui  eft  — y =■  Sa. 

Le  quotient  de  la  divifion  eft  y y ■+■  6 a y — 2 Sa  a = 0 , dont  les  racines 
font  y — — ja  ±Vj7xa  , fie  c’eft  la  feule  racine  y = — ja  -4-  V 37  a a 

— k B qui  refolve  parfaitement  le  Problème.  La  troifiéme  racine  y = 

— ja  — Vs7xay  ou — y = 3a  -4-  V 37  a a donne  le  point  K : caries  — 
y le  prennent  en  allant  d c Bb  vers  Ce. 

Voyez  auflî  Sect.  4.  Art.  i.  §.  1.  Part.  4.  Sect.  4.  Art.  1.  Ex.  1.  ficc. 

4.  Il  refte  à expliquer  la  Méthode , dont  M.  Descartes  le  Ce  rt 


pour  la  divifion.  A repre- 
fente  la  Méthode  ordinai- 
re , B celle  de  M.  De  s- 
cartes  telle  qu’il  l’em- 
ployé ici  , C celle  de  M. 
Descartes  qui auroit 
plus  de  rapport  à l’ordi- 
naire. 


ABC 


‘44  j 

1. 1.  144  J 

1 • 2 9 I ^4. 

12 

12 

12 

2.4 

- 2 

-+-  24 

12 

-h  2 

1.  2 

24 

•4-1.2 

-4-  / 2 

C 

I 2 * 

0 

9 


L’on  veut  divifer  144-  par  12 . Dans  la  Méthode  ordinaire  l’on  ma  le 

N nn  ij 
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divifcur  /a  fous  les  premiers  chifres  du  dividende.  M.  Descartes  le 
met  fous  les  derniers  chifres.  Ce  qui  revient  au  même  , car  de  quel  côté 
que  l’on  commence , le  divifcur  doit  fucccffivement  divifer  tout  le  divi- 
dende. 

Dans  la  Méthode  ordinaire  l’on  demande  combien  de  fois  / premier 
nombre  du  divifcur  eft  dans  la  partie  corrcfpondante  du  dividende. 
M.  Descartes  demande  combien  de  fois  2 dernier  nombre  du  divi- 
feur  eft  dans  la  partie  corrcfpondante  4 du  dividende. 

Dans  la  Méthode  ordinaire  après  avoir  trouvé  que  1 du  divifeur  eft  une 
fois  dans  1 du  dividende  5 l’on  écrit  1 dans  le  quotient , 6c  cet  / , qui 
vaut  ici  une  dizaine  , fe  met  le  premier  dans  le  quotient , en  allant  de  gau- 
che à droite. 

M.  Descartes  après  avoir  connu  que  2 du  divifeur  eft  contenu 
deux  fois  dans  4 du  dividende  ; il  écrit  2 dans  le  quotient , en  allant  de 
droite  à gauche. 

Dans  la  Méthode  ordinaire  on  multiplie  tout  le  divifeur  12  par  le  quo- 
tient / , le  produit  12  s’écrit  fous  14  du  dividende  , lorfquc  ce  produit 
eft  different  du  divilèur  j ici  il  eft  inutile  de  l’écrire  ; on  lôuftrait  le  pro- 
duit t2  du  dividende  14  , il  refte  2 , que  bon  écrit.  M.Descartes 
multiplie  le  divifeur  12  par  fon  quotient  a,  le  produit  eft  24  , il  écrit  a 
fous  le  dividende  dans  le  rang  des  dizaines  5 il  n’écrit,  pas  4 fécond  nom- 
bre du  produit  24  , pareeque  le  dernier  nombre  du  produit  doit  toujours 
être  exactement  égal  au  dernier  nombre  de  fbn  dividende  : autrement  la 
divifion  ne  fe  feroit  pas  jufte. 

M.  Descartes  veut  qu’on  écrive  le  ligne  contraire  — , qu’on 
ajoute  le  produit  — a au  nombre  corrcfpondant  -+-  4 du  dividende.  La 
fomme  eft  -h  a qu’on  écrit  fous  — 2.  il  fcmble  que  cela  n’eft  fait , que 
pour  s’écarter  davantage  de  la  maniéré  ordinaire  : car  fi  vous  multipliez 
le  divifeur  12  par  le  quotient  a , que  vous  écriviez  le  produit  24  avec 
fon  ligne  , & que  vous  le  fouftraiyez  de  44  , il  reftera  également  2 eu 
20.  t,n  effet  c’cft  la  même  chofe  , de  mettre  le  figne  que  donne  la  multi- 
plication du  divifcur  par  le  quotient  & de  fouftraire  , ou  de  mettre  un 
ligne  contraire  &.  d’ajouter. 

Dans  la  Méthode  ordinaire  j’écris  4 du  dividende  , qui  n’a  pas  encore- 
été  divifé  à côté  du  refte  a , St  le  dividende  total  de  la  fécondé  operation* 
eft  24.  J'applique  lé  divifeur  12  , comme  on  voit  en  A , je  demande  1 
dans  a combien  de  fois  ; c’eft  a que  j’écris  à la  fécondé  place  du  quo- 
tient , en  allant  de  gauche  à droite  > je  multiplie  le  divifeur  12  par  ce  a 
du  quotient , j’écris  le  produit  a 4 , que  je  fouftrais  du  dividende  24  , & il 
ne  refte  rien. 

Dans  C je  defeends  1 du  dividende  devant  1 qui  refte  , & j’applique 
mon  divifcur  1 i j je  demande  1 dans  1 combien  de  fois  > c’cft  1 que  je 
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mets  au  quotient  à la  place  des  dixaines  5 je  multiplie  le  divifeur  r 1 par  le 
nouveau  quotient  i , le  produit  i 2 s’écrit  avec  le  figne  qui  lui  con* 
vient , on  le  fouflrait  du  dividende , & il  ne  relie  rien.  Mais  en  B 
M.  De  s car  t es  met  / du  dividende  devant  2 qui  refloit  , ce  qui 
fait  +ii,  que  j’ai  écrit  fous  le  refie  2 j il  applique  le  divifeur  1 2 , &z 
demande  2 du  divifeur  combien  de  fois  dans  2 du  dividende  c’efl  z 
qu’il  écrit  devant  le  2 du  quotient  ; il  multiplie  r du  divifcur  par  / du 
quotient , le  produit  •+-  1 Ce  met  avec  un  figne  contraire  fous  1 du  divi- 
dende , & c’efl  — 1 , qu’il  ajoute  à + / du  dividende  , & il  ne  reflo 
rien.  Il  ne  paraît  pas  ici , non  plus  que  dans  la  première  operation  que 
M.  Defcartes  multiplie  le  fécond  nombre  2 du  divifeur  par  le  quotient  2 y 
mais  il  fait  certainement  cette  operation  , & il  n’écrit  pas  le  produit , par- 
cequ’il  doit  toujours  être  égal  au  dividende  correfpondant  ; autrement  la' 
divifion  cxadtc  par  ce  divifeur  ferait  impoffible. 

Comparons  à prefent  l’Exemple  de  M.  De  sc  ar  tes  qui  efl  en  D , 
avec  ce  meme  Exemple  en  E , ou  l’on  approche  plus  de  la  Méthode 
ordinaire. 

D.  E. 


y — Sf'—i24jy — 64  | y*-‘rSyy-\-4. 
yy—rü 

— til 

— $y* — 1 2 Syy 
yy—16 

- O4 

y*  — t6y+ 
yy—l6- 


y — $y*'—i24yy — «4  | y'+Syj-*-* 

yy — / 6 
-t~  4mvy — 64 
— Sy 4 — 1 2$yy 

jy  — 16 

•+-Sy*  — r 2 gy  y 

yy—itf 
y*' — t6y 


En  D M.  Defcartes  demande  combien  de  fois  16  dans  64  5 c’efl  4 , 
qui  fê  met  avec  -+-  dans  la  derniere  place  du  quotient.  Cela  fê  fait 
auffi  en  E. 

En  D l’on  n’écrit  pas  lé  produit  64  du  quotient  4 par  le  divifeur  r6 , , 

pareeque  ce  produit  doit  exactement  être  — 64,  qui  s’il  étoit  écrit  avec 
un  figne  contraire  j & enfuite  ajouté  au  dividende  — 64  , il  ne  réitérait 
rien.  En  E l’on  pourrait  de  meme  ne  pas  écrire  le  produit  — 64  , parce- 
qu’étant  fouflrait  du  dividende  — 64  . il  ne  refie  rien. 

En  D l'on  multiplie  ■+■  y y du  divifeur  par  h-  4 du  quotient,  le  pro- 
duit 4yy  s’écrit  avec  un  figne  contraire  , & c’efl  — 4yy  , qui  étant 
ajouté  à — t 24yy  du  .dividende  fait  la  fomme  de  — 1 2 by  que  l’on  écrit.. 

En  E le  produit  -+-  4yy  s’écrit  avec  fon  figne  , on  le  fouflrait  de  — 12.4  y yy 
du  dividende,  le  relie  efl — t*Syj*-  Nnn.  iip 
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On  defcend  — S y*  du  dividende,  Se  on  le  place  devant  — I2bh 
on  applique  le  divifeur  y y — i<f  -,  Se  — 16  divilànt — J 2 Syy  donne 
^ -Syy  pour  le  quotient , où  on  l’écrit  avant  -t-  4.  En  D l’on  n’écrit  pas  le 
produit  f 2 Syy  du  quotient  ■+■  Syy  par  le  divifeur — if , pour  la  raifon, 
qu’on  a déjà  apportée.  Mais  on  multiplie  le  divifeur  -4-  y y par  le  quotient 
-t-  Syy  , le  produit  s'écrit  avec  un  ligne  contraire , & c’elt  — Sy* , que  l’on 
ajoute  à — Sy*  du  dividende  , la  lbmrnc  cft  — / 6 y*  que  l’on  écrit.  En 
E le  produit  total  -4-  Sy*  — izSyy  s'écrit  avec  fon  ligne  , on  Elit  la  lbuf- 
traclion  , le  relie  — > 6 y*  s’écrit. 

On  defcend  y*  vis  à-vis  de  — 1 6 y* , la  divifion  de  — i6y*  par  — 1 6 
donne  pour  le  premier  terme  du  quotient  -4-  y*.  En  D l’on  n'écrit  pas  le 
produit  de  — 16  par  -4-  y*  j mais  le  produit  -4-  y‘  du  divifeur  y y par  le 
quotient  y*  s’écrit  avec  un  ligne  contraire  , Se  c’cft  — y6 , que  l’on  ajoute 
à -4 -y*  du  dividende  , il  relie  o.  En  E , l’on  écrit  avec  Ion  ligne  le  pro- 
duit -4-  y — / 6 y*  j qui  étant  foullrait  du  dividende  -4 -y*  — i6y*  le 
relie  elt  o. 

Le  divifeur  y y — 16  — o e(l  donc  une  racine  de  l’équation  y*  — 
gy*  — 12  4 y y — 64  = 0 , Se  cette  racine  eft  y y = ri  , qui  contient 
deux  valeurs  y 4.  Les  autres  racines  de  l’équation  font  contenues 
dans  le  quotient  y*  -t-  Syy-*-  4 = 0 , Se  font  yy  = — 4±  Vn  toutes 
deux  faufles , &e  fe  reduilènt  la  première  à y = ±V  — 4 -4-  VTï  , la 
féconde  à y=±V—4  — V 12  toutes  quatre  imaginaires.  Ainfi  l’on  voit 
que  l'équation  propoféc  , parccquc  fa  haute  puillànce  y * à fix  dimcnlions, 
contient  lix  racines  ou  fix  valeurs  de  y. 

Faifons  encore  la  divifion  du  fécond  Exemple  de  M.  Defeartcs.  Pour 
plus  grande  facilité  j’écris  / fur  les  quantitez  du  dividende  qui  fervent 
à la  première  operation  , 2 fur  celles  qui  fervent  à la  fécondé,  Sec.  je  fais 
le  même  fur  les  differentes  quantitez  des  relies.  J’écris  encore  1 fur  la 
partie  du  dividende  qui  vient  de  la  première  operation  , 2 fur  celle  qui 
vient  de  la  feconde  , Sec. 


y.  3.  4 • t-  2' 

y' 5 -4-  aty*  — 2ccy*  — **yy  •+■  C*yy — a4  — 2 n*cc  — aac*  ==  0. 
-+-  y y — * — c c 

— a*yy  -t-  -4-  a*  cc 


i . relie 


2 . 

2. 

2 **  y y 

0 — a'cc 

A AC  * 

-+■  y y 

— a a 

C C 

■ — a*  ccyy 

A*  cc 

-4-  a AC* 

0 

9 

Digitized  by  Google 


de  M.  Descartes.  Uv.  111 


463 


3»  3*  3 • 

*+-  — 2a*yy  — aa  ce  y y i,  relie. 

ry  — aa  — ce 

— 2 a*  y*  •+•  2 a*yy  -y- 2 aaccyy 

/•  4 • 

— a a y*  fi  y- aaccyy  y.  re/te. 

4. 

— 2 CCy*  -4-  C*  yy 

■+■,  J y — a/T  — ce 

-4-  ce  y* — a a ccyy  — c*yy 


Sf  s.  s. 

■+■  / — **}*  —ccy*  fi  0 4,  relie. 

yy — aa  — ce 

— y6  -h  a a y * -\-ccy  * 

00  0 

S • 4 • J-  2.  1. 

Quotient  y*  — ccyy  -h  2aayy  -4-  aacc  ■+ -a*. 

Pour  la  première  Operation  j’applique  le  divilêur  y y — a a — ce  fous 

— a+yy  — a*  — 2a*cc\  8c  — aa  divifant  — a6  , le  quotient  ell  -+-  a*. 

Le  produit  du  quotient  par  le  divilêur  c (l  -ha*  yy  — a 6 a*  ce,  que 

j’écris  avec  des  lignes  contraires  , Se  c’eft  — a*  y y y- a*  y- a-.ee  , qui  étant 

ajouté  au  dividende  corrclpondant  , la  fomme  ell  — -**yy  a*cc , 

que  j’écris  comme  premier  relie. 

Pour  la  féconde  Operation  je  delcends — aac*  du  dividende  , j’appli- 
que le  divifeur  , & — a a divifant  — a*  ce  donne  -y-  aacc  pour  le  quo- 
tient. Le  produit  de  ce  quotient  par  le  divifeur  ell  -t-  aaccyy  — au  c 

— a a c ♦ , qui  étant  écrit  avec  des  lignes  contraires , Sc  ajouté  au  dividende 

— a*ce  — aac*  , la  fomme  cil — aaccyy  lêcond  relie. 

Pour  la  troiliéme  Operation  je  delcends  ■+■  a a y*  du  dividende , 2a*yy 

du  premier  relie.  J'applique  le  divilêur,  & — aa  divifant  — 2 a' yy 
donne  pour  quotient  -1-  1 a a y y.  Le  produit  de  ce  quotient  par  Je  divilêur 
ell  -4-  1 a a y*  — 1 a*  y y — zaaccyy  , qui  étant  écrit  avec  des  lignes  con- 
traires , &c  ajouté  au  dividende  -t - a ay*  — 1 a*yy  -y-  1 aaccyy  ,1a  lomme 
ell — aay*  -4 -aaccyy  que  j’écris  comme  troifiéme  relie. 

Pour  la  quatrième  Operation  à aac  c y y du  troifiéme  rcltc  je  joins 

— 1 ccy*  U c * yy  du  premier  dividende.  J’applique  le  divifeur  , Sc  — a a 
divilânt  -y-  aaccyy  donne  pour  quotient  — teyj*  Le  produit  de  ce  quo- 
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tient  par  le  divifeur  ell  — ccy4  y-  aaccyy  y t-  c4yy , que  j’écris  après  en 
avoir  change  les  lignes  , c’eft  -+-  es  y*  — nnccyy  — c*y  y ■>  que  j’ajoute 
à Ion  dividende  , la  lomme  ell  — ccy4  quatrième  relie. 

Pour  la  cinquième  Operation  à ce  relie  — ccy4'  l’enjoint  y * du  pre- 
mier dividende  & — aay*  du  troifiéme  relie.  On  applique  le  divileur, 
6c  — an  divilànt  — aay 4 donne  -+-  y4  pour  quotient.  Le  produit  de  ce 
quotient  par  le  divileur  produit  -y-  y 6 — an  y*  — ccy4 , on  l’écrit  après 
avoir  changé  les  lignes  , on  l’ajoute  à Içn  dividende , la  lomme  ell  o . Et 
la  divilion  cil  jullc. 

Le  divileur  y y • — a a — cc  ■=.  o ell  donc  une  racine  de  la  propolee, 
ou  y y = nay-  c c , qui  a deux  valeurs  y = ±.  V * a,  -y- cc,  Les  autres 
racines  font  contenues  dans  le  quotient  y 4 — ccy  y y-  2 a ay  y y-  an  ce 
y-  a4  = 0 , ou  7 4 — ce  y y -y-  2 an  y y -+-  44  = — n a c c : ajoutez  de 
chaque  côté  ^ f4  — an  cc  , vous  ferez  y 4 — ccy  y y-  2 a nyy  y-  A r 4 — 
aacc  y-  a4  ■=.  ±c4  — 2nncc  , dont  les  racines  font  y y = \c  c — an 

rfcV'ie4  — zna  cc  , qui  le  reduilent  à jp  = ±;  y'irc  — an  ± V\c  c 

— 1 a a c c. 

Ainli  l’équation  propolee  , qui  a y*  pour  haute  puiiTance  contient  (ix 
racines. 

Dans  toutes  les  racines  de  ces  deux  Exemples  , l’on  n’a  que  des  extrac- 
tions de  racines  quarrées  à faire  j ces  extradions  ne  demandent  que  la 
Réglé  6c  le  Compas , comme  on  l’a  enlcigné  , Liv.  1.  Part.  1.  Ainli  les 
Problèmes  feront  plans. 

j.  La  preuve  que  M.  Defcartes  donne  de  là  divifion  eft  la  ranltiplica- 
tion  , ce  qui  conviait  à toutes  fortes  de  Méthodes  : en  effet , fi  l’on  multi- 
plie le  divileur  par  le  quotient  , le  produit  doit  être  le  dividende  même, 
lorfque  la  divilion  a été  bien  faite.  Au  relie  je  n’ai  vû  perfonne  , qui  ait 
fuivi  cette  Méthode  de  M.  Delcartcs. 

6.  Il  ne  faut  pas  omettre  la  remarque  de  M.  Delcartes  touchant  le  choix 
des  divilcurs.  Il  dit  que  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  l'équation 
littérale  , dont  nous  venons  de  parler , il  ne  faut  choilir  que  an  6c  an  ■+•  cc, 
& qu'il  fuffit  de  tenter  la  divilion  avec  ces  deux  là  ; parccque  les  autres 
donnent  plus  ou  moins  de  dimenlions  dans  le  quotient , qu’il  n’y  en  a dans 
la  quantité  connue  du  pénultième  terme , empêcheroient  que  la  divilion 
ne  s’y  pût  faire.  Il  cil  vrai , que  an  y- cc  divilànt  le  dernier  terme  — a * 

— 1 a 4 c c — aac4  donne  au  quotient  a4  égala  la  quantité  connue  du 
pénultième  terme  — n4 77,8c  que  fi  l’on  diviloit  par  n , le  quotient  lèroit  a' 

fjlus  grand  que  la  quantité  connue  a 4 , du  pénultième  terme  j 6c  que  fi 
’ondivifoit  n ' y-  acc , le  quotient  n'  feroit  plus  petit  que  cette  même 
quantité. 

Cette  remarque  n’cft  pourtant  pas  univcrlclle  : car  dans  l'équation  *4-f- 

4X1 
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■+■  xxxx 

«X*  — *'  X — X*  =.  0.  Si  l’on  a x — xx'=  o , ou  * -t-  * „ 

— **xx 

— o pour  divifeur  8c  qu’on  applique  ± xx  fous  — <**  , le  quotient  fera 
x 4 moindre  que  la  quantité  connue  du  pénultième  terme  — x'  x , 8c 
cependant  la  divifion  fo  fera  jufte  , puifque  les  racines  de  l’équation  font 
x — Ax=e,x-*-xx=o,  x — o , x ~a 

V ±X  X = 0. 

Il  en  ferait  de  même  fi  l’on  difoit  dans  la  Méthode  ordinaire  , que  tout 
divifeur  du  dernier  terme , qui  a plus  ou  moins  de  dimenfions  que  la  quan- 
tité connue  du  focond  terme  , ne  doit  pas  être  pris  3 puifqu’ici  x » qui  divi- 
fc  exactement  la  propofée  , a plus  de  dimenfions  , que  la  quantité  connue 
du  fécond  terme  x x'. 

Article  II. 

La  rcduiïion  des  Equations  cubiques  , lorfque  le  Problème  efi  folide. 

M.  Descartes. 

M Ais  lorfqu’on  ne  trouve  aucun  binôme  , qui  puifïè  ainfi  divi/êr 
toute  la  fomme  de  1 équation  propofée  , il  elt  certain  , que  le  Pro- 
blème , qui  en  dépend  , eft  folide.  Et  ce  n’eft  pas  une  moindre 
faute  après  cela  , de  tâcher  à le  conftruire,  fans  y employer  que  des 
cercles  8c  des  lignes  droites  3 que  ce  feroit  d'employer  des  Serions 
coniques  à conftruire  ceux  > aufquels  on  n'a  befoin  que  de  cercles. 
Car  enfin  tout  ce  qui  témoigne  quelque  ignorance , s’appelle 
faute. 

Lorfqu’unc  équation  cubique  ne  peut  pas  être  divifée  par  un  binôme, 
•elle  ne  peut  pas  être  abaiflee  à une  équation  du  focond  degré.  Lorfqu’une 
équation  n’eu  pas  du  focond  degré  , ou  de  celles  qu’on  peut  regarder  com- 
me du  focond  degré  , je  ne  puis  pas  extraire  une  racine  quarrée.  Et  com- 
me c’eft  pour  une  telle  racine  , qu’on  employé  la  Règle  8c  le  Compas  , je 
ne  m’en  puis  plus  forvir  pour  la  refolution  de  mon  Problème  , qui  deflors 
n’eft  pas  un  Problème  plan. 

Mais  comme  une  équation  cubique  ne  demande  au  plus  que  l'extraction 
d’une  racine  cubique  , 8c  que  les  Sections  coniques  donnent  cette  extrac- 
tion 5 le  Problème  fera  folide  , puifqu’un  Problème  folide  eft  celui  pour 
la  conftrudion  duquel  il  ne  faut  au  plus  que  des  Sections  coniques.  L’on 
verra  Part.  4.  Sect.  1.  Art.  1 1.  comment  on  extrait  la  racine  cubique  par 
le  moyen  des  Sections  coniques. 
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On  a parlé  Part.  i.  Sect.  i.  des  lignes  , dont  il  faut  fe  fervir  pour  la 
conftrucUon  d’un  Problème.  u 


SECTION  IV. 

Article  I. 

Im  réduction  des  Equations  de  quatre  dimenfions  , lorfque  le  Problème  ef 
plan  : quels  font  ceux  , qni  font  folides. 

M.  Descartes. 

QUc  fi  on  a une  équation  dont  la  quantité  inconnue  ait  qua- 
tre dimenfions , il  faut  en  même  façon  , après  en  avoir  ôté 
les  nombres  fours  , & rompus , s’il  y en  a , voir  fi  on  pourra  trou- 
ver quelque  binôme  , qui  divife  toute  la  fomme , en  le  compofant 
de  l’une  des  quantitez  > qui  divifent  fans  fraction  le  dernier  terme. 
Et  fi  on  en  trouve  un  , ou  bien  la  quantité  connue  de  ce  binôme 
eft  la  racine  cherchée  ; ou  du  moins  après  cette  divifion , il  ne  refte 
en  l'équation , que  trois  dimenfions , enluitc  dequoi  il  faut  dere- 
chef l’examiner  en  la  même  forte. 

Mais  lorfqu’il  ne  fe  trouve  point  de  tel  binôme , il  faut  en  aug- 
mentant ou  diminuant  la  valeur  de  la  racine , ôter  le  lecond  terme 
de  la  fomme  , en  la  façon  tantôt  expliquée.  * Et  après  la  réduire 
y à une  autre , qui  ne  contienne  que  trois  dimenfions.  Ce  qui  fe  fait 
en  cette  forte.  Au  lieu  de  x*.  * pxx.  qx.  r.  — o , il  faut  écrire 

■+•  PP 

-*-y.  i py*  yy  — qq  = o.  Et  pour  les  lignes  -+-  ou — que 

j’ai  omis,  s’il  y a eu  ■+■  p en  la  precedente  équation , il  faut  mettre 
en  celle-ci  ■+■  ip  -,  ou  s’il  y a eu  — p , il  faut  mettre  — zp  -,  &c  au 
contraire  s’il  y a eu  -t-  r , il  faut  mettre  — 4 r ; ou  s’il  y a eu  — * r, 
il  faut  mettre  -t-  4 r s & foit  qu’il  y ait  eu  + q , ou  — q , il  faut 
toujours  mettre  — qq  , &-+-/’/>.  Au  moins  fi  on  fuppofe  que  a4, 
& j y*  font  marquez  du  figne  -+-  7 car  ce  feroit  tout  le  contraire  , fi 
on  y fuppofoit  le  figne  — 
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i.  L’équation  x*.  * pxx-  qx.  r.  — o.  reprclcnte  toute  équation  de 
quatre  dimenlions , qui  n’a  ni  incommenlù  râbles  , ni  fractions  ; dont  le 
premier  terme  n’eft  multiplié  que  par  l’unité  , le  (écond  eft  évanoiü  , p 
reprdente  les  quantitez  connues  , qui  multiplient  xx  au  troifiéme  terme, 
q celles  qui  multiplient  .v  au  quatrième  terme , r celles  qui  compolènt  le 
dernier  terme.  Les  lignes  h-  fie  — ont  été  omis  , pareequ’ils  peuvent  être 
indifféremment  partout , excepté  devant  .v*,  où  l’on  fuppolc  -h. 

i.  Regardons  l’équation  x*  *.  pxx.qx.  r=o.  Comme  produite  par 
deux  autres  du  lècond  degré  xx-hyx'-h  z=o,xx  — j/x-hv=  o.  On  met 
-hyx  dans  l’une,  — yx  dans  l’autre,  afin  que  le  fécond  terme  fôit  nul  dans  le 
produit  de  ces  deux  équations  , les  lignes  qui  font  devant  z &c  v peuvent 

-+•  z,  xx 


être  tels  que  l’on  voudra.  Ce  produit  eft  x<  * — yy  x x — y z x 

' -4-  1>  XX  -J-  VJX 

o.  que  l’on  fuppole  égal  à la  propolec  , de  lôrte  que  chaque 
terme  de  l’une  loit  égal  à chaque  terme  de  l’autre , fie  que  l’on  puillè  com- 
parer fie  égaler  chaque  terme  de  l’une  à chaque  terme  de  l’autre. 

3.  Que  la  propofée  loit  **  * -4-  pxx  — q x-+-r  =.  0.  Comparons  les 
troiliémes  termes , il  viendra  z = p -+-  y y — v. 

Les  quatrièmes , il  viendra  v = + * j fie  pour  * fubftituant  là 

valeur  déjà  trouvée  , v = =^y  +■  ip  - f-  f yy.  Et  mettant  cette  valeur  de 
v dans  zz=p  -4- y y — v , l’on  fait  z = 7 p ■+■  \yy  A. 

Les  cinquièmes  termes  -+■  v z — r.  Pour  v fie  * fubftituons  leur 
valeur  , ce  fera  | pp  rp  J y i;  4 — ih~  r- 


+PPjy 

Multiplions  tout  par  4y y , le  produit  eft  y 6 -+-  ipy  ■*  — qq  — oy 

qui  eft  la  transformée.  — 4ryy 

On  voit  qu’il  y a dans  la  propoféc  -+-  pxx , fie  dans  la  transformée 
-4-  2 p y * \ qu’il  y a -h  r dans  la  propofée  , Se  — 4-ryy  dans  la  transfor- 
mée } qu’il  y a — qx  dans  la  propofée  , fie  -+•  ppyy  — qq  dans  la 
transformée. 

4.  Que  la  propofée  loit  *♦*  — pxx  -*-q x — r — 0 . 

La  comparailon  des  troiliémes  termes  donne  z=.  — p -+-y y v. 

Des  quatrièmes  , v = ^ -4-  z Se  pour  z mettant  là  valeur  , il  vient 
v = -§ÿ  — 7 p -h  7 y y ; fie  mettant  cette  valeur  de  v dans  z — — p .+-  y y 
— v , l’on  fait  * = r-  jp  -+•  ~y  y — îy- 

Des  cinquièmes  termes , -f-  — r.  Pour  r fies  fubftituons  leur 

valeur  j c’cft  \pp  — 7 pyy  -4-  ~y^  — ^-y  = — r.  Multiplions  tout  par 

■+-  ppyy 

4y y » le  produit  eft  y 4 — spy*  — qq  = 0 , qui  eft  la 

-+-  *ryy 

rçduite.  Oo  0 ij 
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On  voit  qu’il  y a — pxx  dans  la  propofée  , Sc  — 2py*  dans  la  rédui- 
te j qu’il  y a — r dans  la  propofée,  & -t-  4 l'y  y dans  la  reduite  > qu’il  y ' ,i 

a -b  qx  dans  la  propofée,  & ■+■  pp  y y — qq  dans  la  reduite. 

j.  Soit  la  propolee  x+*  — pxx — q x -+-  r = o.  La  transformée 
-H  ppyy 

fera  yi  — 2py“  — qq  ■=.  o.. 

— *ryy 

On  voit  qu’il  y a — pxx  dans  la  propofée  , Si  — * p y*  dans  la  trans- 
formée , qu’il  y a 4-  r dans  la  propofce  , & — 4 ry  y dans  la  transfor- 
mée i qu’il  y a qx  dans  la  propolee  , & 4-  ppyy  — qq  dans  la 

transformée. 

6.  Quels  que  loient  les  lignes  de  la  propofée  x*  * pxx  . qx.  r = os 

pourveu  que  l’on  ait  4-  x 4 , & que  la  transformée  ait  aufli  -y-  y 4 j on 
trouvera , ainfi  que  M.  Descartes  l'allure  , que  s'il  y a -4 - p dans  la 
propofée , il  faudra  mettre  4-  2 p dans  la  transformée  ; s’il  y a — p dans  la 
propofée  , il  faut  mettre  — 2p  dans  la  transformée  j s’il  y a 4-  r dans  la 
propofée  , il  faut  mettre  — 4 r dans  la  transformée  ; s’il  y a — r dans  la 
propofce  , il  faut  mettre  -t - 4r  dans  la  transformée  j & que  toujours  il 
faut  mettre qq-t-pp  dans  la  transformée. 

Mais  lï  l’on  luppofe  — x 4 , il  efk  certain  que  l’équation  qui  étoit  x * * 

pxx-+-  q x r = 0 fe  changera  en  — x ♦ * 4-  />  x x — qx  r = 0 ,&c 

que  la  transformée  de  la  première  aura  tous  les  lignes  changez. 

7.  J’ai  dit  n.  i.  que  l’on  pouvoit  mettre  indifféremment  4-  ou  — ~ . 

ou v dans  les  équations  du  lecond  degré  * x 4 - y. x — z.  — o > x x 

yx v — 0.  En  cflét  fuppolons  les  telles , qu’on  vient  de  les  écrire, 

— &xx  4 -yzx 

leur  produit  cft  x4  * — y y*x  — vyx  4-  vz  — o.  Prenons  à prefent 
v x x 

l’équation  de  n.  3.  x*  * -b  p X x — q x + r =z  0.  La  transformée  fera 
la  même  que  n.  3. 

M.  D e s c A. r te  s.. 

Par  Exemple  fi  on  a^4-  -v4*  — 4XX — 8*-+-  35  = ° » 
faut  écrire  en  fon  lieu  y — 8j  + 1 2,4.77  — 64  = o.  Car  la 

quantité  que  j’ai  nommée  p étant — 4,  il  faut  mettre — 8 7 4 
pour  ipy* , & celle  que  j’ai  nommée  r étant  3 j , il  faut  mettre 

4-  1 C yy  •+■  PP 

— 140  7 c’cft-à-dire — 11477;  au  lieu  de  y y àC, 

— 4 r. 

enfin  q étant  8 , il  faut  mettre  — 6 4 pour  — qq. 

Tout  de  même  au  lieu  de  *♦  * — wxx— 20  x — * = * , il  faut: 
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écrire  -t -y*  — 34y*  -+■  jnjj  — *«°  — 0.  Car  34  eftdouble  de  1 7 , 
& 3 1 3 en  eft  le  quarré  joint  au  quadruple  de  63&  400  eft  lequarré 
de  io. 

-+-j**a* — h-tV*4 

Tout  de  même  aufli  au  lieu  de  ~4  * z = » 


■ et 


— acc  — 3-aacc 


* n 


il  faut  écrire  J*  y 4 IJ  — *a*cc — 0.  Car^  eft  7** — ee\ 

2CC  -i-  c*  **f4 

&/>/>cft  i<*4  — *** e + f 4>  & *r  eft  — $**-*-■ **cc , & enfin  — ?? 

eft  — 2 a*  C C ' 4 4. 

8.  La  transformée  de  x 4 * — 4 x x — Sx-*-  3 S = 0 ■ , ou  de  x 4 * — 

■+ppyy  - 

pxx — qx r ■=■  o eh  y* — 2pj*  — qq=oiouy  — * y* 

— *ryy 

— 224  y y — 64—0. 

La  transformée  de  x4  * — 17  xx  — 20X  — 6 = 0 , ou  de  x4  * — 

-+-  pp  y y 

pxx  — qx  — r=ioehy*—2py*  — qq  = o , ou  y — 

4r y y 

34y*-Jr  3i3yy—  4»o  =zo. 

-+-  i an  z Z- — *‘z  H-  tj  ^ 

Dans  l’équation  a4  — 0 , il  faut  fuppofer 

— cczz  — accz — ±aacc 

cc  > l**  -,  donc  nxcc'y  * c c'y  } 6c  le  dernier  terme 

_i_  a** — ±aacc  eft  négatif  = — r , & r = \aa,cc  — \ ^ r = 

J+!  — -1/»4.  Déplus  fi  cc  > , donc  cc  > fa* , 8c  le  (ècond 

terme  -+•  — cc  eft  négatif  = — p , &cp  = cc  — {**.  L’équation 

propofée eft  donc  a4*  — pz-z  —qz  — r = 0,  dont  la  transformée 

+ PPJJ  „ , +«*y*  — *+yy 

y ‘ — 5^74  — qqzzz  0 , c’eft-a-dire  y 

•+-  4f  y y — -+-  e4^- 

^ * 

— 2H*CC=  e.  Car  + p p -t-  4r  = ^«4  — * acc  -t-  r4  -+-  xacc—  \ 

— a ac* 

— — <<+(*,. 

M.  Des  carte  s. 

Après  que  1 équation  eft  ainfi  réduite  à trois  dimenfions , il 

faut  chercher  la  valeur  de  y y par  la  Méthode  déjà  expliquée  -r  **'$*&'» 

O o o iij. 
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ôc  fi  elle  ne  peut  être  trouvée  , on  n’a  point  befoin  de  paflér  outre, 
car  il  fuit  de  là  infailliblement  que  le  Problème  cil  lolide.  Mais  fi 
on  la  trouve  , on  peut  diviler  par  fon  moyen  la  precedente  équa- 
tion en  deux  autres , en  chacune  delquelles  la  quantité  inconnue 
'.n’aura  que  deux  dimenfions , & dont  les  racines  feront  les  mêmes 
que  les  Tiennes.  A lavoir  au  lieu  de  a-4  *.  p xx.  q x.  r.  = o , il  faut 
écrire  ces  deux  autres  +xx — yx  -*-\yy.  7/?.  ^=0  , & at.v-+- 
y x .+.  7 y y . t A ~ — o.  Et  pour  les  lignes  -+-  8c  — que  j’ai  omis, 
s’il  y a -+-  p en  l’équation  precedente , il  faut  mettre  .+-  rp  en  cha- 
cune de  celles-ci , 8t  — î p s’il  y a en  l’autre  — p.  Mais  il  faut 
mettre  -4-  ^ en  celle  où  il  y a — y x -,  & — ^ en  celle  où  il  y a 
+ yx  , lorlqu’ilya  -+-  q en  la  première.  Et  au  contraire  s’il  y a 
— q y il  faut  mettre  ^ en  celle  où  il  y a — yx  ; 8c  -h  A en  celle 
où  il  y a -1-  yx.  Enfuite  dequoi  il  eft  aifé  de  connoître  toutes  les 
racines  de  l'équation  propofée  , & par  confcquent  de  conftruire  le 
Problème  ; dont  elle  contient  la  lolution  , lans  y employer  que  des 
cercles  , & des  lignes  droites. 

« ).  Nous  avons  dit  n.  1.  que  l'équation  du  quatrième  degré  x*  * 
-4-  z,  x x 

— Jzx  - , , 

—yyxx  -m»s  = 0 , qui  eft  le  produit  des  deux  équations  du 

-4-  V y X 

-4-  V X X 

, fécond  degré  x .v  -4- yx  -+-  zz=  0 , xx  — yx  -4-  v = 0 , étoit  tellement 
égale  à la  propolcc  .v4*.  px  x.  qx.r  =.  0 , que  l’on  pouvoir  les  égaler 
terme  à terme  , de  la  manière  qu’on  L’a  fait , n.  3.4.  j.  Dans  la  transfor- 
■4-ppyy 

mée  y*.  2 py 4 — qq,  qui  en  rcfultc  , la  valeur  de  y eft  la  même 

• *ryy 

z x x 

— yzx 

,que  dans  x*  * — y y xw  -+-  v z — 0 , Sc  la  même  par  conléqucnt 

• — vyx 

-4-  vxx 

que  dans  les  équations  xx-4-yx-4-z=o,xx  — y x-i-  v =.  0.  C’cft 
pourquoi  fi  je  puis  connoître  la  valeur  de  y dans  la  transformée  , j’aurai  les 
valeurs  de  v Sc  de  z , qui  ne  contiennent  n.  3.  4.  y.  d'autre  inconnue  que 
y j 5c  dès  que  j’aurai  fubftitué  ces  valeurs  de  z 5c  de  v dans  x x -4- y x -4- 
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* — o , xx  — yx  + vz=  0,  Ces  équations  n’auront  plus  d'inconnue 
que  x j Se  parccqu’clles  font  du  fécond  degré , l’on  découvrira  la  valeur  de 
-v  avec  la  Réglé  &.  le  Compas  Liv.  i.  Part.  2.  & le  Problème  cft  plan. 

1 o.  De  la  M.  Des  cartes  conclud  , que  fi  je  ne  puis  pas  trouver  la 

-+-  ppyy 

valeur  de  y dans  la  transformée  y\  2 py*  — ‘11  — 0 par  la  Me- 

. 4-  ryy 

thqde  de  Scct.  3.  Je  Problème  eft  folide.  Et  alors  on  revient  à l’équation 
propofée  x4  *.  pxx.  q x.  r = 0 , que  l'on  conftruit , comme  on  l’cnfèi- 
gnera.  Part.  4.  Sc<ft.  1.  Art.  1. 

1 1.  Mais  fi  la  transformée  fait  connoîtrc  l’inconnuë  y , l’on  n’a  plus 
befoin  de  s’arrêter  à la  propofée  x4  *.  pxx.  qx.  r = 0.  Mais  aux  deux 

x x y x <=  0 , x x — -yx-t-v  = o t qui  font  Jcs  racines  de  l’équa- 
z xx  1 

— yzx 

tion  x4  * — y y xx  -4-  v z , qui  cft  fuppofée  égale  à .v4  *.  pxx 

-H  Vy  X 

-+-  V x X 

lx'r—0.'  c eft-a-dire  qu’il  faut  confidercc  les  deux  racines  de  cette  pro- 
pose , qui  fe  changent  en  ces  deux  xx  — y x ■+■  ±y  y.  -Lp.  3.—  0 t Xx  -h 

y*  “J:  » yy*  7p-  °‘  tlLli  ^ fait . comme  on  va  le  montrer , en 

fubftituant  pour  z Se  v leur  valeur. 

La  propofée  eft  n.  3.  x4*  -t -pxx  — qx  + r—  0 , v — J3+  ^ 

T y y • * = 7 P ■+•  t y y ■+■  -by-  Subftituez  ces  valeurs  de  * Se  de  -v  à*  leur 
place  dans  xx— y x + v=  o , xx  yx  ■+■  z = a , VOUs  aurez  x x 

Jx  -+-  t y y •+■  7 P tj  > Xx  ■+■  x r \yy  ■+•  ip  -+-  ~r  L’on  doit  obforvcr 
qu’tl  y a + p dans  la  propofée  , Se  + \p  dans  chacune  de  ces  deux  rédui- 
tes y qu’il  y a — q dans  la  propofée , dans  celle  , où  il  y a x r , & 

~£y  dans  celle  ou  il  y a •+■  xy  >,qu’il  y a -t-  \yq  dans  les  deux. 

La  propofée  cft  n.4.  x4  * — pxx  -+-  qx  — r = 0 , v = J — 

■+■  T yy>  Z = — ±p-y-  \yy  — i.  Subftitucz  ces  valeurs  de  v & de  * dans 
x x — yx  -h  v = 0 , rx  + ;x  + s = *.  Vous  aurez  xx  — y x ~yy 
7 P -+-  yÿ  > xx  -h  y X -+-f  y y — 7 P L’on  obfêrvera  qu’il  y a — » dans 
la  propofée  , & — ip  dans  chacune  des  deux  réduites  j qu’il  y a + q dans 
la  propofée  , St  qu’il  y a ^ dans  celle  qui  a — xy , & — i dans  celle 
qui  a -t-  x y 5 qu’il  y a -+-  -y y dans  chacune. 

Quclqu’autre  propofée  que  l’on  examine  , l’on  trouvera  qu’il  faut  placer 
les  lignes  -t-  & — , comme  M.  Defcartcs  l’a  déterminé. 

1 1.  Apres  avoir  formé  ces  deux  réduites  , on  les  égale  à zéro  , 8c  l’on 
en  extrait  les  racines  quarrées.  Par  exemple  fi  l’on  a 1°  xx  — y x -y.  '-y y 

hp  h — 0 y x — 7l  * V — ~yy  Si  l’on  a 20  xx  -h  y x 

“*■  * jy  T P îf  = 0 > x—  — t y — V — \yy  jp  H-  Et  par  ce 


v 

\ 
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moyen  l’on  a les  quatre  valeurs  de  x , non  feulement  dans  ces  deux  der- 
nières réduites  , mais  dans  la  propofée  x 4 , &c.  c’eft  ce  que  M,  Defcartes 
va  prouver  par  des  Exemples. 

M.  Descartes. 

Par  exemple  à caufe  que  faifant  / — 34^  4-  31  3 y y — 400 
e=  o , pour  x-1* — 1 “j xx  — z o x - — G = 0,011  trouve  que^jy  cil  1 6, 
on  doit  au  lieu  de  cette  équation  4-  .y*  — 1 jxx  — zcx  — 6 — o, 
écrire  ces  deux  autres  4-  xx  — 4* — 3 = o,&aa+4a,  + i = o. 
Car  J eft  4 , îyl  eft  8,/>  eft  1 7 ,&y  eft  10  , de  façon  que-f-  \yy — 
f p — ^fait — 3,  & 4-  \)y  — -+-  ^fait  + i.Et  tirant  les  racines 

de  ces  deux  équations  , on  trouve  toutes  les  mêmes,  quefion  les 
tiroit  de  celle  , où  eft:  x*  ; à fçavoir  on  en  trouve  une  vraye  , qui 
eft  ^7  + 1 j ôc  trois  faufles  , qui  font  V7  — 1,  z 4-  Vz  , & 
z — /z. 

1 3.  Divifoz  y * — 34y*  4-  3*  3yi  — 4»»  — * par  yy  — 16  = oy 
la  divifion  cil  julle  , & le  quotient  eft  y 4 — igyy  ■+■  2s  = 0. 

L’équation  x 4 * — 17  xx  — aox  — 6 = 0 , ou  x4  * — pxx  — 
qx — r=«  demande  les  réduites  xx — yx-^-~yy — \p — xx 
4-  y x •+■  \yy  — j p 4-  -fy , dans  lefquellcs  on  met  — {p , pareeque  dans 
la  propofée  il  y a — pxx  ou  — ryx  x j on  met  dans  celle  où  il  y a 
— yx  , & 4-  dans  celle  où  il  y a 4 -yx  , pareeque  dans  la  propofée  il  y 
— q ou  — 6. 

Etant  donc  y y — 16  = 0 , > = 4 , ±yy  — g ,p—  27  , q — 20  , 

= !»■+■  T y y — f P — h — — J i +■  f y y — f p •+•  fÿ  = 2 } l’équation 
XX — y x 4-  {y y — 7 p — ^ÿ  = ° eft  XX  — 4x  — 3 = 0 $ xx  + + 

7 yy  — 7 p 4-  4ÿ  = o eft  XX  4-  4X  4-  2 = 0. 

Extrayez  les  racines  de  xx  — 4 x — 3—  0 , elles  font  x = 2 -4-  V 7 
racine  vraye  , x = 2 — V 7 racine  fâufle  ; extrayez  les  racines  de  xx 
4-  * * 4 - a = 0 , elles  font  — 2 ■+■  V 2 , x — — a — /a  toutes 

deux  fâullès. 

Ces  trois  racines  fauflês  font  exprimées  d’une  maniéré  pofitive  dans  le 
Livre  de  M.  Defcartes.  2 — ^eft  exprimée  — .24-/7,  ou/7  — 2, 
comme  en  cette  équation  x — 2 4-  / 7 = 0 > — a 4-  /a  eft  exprimée  4- 
2 — /a  , comme  fi  c’étoit  x 2 — V 2 = 0 j — 2 — /a  eft  exprimée 
4-  2 /a  , comme  fi  c’étoit  x 4-  2 4-  /a  = 0. 

14.  Ces  quatre  racines  font  les  mêmes  , qu’on  tireroit  de  la  propofée 
x4*  — 17  xx  — 2ox  — <r  = 0.  Puilque  en  les  multipliant  on  produit 
la  propofée  U qu’en  divifant  la  propofée,  1 ° par  la  racine  vraye,  x“  par  deux 

fauiîès 
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fâulTes  l'une  apres  l’autre , il  11c  relie  rien  que  la  dernicre  racine  fa u lié 
.v  -t-  2 -4-  V i — o. 

i y.  Nous  avons  dit  n.  13.  que  la  divifion  de  — 34  y*  -4-  31  jyy 

400  = 0 par  y y — 16  =zo  donne  le  quotient  y 4 — iSyy  ■+.  -,  y — f 

donc  yy  = s>-±.y/sf  ; >=  -±-V  fi  ± V s(.  Si  l’on  met  ces  valeurs  de 
y y & de  y dans  les  deux  équations  xx  — y x -4-  ~yy  — ~p  — — 0 


-(-  ^ = 0 > on  aura  d’autres  valeurs  de 
exemple  la  première  xx  — *V$  -t-  V'/tf  = * — i.  ^ f g 


par 

. . . . . ►'g  -t-  fTtf  Cl* 

ajoutant  dans  chaque  membre  | 4-  i , donne  x={V fi  -+-  77?  ± 


ï'-ï-iVs* 


' V9  +Vj 


$M. 


Descartes. 


Ainfi  ayant  x * 4 x x 8 x .+.  3 y = o,  pourccque la raci- 

xie  de  y6  Sy*  1 14  y y — 6 4 — o eft  derechef  1 6 , il  faut 
écrire  x x 4-ï  + J = o > &-*’-v-+-4.*,-+-7  = o.  Car  ici  -4- 
^ —Ip  — f-y  fait  y , & 4.  T fait  7.  Et  pourec- 

qu’on  ne  trouve  aucune  racine  ni  vraye  ni  faulTe  en  ces  deux  der- 
nières équations  ; on  connoit  de  là , que  les  quatre  de  l'équation, 
• 4 d0»1  «lies  procèdent , font  imaginaires  ; &que  le  Problème  pour 
lequel  on  l’a  trouvée  , eft  plan  de  fa  nature  ; mais  qu’il  ne  fauroic 
en  aucune  façon  être  conftruit,  à caufe  que  les  quantitez  données 
ne  peuvent  fe  joindre. 


d.  L’on  a vû  n.  8.  que  la  transformée  de  x*  * + xx Sx 


de  x**  — pxx — qx  -4-  r — 0 cil 


— * ou  de  *4*  — pxx  — qx  -4_  r = « cil  / — Sy* — 1x4 y,  — fii 
= 0 > qui  peut  être  divifée  julle  pr  J}  — ,a  — 0 , & le  quotient  eft 

y 4 ■+■  syj  ■+*  * — °- 

Les  deux  équations  du  fécond  degré  feront  xx yx-^-jy r. 

— f.,  xx+jxy±jj  — ip+  h>  dans  chacune  il  y a—  ^’prceqÛe 

dans  la  propofee  il  y a — pi  dans  celle  , ou  il  y a — y x,  l’on  a mis 

& ~ dans  celle , où  il  y a ■+■  yx , parccque'dans  la  propolée  il  y a qx’ 

Après  qu’on  aura  fubftitué  16  pour  y y , 4 pour  / , ces  deux  équations 
le  reduifent  a x x — 4x -4-  s = o -,  x x + 4x  + 7 = 0.  Or  1<L  deux 
racines  de  xx—4x  .+.  s = o font  x = — 1 ±V— 1 , & les  deux 

. xx  h-  4x  + ? = 0 font  x = — 2 ± V—  3 , toutes  quatre 
imaginaires.  1 

Les  racines  du  quotient  /+  + Syy  + 4 =0 . font  y y — — + ± ^l2  . 

y — ~ V ^ / 1 1 > qui  font  aullî  toutes  imaginaires. 


Ppp 
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Tout  de  même  ayant  z,4  * 


aa  — a 
zz 


_i_  — a*4 

“ U* 

z = o.pour- 


— ce 


— acc  . — -aacc 


-bec  z 


■+■  * zz — a1  z 


cequ’on  trouve  aa  -+-  ce  pour  y y , il  faut  écrire  z z — yV*  . . 

+ -aa  — ^aV**  -b  ce  = o , & zz  -+■  Va  a -+■  ce  z -4-  y^aa  -b  - a, 
Vaa  -h  ce  =:  o.  Car  y eft  Va* -b  ce,  & '-yy  -h  ~ ÿ eft  7 a a , 
eft  7 a Va  a -b  ce.  D’où  on  connoît  que  la  valeur  de  z eft  | Va  a -bec 
4_  y — i turi-cc  -b\aVaa  -+-  c f,  ou  bien  \ V a*  -4-  ce — V — \aa  -b  -j ce 
■Jr\a  Vaa  -+-7  c.  Et  poureeque  nous  avions  fait  ci  - de  (Tu  s z 7 a 

— x,  nous aprenons  que  la  quantité  .v,  pour  la  connoiffance  de 

laquelle  nous  avons  fait  toutes  ces  Operations  eft  + + V a 

.4-  if  C — V^ce  — j-aa-h  Ta  V*a-bcc. . 

17.  On  a vû  n.  8.  que  la  transformée  de  z** 

,-i-a*  -ba*y* — **yy 

“ — o eft  y * — 2a*ee=e,ScScci. 

— è-aacc  — zccy*  +c+yy 

4 — a ac 4 

3.  Art.  1.  n.  4.  qu’une  des  racines  de  cette  transformée  eft  y y — a a — 

cc— o,)J=aa^-ce, y— ± Vaa  -b  c c. 

Comme  la  propoféc peut  s’exprimer  par  z**  — pz-z  — q z — r = 0, 
les  deux  équations  du  fécond  degré  feront  - zz  — yz  +.\y  y — \f  — {ÿ 
=Z  0 , Z?  4-  -+-  \yy  — \P  -b  £ = 0 > ou  la  première  aa  — 

zV  a a -b  c c -+-  7 a a \cc  -b  ±a  a -ce  — 

7_/;„  . . J -a  a — * ' — 0 j la  féconde  zz  -t-  zVaa-bcc  -+- 

\v  aa  -b  c c -t-  zŸMt  + cc  


— a 


cczz  — ac  c z 
6 ' 


- aa  -f-  c -4*  ^aa  x 


c c 


-4-  HCC 

2V.‘*  +~CC 


Z Z . 


zVa*  c c -+-  a 


j —r-  a ■ * * zy.i  m -t-  te 

^ »*  •+  4f  f Et  pareeque  fi  l’on  multiplie , ou  fi  l’on  divife  le  nume- 

ratcur^T fe  dénominateur  d’une  fraéiion  par  une  même  quantité,  la  valeur 
de  la  fraftion  ne  change  pas  , je  multiplie  le  numérateur  & le  dénomma- 
tcur  ae  par  VJJZTe , le  produit  eft  4V44^4V^/-—  * 

je  divifè  le  numérateur  & le  dénominateur  de  ce  produit  par  aa  cc  , le 
quotient  eft  7*  Vaa  -b  c e > que  je  mets  a la  place  de  iV4(l  + t(  dans  les 
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deux  équations  precedentes,  ce  qui  fait  «z — cc  ±aa 

~ a Va  a -h  c c 0 > zz  -h  zV  a a -h  c c -t-  ^ aa  -h  — a Va  a -hcc  = o. 

18.  Maintenant  pour  avoir  les  valeurs  de  z , j’arrange  la  première 

équation  ainfi  «-r  V*  g ~-h~c  = — •+■  y*  Va  a -+-77 , & je  trouve 

~ = 7 Va  a -h  c c ±V — \cc-h\aVaa  -h~cc  , qui  font  les  deux 
valeurs  de  3L,  que  M.  Defcartes  donne. 

De  l’autre  équation  zz  + s Vaa  -h  cc  -+■  ±aa  -h  ÿ a Va  a -h  cc  = o, 

je  tirerai  de  la  même  manière  z = — \V a a -+-77  d:  V—~aa  -+■  ^cc ! 

7»  Vaa^-h  c c , deux  autres  valeurs  de  z. 

19.  Enfin  pareeque  Part.  1.  Seéb.  1.  Art.  3.  l’on  a fait  z •+■  {a  = x, 
z = x — f a je  fubftituc  la  valeur  de  * à la  place  , après  avoir  change 
~ Vaa-hTc  en  V^aa-h  \cc.  Ce  qui  fait  ces  quatre  valeurs  de  *. 


ce 


V±aa-h±cc±V—j.aa  -h  jcc-hjaV**- 
V±aa-hjcc  + V—j-a*-hjcc-h±aVÏJ 
— V\aa  -h±cc±iV — 7**  + ju" 

V^aa-h^  c c de  V—i*»-h±cc  — la  VTJ^Tc 


CC 

7 a Vaa +7 ~c 


Celle  dont  M.  Defcartes  fe  fêrvira  eft  la  féconde , à lavoir  * = i*  + 
V ’^aa  -t-  7 rr  — V — 7 a a -t-  7 rr  -H  7*  V/»/»  -+-  c c. 

Les  deux  premières  racines  font  toujours  réelles  pareeque  dans  rfc 

V [-a  a -h^cc  -+-  \ a Vaa-h  cc  » ÿcc  -+•  7 a Vaa-h  c c eft  > que  -ans 

en  effet  le  quarré  ~c*  -h  c c Vaa  -h  c c -t-  ~ a*  -4-  ±aac  c > ±a*. 

Afin  que  les  deux  dernières  racines  fbient  réelles  , il  faut  que  cc  > Sa  a, 
c'y  V Sa  a.  Car  1 on  a V — 7 aa  -h  -^cc  — 7 a Va  a -t-  c c , ainfi  il  faut  que 
jf()  ce  — 2 aay  2 a Vaa-h  c c y & en  les  quar» 

rant  c+y  Saacc  , c c'y  S a a.  Mais  lorfque  c c fera  moindre  que  Sa  a,  ce 
qui  eft  fous  le  figne  radical  , deviendra  négatif,  & la  racine  fera  imagi- 
naire. Lorlque  ce  = Sa  a , ce  qui  eft  fous  le  figne  radical , fera  nul , & 
les  deux dernieres racines  fc  réduiront  à x = 7 a — V±aa  -h  -cc. 

De  plus  quand  ces  quatre  valeurs  de  x fofit  réelfes , la  premiefc  eft 
évidemment  pofitive  , puifquc  tous  les  termes  ont  La  féconde  eft  aufii 

pofitive,  c’eft-à-dire  j a + Vja  a +±ce  y V—  jaa-hjcc -h  la  V^a^TTi 
ce  qui  te  voit  en  quarrant  les  deux  membres  ; la  troifiéme  eft  fauflê  , cc 
qui  fè  prouve  de  la  même  maniéré.  La  quatrième  eft  encore  fauflè  parcè- 
■que  les  deux  termes  qui  ont  le  figne  — font  plus  grands  que  ~a. 


Ppp  ÿ 
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Article  II. 

Exemple  de  ces  fortes  de  Réductions. 

M.  Descartes. 

M Ais  afin  qu’on  puifle  mieux  connoître  l’utilité  de  cette  Réglé, 
il  faut  que  je  l’applique  à quelque  Problème. 

Si  le  quarré  A D , & la  ligne  B N étant  donnez  _>  il  faut  pro- 
longer le  coté  A C jufques  à E , en  forte  que  E F tirée  de  E vers  B 
loit  égale  à.  B N.  On  apprend  de  Pappus , qu’ayant  premièrement 
prolongé  B D jufques  à G , en  forte  que  D G l'oit  égale  à DN , 5c 
ayant  décrit  un  cercle  dont  le  diamètre  l'oit  B G , fi  on  prolonge  la 
ligne  droite  A C , elle  rencontrera  la  circonférence  de  ce  cercle  au 
point  E , qu’on  demandoit.  Mais  pour  ceux  qui  ne  (auraient 
point  cette  conftruétion , elle  ferait  allez  difficile  à rencontrer  , & 
en  la  cherchant  par  la  Méthode  ici  propoléc  , ils  ne  s’aviferoient 
jamais  de  prendre  DG  pour  la  quantité  inconnue,  mais  plutôt  C F 
ou  F D , à caufe  que  ce  font  elles , qui  conduifent  le  plus  ailèment 
à l’équation  : & lors  ils  en  trouveraient  une  , qui  ne  (croit  pas  faci- 
le à démêler  ? fans  la  Réglé  que  je  viens  d’expliquer.  Car  pofant 
a pour  B D ou  C D , & c pour  EF  , 5>c  x pour  DF,  on  a C F 
— a — x \ &c  comme  CF  ou  a — .v , eft  à FE  ou  c , ainfi  FD  ou 
x , eft  à FF,  qui  par  confequent  eft  ~x.  Puis  à caufe  du  triangle 
reétangle  BD  F,  dont  les  cotez  font  l’un  .v  , & l’autre  a , leurs 
quavrez  qui  font  xx  ■+■  a a font  égaux  à celui  de  la  baie  qui  eft 
, de  façon  que  multipliant  le  tout  par  xx — iax  + a a, 
on  trouve  que  lequatiqn  eft  -v+  — 


ix  9 -+-  2 a axx 


2 a ’ x -4-  a + 


2 an 


— ccxx  , ou 


bien  *4 — 


x .1  — 2 a, ! x ■+■  x * = 0..  £t 


te 


on  connoît  par  les  Réglés  precedentes , que  fa  racine , qui  eft  la 


-7 


longueur  de  la  ligne  DF , eft  ±cc — /fcc 

■4-  j a V/F/t  + ce. 

Que  li  on  pofoit  BF,  ou  CE  , ou  B E par  la  quantité  inconnue,, 
on  viendrait  derechef  à une  équation,  en  laquelle  il  y aurait  quatre 
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dimenfions,  mais  qui  ferait  plus  aifee  à demcler,  & on  y viendroic 
affcz  aifément  ; au  lieu  que  fi  c ecoit  DG  qu’on  fuppolat , on  vien- 
drait beaucoup  plus  difficilement  à 1 équation , mais  auffi  elle  ferait 
très-fimple.  Ce  que  je  mets  ici  pour  vous  avertir  , que  lorlquc  le 
Problème  propolc  n’eft  point  folide , fi  en  le  cherchant  par  un  che- 
min on  vient  à une  équation  fort  compofée  } on  peut  ordinaire- 
ment venir  à une  plus  limple , en  le  cherchant  par  un  autre. 


5.  1.  Lorfquc  DF  ejl  V inconnue, 

1.  Les  triapgl.es  CEF,  BFD  font  équiangles , donc  C F ,a  — x:  EF, 
t::  FD , x:  BF,  ^ 

' De  plus  le  triangle  B DF  rectangle  en  D donne  b F1  = b ül  -t-  D F*, 

-+-  2 un  x x 


c’eft-à-  dire  + xx  } x*  — 2*x’  — 


c CX  X 


4-  a*  = 0. 

1.  Pour  refoudre  cette  équation.  i°.  L’on  en  a fait  évanoiiir  le  focond 
terme  , Part.  î.  Sed.  1.  Art.  3.  en  prenant  a.-  — f * = , la  réduite  a 

j-aazz  — a’ z 

été  z*  * = »,  à la  place  de  laquelle  on 

— cczz — ace  z — ±/t ace 


-h  * a y* 

a fubftitué  ; Part.  3.  Sed.  4.  Art.  1.  n.  8.  cette  transformée  / 

— a6  — 2 ce  y* 

— **yi 

— 2 a*  cc  = 0.  L’on  avoit  trouvé  un  peu  auparavant , Sed.  3. 


— an  c* 

Art.  1.  n.4.  que  cette  transformée  fo  divifoit  fans  fraction  par  y y — a,t 


— c c = 0. 

Enfuite  Sed.  4.  Art.  1.  n.  17.  & 18.  les  valeurs  de  s ont  été  détermi» 
nées  Z =z  ÿ Vga-t-cc  ± V^ec  — \ an  ■+■  l-a  Van  -i-cc,  z-  ■=.  — 

~ \J  n a -\-c~c  — cc  — jaa  — jav'aa^hTc,  & n.  19.  les  valeurs  de  x 

font  x = ja-h  V±aa  + — ±aa-h  ja  , x = ‘-a 

— 7 Va»  -h  c c ± ce  — j a a — {a  Vaa  4-77. 

3.  Fig.  119.  Soit  AB  , a ■=.  4.  s B N , cz=.  s > c c , 2 s fora  moindre  que  ï><*» 

Sa  a,  12S.  • Xl}* 

Les  deux  dernières  valeurs  de  * font  imaginaires  , car  V-cc — ‘-a a. 

— 7»  VâT+Tc  =/ — \ — -îYV» 

P pp  üj 
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La  première  racine  vraye  x — \x  -Yjxx  4-  ja  + c c — La  a 

-h  ~x  V7*Y7c  fc  conftruit  ainfi.  Prenez  DK  — a « 4-^i  xx  .+.  Lcc  _ 
.2  -4-  v'^-iajoûtez  Kfz=.Y'-cc  — lax+^x  YYYY7c=Y—  £4-2 
joignez  B/j  la  ligne  Df  eft  x , & la  droite  fe  eft  égale  à BN,  c j mais 
elle  ne  refout  pas  le  Problème  parfaitement , puifqu’on  demande  , que  la 
ligne  FE  qui  doit  être  égale  À BN  coupe  le  côté  DC  du  quarre  donné 
entre  D StC , & le  côté  A C prolongé.  Ainfi  l’on  voit , comme  on  l’a 
dit,  Sect.  3.  Art.  1.  n.  3.  que  la  première  racine  , qui  le  prefcnte  , n’eft 
pas  toujours  la  racine  cherchée. 

La  racine  dont  M.  D escartes  fe  fért  eft  la  fécondé  vraye  , x = 
\x  4-  Y^xx  -r-  ~cc  — v\cc  — J *«  + A/»  Vax-*-  ce  , qui  donne  la 
conftrucUon  parfaite  du  Problème.  Car  fi  de  DK  = s x-+-  yijn  + -c  c 
vous  fouftravez  KF  — Y \cc  — ’-x  x -<r±x  VYYYTc  , il  reftera  D F. 
Menez  parles  points  B , F la  ligne  BFE,  FE  eft  la  ligne  cherchée 
égale  à B N , c. 

5.  Soit  cc  = Saa  , fubftitucz  Sx  a pour  cc  dans  les  valeurs  de  x, 
vous  aurez  la  première  valeur  x — ~ x ~\-Y  \x  x 4-  Y^x  x 4-  /A  * •>  __ 
- x 4-  Y jx  x : la  féconde  x = 2 x — Y jxx  -,  la  troifiéme  St  la  quatriè- 
me x = • — x. 

tic.  On  conftruira  la  première  racine  x = zx-r-Ysxx,  Fig.  130.  en  pre- 
1J°-  nant  D K = 2 x , St  en  ajoutant  Kf  =.Yjxx,  St  Df  fera  2 x 4-  Y jx  x 
= x.  L’on  joindra  B/,  St  fe  fera  égale  à B N , c. 

La  féconde  x = 2 a — Y jxx  Ce  conftruira  en  retranchant  KF  — 
Y jx  a de  D K = 2 x j le  refte  DF  eft  2 x — Y jx  x — x -,  l’on  tirera  par 
B & F la  ligne  BFE  , St  FE  féra  égale  à B N , c = Y Sx  x. 

Pour  la  troifiéme  St  quatrième  racine  x = — a,  — x = x , prenez  de 
l’autre  côté  de  D,  la  ligne  DP  = « = — xi  la  ligne  PBL  eft  égale 
à B N , St  c’eft  la  double  ligne  c = Y Sxx  , qui  répond  à la  double  racine 
égale  DP,  — x -,  auiïï  la  ligne  PBL  eft  un  Minimx  , comme  on  le  prou- 
vera n.  7. 

j.  Soit  Fig.  13  1.  h N , c = jx,  St  par  conféqucnt  c c'y  Sxx.  Lesquatre 
valeurs  de  x , font  x = \x  4-  Y\xx  db  Y\  x x 4-  Y\  x*,  x = ~x  

Y~xx±  Y\xx  — Ylx*.  Les  deux  dernières  valeurs  font  réelles,  car 
fl0<  \xx  'y  Y\x*.  Elles  font  fauflés , pareeque  dans  la  première  '-x  — Y\x*y 

4-  Y\xx  — Y\x*.  Mais  la  quantité  \x  — Y\  xx  qui  eft  plus  grande  que 

4 -Y\xx  — Y\x‘>,  eft  négative  5 car  ~ x (Y\xx,  leurs  quarrez  étant 
j4*  la  première  de  ces  deux  dernières  valeurs  de  a eft  donc 

faufîé.  La  fécondé  l’eft  à plus  forte  raifon. 

Pour  conftruirc  la  première  racine  vous  prendrez  DK=  x 4-  Y\xx  , St 
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/f/  = V\*a  ■+■  V^a*  i & D/fera  î*  + ^#«  + V\  **-+-  VfâT=x  j 
joignez  Bf,  fe  eft  égale  à b N , c. 

La  féconde  fe  confirait  en  fouftrayant  iCF  = D K 

= i*  + Vs2a*  -,  te  Df  fcnj*+Vi**  — Vi**  + vT**=:x.  Tirez 
fi££  , F£  eft  égale  à F N , c. 

La  troificme  fc  doit  contraire  en  prenant  au  deffous  de  B D , la  quan- 
tité DK  — V^aa,  dont  on  retranchera  KP— + v'i^4+  ; 

PP  ferav^-**— - -f*  — >/-i**/*  + v^’=  — *,  * = J.*  _ /j.*  * 

-hV^aa-hV-r*''  Par  les  points  P,  B menez  PBH,  die  eft  égale  à 
b N , c. 

Pour  conftruire  la  quatrième  vous  couperez  encore  D K = Vxaa  , à- 

quoi  vous  ajouterez  KG=  V\aa  — Vfaa  ; d c DG  vous  ôterez  G/  — 

•f*i  & P/>  fera  V-jag-t-  Vj-aa  — - — -j  * = — x , x = ±a  — 

V^T  — v'-j-  <*  <*  — Vir  a *•  Pat  les  points  f , B tirez  pB  h , elle  eft  éga- 
le à é N,  c. 

<>.  Dans  tous  les  cas  , qu’on  vient  d'examiner  le  feùl  point  F &c  la  feule 
ligne  FE  refolvcnt  parfaitement  le  Problème  ; les  autres  lignes  , quoique 
égales  à la  donnée  B N ou  b N n’en  donnent  la  folution  qu’en  y mettant 
quelque  changement  ; puifquc  le  Problème  demande  une  ligne  qui  fbit 
égalé  à B N St  qui  coupe  le  côté  A C prolongé  du  côté  de  £ , Scie  côté 
CD  entre  les  points  C Si  D. 

Afin  que  toutes  les  lignes  qu’on  a tirées  égales  à la  donnée  B N fatisfiflènt 
au  Problème,  il  faudrait  le  propofêr  ainfi.  Etant  donné  le  quarré  A B CD, 
6c  les  cotez  AC  , CD  étant  prolongez  , trouver  toutes  les  lignes,  qui 
i*  fôient  tirées  par  le  point  B , qui  i°  coupent  les  côtez  AC,  CD,  Sc 
dont  3*  la  partie  comprifè  entre  ces  deux  côtez  foit  égale  à une  don- 
née B N. 

Lorfque  c c < Sa  a n.  3.  Fig.  1 19.  lcsnleux  lignes  FE  , fe  re/ôudroient 
le  Problème.  Lorfque  ce  z=  Sa  a n.4.  Fig.  230.  les  trois  lignes  FE.fe 
PL  le  refbudroicnt.  Lorfque  ce  > Sa  a n.  y.  Fig.  231.  Ce  feraient  les 
quatre  lignes  FE,  fe , P H,  p h qui  fatisferoient  à la  queftion. 

7.  On  peut  concevoir  Fig.  2 29.  une  infinité  de  lignes  MH  ,m  h , qui 
font  toutes  deux  égales  cntr’cllcs , 8c  dont  l’une  a le  point  M au  deflùs  de 
P , l’autre  le  point  m au  delfous.  A mefure  que  les  points  M,  m appro- 
chent plus  du  point  P , juf^u’à  ce  qu’enfin  ces  points  M , m tombent  fur 
P , &c  que  ces  deux  lignes  égalés  n’en  faflènt  plus  qu’une  P L.  Je  dis  que 
fi  les  côtez  du  quarré  A B D C font  chacun**  , & que  PL  foir  VSaa. 
La  ligne  PL  eft  la  plus  petite  des  lignes  qu’on  puiflê  tirer  par  le  point 
B , 6c  qui  fc  terminent  aux  deux  côtez  prolongez  CD , C A, 
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Etant  P L , c ■=.>/  S a * , ou  ce  = Sa*  , fi  l’on  fubftituë  ccttc  valeur 

•+•  2 a*xx 

de  e c en  fà  place  dans  x4 — 2* — 1 x * x •+■  x4  = 0 , l’on 

— C C X X 

fera  x 4 — 2a.\ t*  — Üaaxx — 2 x * x ■+■  a 4 = 0.  Et  parccqu’on  fup- 
pofe  dans  cette  équation  deux  racines  égales , on  en  comparera  chaque  ter- 

2t  X ’ 

me  , autant  qu’il  fêra  neceflàirc  , avec  chaque  terme  de  a;  4 

/x* 

•+-  tf**  + eefx 

•+■  eegg  = 0.  Suivant  Liv.  1.  Part.  3.  SecL  2. 

2tfxX  2CggX 

•+-  ggxx 

Art.  2.  & 3. 

Les  féconds  tenues  — 2 1 x * -hfx  ' = — ;**')  f = — 2 * + ze. 
Les  derniers  termes  ■+■  e egg  = ■+■  x 4 ; g g = 

Les  quatrièmes  tenues  -h  eefx  — 2 e gg x = — 2 a*  x 5 où  l’on  fubfti- 
tuë les  valeurs  de  g g £c  de  / déjà  trouvées  , après  avoir  divifé  par  .v , & 
il  vient  — .2  ae  e •+■  2 e'  — = — 2 x ' j divifêz  par  2 , pour  e fubfti- 

tuez  x ; c’cft  — «**  + *'  — îr  = — **  » d’où  l’on  tire  * 4 — a x 1 •+■ 
x * x — x4  = e. 

Cette  équation  le  divifê  exactement  par  .v  — a = 0 ; le  quotient  eft 
x ’ -t-  x 5 = 0 ; qui  le  divifê  encore  exactement  par  x -+-  a = a ; le  quo- 
tient eft  xx  — x x -t-  x x , dont  les  deux  racines  imaginaires  font  x — 
— a rfc  V — -L*  x. 

La  racine  faullê  x 4-  a — 0 , — x — x , montre  qu’il  faut  prendre 
DP,  — x = x , & par  les  points  P,  B mener  PBL  =.  VSau  , qui  eft 
la  plus  courte  des  lignes  cju’on  puiflê  tirer  par  le  point  B , de  telle  forte 
quelle  foit  terminée  aux  cotez  C A , CD  prolongez.  C P fera  donc  C D 
~i-  D P = 2 a ; CL  fera  auffi  2 a : car  à caufê  de  l’angle  droit  C , CL  1 
Z=pfl  — pc‘  = t/» — 4(10.-=.  4 ntt  &C  C L = 2 x. 

La  racine  vraye  x — x — 0 , x = x , fait  voir  qu’il  faut  prendre  D C , 
-t-  x = 4 , & par  les  points  B , C mener  B C , qui  fera  encore  la  plus  cour- 
te ligne  qu’on  puiflê  tirer  par  le  point  B , de  forte  qu’elle  coupe  encore  les 
deux  cotez  CD,  CA.  Mais  cette  plus  petite  n’eft  pas  /.fx  x , mais  feule- 
ment /.2  xx  j car  CB 1 = CD  ' + ÏÔ‘,  ««+««  = :»*, 


§.  II.  Lorfaue  B F efl  l'inconnue. 


fle  j.  Soit  B F l’inconnuë  x -,  chaque  côté  du  quarré  a -,  E F , c : E B , 
*i8-  e ■+•  x» 


Dans 
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Dans  les  triangles  EAB  , BD  F cquiangles  : EB  , r 4.  x : B A \ 

B F,  x:  FD  , j &CBFl=zBD1-*-DF1,  xx=a  a 4 ±»xx  . 

2XXXX  ” 2cx->~xx> 

donc  *4  + -’r.vJ  —;**cx  — «»ce=o,<l  uinepeutêtre 

-+-  ccxx 

divUcc  j ufte  par  aucun  binôme  , tel  que  le  demande  la  Section  troifiéme  • 
c’eft  pourquoi  pour  faire  évanoiiir  le  lècond  terme  , nous  prendrons  v -u 
-c=y,  y —-rc  — x. 

— 2 a ayy  4-  ^ e * 

La  réduite  cft  y**  * —g  ou;-n.Ilri„  ; 

J — 0 > qui  cit  une  équation 

— Tccyy  — -rax.ee 

quarrcc.  C’elt  pour  cette  raifon  que  M.  Disc  artis  a dit  que  lr>,f 
a^cYdémélcf  FP°Ur  l'inCORnuë’  I'étluation  °1'1  l’°»  arrivoit*  étoic  plus 
Ses  radnes  font  yy  = aa +^e  ± Va* + aaee  , qui  (c  rcduifenr  . 
J—Vax-i-±ce±>/a'+*aCc,  y = — 4-  i 

Pour  ^ fubftitucz  fa  valeur  * 4-  c , vous  formcrczVes  quatre  valeurs 


1 X = 
2C  .V  = 

3'  * = 
4*  * = 


: — — e -h  Vax  4-  •'■rr  4-  vV4 
— Tc  — Va  a -h  ~ee  -+-  Va 
• T c 4-  Vaajj-J  c c -^Va 


■+■  a a c c , 


’ ■+■  •<  a c c 1 

' -r  a a ç c , 
' ■*■  a a c e ■, 


S1 * fr®  - - 

cft  r/X  “JS*r'  k trolfer"ev^rde  ycftfkufre,  la  quatrième 
clt  rauflc.  Mais  fi  ce  = Saa  , l’on  a Va  a -+-  -L  c c 

^ *~/7f  = V7*  — f**=  0 \ & ,cs  valeurs  dernières  Ve  Tfo« 
~T;  Ccs  deux  mcm«  ,va,1.curs  lont  imaginaires  , lorfquc  eeVSaa 
3.  La  quantité  x clt  la  ligne  comprife  entre  le  point  B ïr  1,. 

C D.  Ainli  «ant  « < , & les  deux  dernières  »akurs  Je 

rcs  ; Fit»1.  n o In  r>rr*mi^i-r»  . . ^ . 


rcs 

V A * a m r r 


- - ” ‘Viwj  vmtl 

JîÊJL1?-  ,a  Pmmierc  valeur  de  x=-^f  + 

'r  a * c c , eft  B F , la  féconde  x = Lr  . 7 

, . 6 — vaa  4-  -ce  1 

viVddc^ou  — x = je  4.  4_  c c 4-  7jVr ~ „n  n+x-  . 

-+-  .v  fé  prennent  fur  D C déterminée  , les  — x ailleurs. “ 
Etant  ce  ==  £««  » Fig.  z3o.  la  première  valeur  efl  BF-,  la  féconde  Bf- 
Jcs  deux  autres , qui  font  —x  = ±c,  s’expriment  par  B P 
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Etant  ce  > Ha  a ; Fig.  131.  la  première  valeur  de  x cft  B F -,  la  leçon* 
de  B fi  la  troifiéme  B P , la  quatrième  Bp  : ce  que  le  calcul  fait  connoî- 
trc.  Car  fi  l’on  fait  Bf,  — x , l’on  trouvera  dans  les  triangles  A e B ,/B  D 
la  même  équation  que  n.  1.  Cela  arrivera  dans  les  triangles  ABH, 
PBD  , en  raifànt  B P , — x > PH,  c -,  6c dans  les  triangles  ABh,  pBD , 
en  faifant  Bp,  — x 1 ph  , c. 

§.  III.  Lorjque  CE  ejl  l'inconnue. 


Tic 

u|. 


i.  Soit  Fig,  118.  CE  l’inconnue  x\  EA , a- -t -a.  Dans  les  triangles 
femblablcs  E AB  , ECF  ; E A , x ■+■  a : A B ^ et  : : E C , x : CF , 

Et  dans  le  triangle  rectangle  ECF,  £ pl  = e c*  ■+■  C F1  » ce  — x x 

-+-  2 eta  x x 


XX  -t-  1*  X 4 "* 


, d’où  l’on  tire  **  -+-  2 ax  1 


— 2 ac  c x — et  etc  c 


— cc  x x 

— 0 , qui  ne  fe  peut  divifèr  jultc  par  aucun  binôme  , on  en  fait  évanouir 

le  fécond  terme  > en  prenant  x —et  = z , z -a  = x,  La  réduite  cft 

la  même  , que  celle  de  Sect.  4.  Art.  x.  n.  17.  Ainli  les  racines  feront  les 
mêmes.  Pour  * fubftituant  fa  valeur  x + fa  i 


L’on  fait  x = — r a ~t~  +cc  — ^ icc  — — aa-t-— a^aa-t-cc, 

x — — Set  — V Set  et  -+■  ’^cc  ±V[cc  — fa  a — fa  V „ 4 e c 


1.  Les  deux  premières  valeurs  font  réelles,  l’on  jugera  des  deux  der- 
nières comme  n.  3.  4.  y.  La  première  racine  eft  vraye  , les  trois  autres  font 
faufîès. 

Fig.  uji.  la  première  efl  CE  -,  la  fécondé  Ce  -,  les  deux  autres  font 
imaginaires. 

Fig.  130.  la  première  cft  CE  -,  la  féconde  Ce  -,  la  troiliemc  & la  qua- 
triérne  CL,  — x = 2 a. 

Fig.  131.  la  première  efl  CE  -,  la  fécondé  Ce  -,  la  troifieme  Ch  -,  la  qua- 
trième CH.  . 

3.  Je  ne  vois  pas  que  l’équation  foit  plus  ailée  a démcler  , que  celle 

de  §.  i. 

§.  IV.  Lorfjue  BE  cft  l'tnconnue. 

1.  Soit  Fi".  218.  BE  I’inconnuë  x , B F fera  BE  — FE  , x — c, 
& dans  les  triangles  équiangles  BEA,  BFD,  E B;  x ; B A,  et::  B F, 

v c . rn  , Et  dans  le-  triangle  rcélanglc  BD  F,  B F*  = BD 

•4-  DF  XX  — 2 ex  CC  — a a -t ^ , x 2 ex 

— 2 aa  x x 


4-  ec  XX 


4-  2 aaex  — aacc=  0 ; qui  ne  peut  être  divifée  jufte  par 
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aucun  binôme.  Vous  en  ferez  difparoître  le  fécond  terme  , en  prenant 
x — ±c  = y,  y-+-  [c  — x. 


La  réduite  eft  y 4 * 


— z**yy  * ■+■  $rc  + 


• r teyy 


= 0 , même  réduite  , que 


:**c  c 


celle  de  §.  1 1.  Ainfi  (es  racines  feront  les  memes  , y = /<*<*-+-  -ce  ±; 

a a cc.  A la  place  de  y mettez 


V *+  +*(uc  > y 
fa  valeur  x — !-r. 


as  — Va*  -+-  ‘-cc±:V*- 

Vous  ferez  x = { c ztz  V **  -^-'-cc 


Va 


+ a a c t * 


x = '-c  ±V  * » -4-  ‘-c  c — Va  * + a a c c. 

z.  Les  deux  dernicres  valeurs  font  réelles  dans  les  cas  marquez  §.  II. 
n.  z.  Car  pour  les  deux  premières  elles  font  toujours  réelles.  La  première, 
la  troifiéme , la  quatrième  , font  pofitives  j la  fecondc  eft  négative. 

La  première  pofitive  eft  B E , comme  le  calcul  vient  de  le  prouver. 

La  fecondc  négative  eft  B e , comme  on  le  démontrera  , en  prenant 
Be, — x j ef,c  j dans  les  triangles  Be  A , BfD. 

La  troifiéme  pofitive  eft  B H,  que  l’on  fait  = x , HP  = c , dans  les 
triangles  B HA , B PD. 

La  quatrième  pofitive  eft  B h , que  l’on  pofe  = x , hp  — c,  dans  les 
triangles  B h A , B p D.  Fig.  z 3 i . 

La  quantité  ± x eft  toujours  prife  entre  le  point  B , Scia  ligne  A C. 

3 . L’équation  eft  ici  plus  aifëe  a démêler  que  §.  I. 


§.  V.  Lorfque  DG  ^ f inconnue. 

1,  Cette  refolution  fera  voir  , que  lorfque  le  Problème  propofe  n’eft 
point  folide  ; fi  en  le  cherchant  par  tin  chemin  , on  vient  à une  équation 
fort  compofée , on  peut  ordinairement  venir  à une  plus  fimplc  en  le  cher- 
chant par  un  autre.  Jufqu’à  prefent  l’on  a eu  des  équations  du  quatrième 
degré  ; maintenant  on  en  aura  une  du  fecond.  Mais  comme  cette  équa- 
tion fimplc  eft  plus  difficile  à trouver  que  les  autres  , cela  prouve  encore 
que  parmi  les  Operations  , la  plus  facile  6c  la  plus  naturelle  n’eft  pas  tou- 
jours la  meilleure. 

1.  Suppofons  la  chofe  faite,  c’eft-à-dire  , que  BE  rencontre  le  côté 
AD  prolongé  de  telle  forte  , que  FE  foit  égale  à la  donnée  B N,  Fig.  13  1.  fi«. 
fur  B E tirez  la  perpendiculaire  EG , qui  coupera  BD  prolongée  en  G; 
abaiffez  E L perpendiculaire  fur  B G ; EL  fera  parallèle  6c  égale  à CD, 
fur  le  diamètre  B G décrivez  le  demicercle  B E G 5 l’angle  B EG  étant 
droit  fupp.  il  a fon  fommet  E dans  la  circonférence  B E G.  De  plus  les 
triangles  B E G , BEL , LE  G font  fomblables  ; mais  les  triangles  BFD, 
BEL  équiangles  font  encore  femblables  : ainfi  les  triangles  BFD  , EGL 
font  encore  femblables  ; 6c  parccqu’ils  ont  les  cotez  BD , EL  égaux , les 
cotez  B F,  E G le  feront  aufü. 

dqq  ij 


r 


1 

\ 
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3.  Nommons  chaque  côté  du  quarré , a = E L s FE  , es  DG  xî 
B F , y =E G ; nous  aurons  B G , a -+-  x s BE  , y-bc. 

Dans  les  triangles  lèmblablcs  B GE , EGL,  B G;,  ’a-b  x : BE  , f + 

y:  : GE,  y:  EL  , a . & cy  -^yy  — a a -b  ax.  Le  triangle  reclanglc 
BEG  donne  BG  = ££’-+-£(?*,  an  -b  2 ax  -+-  = 2yj  + ,f;b+ 

ce.  Pour  y y -bey  fubftitucz  fi  valeur  , qu’on  vient  de  trouver  : il  viem 
dra  x = ± Van  ■+■  e e. 

4.  La  racine  vraye  x — Van  -bec  donne  la  conftruction  de  Pappus, 
dans  laquelle  on  prend  DG  , x = DN , Fig.  118.  — Vbn1  -b  BD  ’ 
= Vce -b  an:  Apres  quoi  fur  le  diamètre  B G l’on  décrit  le  demi  cerclé 
BEG  , l'on  prolonge  AC  jufqu’en  E , l’on  joint  BE  , & FE  cft  la 
ligne  cherchée  égale  à B N. 

La  racine  fauflé  x ==  - VTf+Tc  , ou  - x = , apprend 

qu  il  faut  Fig.  131.  de  l’autre  cote  de  D prolonger  DB  jufqu’à  ce  que 
D g,  — x (oit  Van -b  ce  : Se  que  fur  le  diamètre  B g on  doit  décrire  le 
demi-cercle  B H g.  Le  côté  CA  fe  prolonge  en  H -,  la  ligne  HP  menée 
par  les  points  H , B eft  encore  égale  à la  donnée  B N. 

En  effet  joignez  H g , menez  Ht  parallèle  & égale  à AB  = BD:  vous  ' 
aurez  les  triangles  lèmblablcs  B Hg  , Ht  B , iHg  , BDP  , Se  les  deux 
B DP  , H Ig  feront  égaux  à caulb  de  BD  =.  Ht;  donc  H g — BP.  Un 
calcul  fèmblablc  au  precedent  donnera  la  même  équation. 

y.  Bien  plus  Fig.  23  t.  les  deux  autres  points  e , b , où  ces  deux  cercles 
coupent  encore  le  côté  AC  , fatisfont  au  Problème,  Se  les  lignes  ef,  bp. 
tirées  par  les  points  e , h , B font  égales  À b N. 

Pour  le  démontrer  au  point  e , abaillèz  la  perpendiculaire,  e M , & joi- 
gnez eG. 

Il  cft  aifé  de  montrer  que  ef  eft  égale  à F E. 

Pour  démontrer  la  même  chofe  au  point  h , abaillèz  fur  B g la  perpen- 
diculaire hm  , qui  cft  égale  à A B = BD  , joignez  hg,  Si  vousr  verrez 
que  h p — H P — b N. 

‘ Article  III. 


Les  Prokltmes  de  trois  quatre  dhncnjîons  ne  demandent  pas  toujours 

ces  Operations. 

1 j L Es  Problèmes  de  trois  dimenfions  n’ont  quelquefois  ni  lêcond  , ni 
troifiéme  terme , comme  Liv.  1.  Part.  1.  Scct.  1.  Probl.4.  alors  l’on  n’a 
qu’à  trouver  la  racine  cubique,  fuivant  Part.4.  ScéE  1.  Art.  1.  Quelque- 
fois le  fécond  terme  manque , Si  alors  il  n’cit  pas  neceflàire  de  le  faire 
évanouir  , comme  il  arrivera  dans  la  trilèclion  de  l’angle  , Part.  4. 
ScéE  2.  Art.  3* 

x.  Les  Problèmes  de  quatre  dimenfions  peuvent  n’avoir  ni  fécond , ni 
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quatrième  terme  ; 8c  alors  on  les  regarde  comme  des  Problèmes  quarrez. 
Ils  peuvent  n’avoir  point  de  fécond  terme  , alors  il  n’cft  pas  befoin  de  le 
faire  évanouir.  Quelquefois  en  faifànt  cvanoiiir  le  fécond  terme  , le  qua- 
trième difparoît  auffi  ; 6c  alors , comme  l'équation*  cft  plane  , il  n’eft  pas 
neceflàire  de  faire  les  autres  Operations , qu’il  aurait  fallu  faire , fi  le  qua- 
trième terme  fût  demeuré.  On  en  a vu  des  Exemples  , Art.  1.  §.  z.  4. 
En  voici  encore  un  autre. 

Trouver  quatre  nombres  qui  le  furpaflént  de  l’unité,  6c  qui  le  multi- 
pliant produilènt  100. 

Soit  le  premier  nombre  z , le  fécond  z+  r , le  troifiéme  z -+-  2 , le 
quatrième  z -+■  3 , leur  produit  eft  z*  ■+■  6z%  .+.  nzz  -4-  6z — toa 
= 0 , qui  ne  peut  être  divifé  j ufte  par  aucun  binôme  compofé  de  ~ 8c  de 
quelque  diviléur  exaeb  de  1 oc-. 

Pour  faire  évanouir  le  fécond  terme  prenez  z -t-  i = x. 

La  transformée  cft  x4* — ^xx  * . — — j ; x* — -}  = - jjj-dont  les 

racines  font  xx  = -t-±±Vior,  qui  féreduifént  x — ±1  V-t-  I dfc  VÎ77  i 
mettez  pour  x là  valeur  ~ -+-  7 , les  quatre  racines  font  * = — \ -+■ 
V-+-  7 -4-  l//  0 / > Z : — : — • 7 V^-i-  7 -4-  V iot  , Z =s  — 7 -t-  V^-4-  ^ — Viol, 

z = — 7 — ✓■4-7  — V101.  Que  le  premier  nombre  cherché  foit  ' z =t — 
■i-  -4-  / 7 -i-  V101  , le  fécond  eft  z = — 7 -+-  vQ  -t-  V77]  , le  troifiéme 
z.=  -4-  7 -+- v7!”-*-  VT01  , le  quatrième  z = -4-  | -4-  V\  ■+■  VToT.  Le  pro- 
duit du  premier  par  le  quatrième  eft  — 1 -h  Vi  01  , celui  du  fécond  par 
le  troifiéme  cft-t-i-+-v/»/  : 6c  le  produit  de  — i + Vior  , par  -4-  1 
.+ -V 1 01  eft  100.  Les  autres  valeurs  de  z donnent auffi  100. 


SECTION  V. 

Réglé  generale  pour  réduire  les  Equations  de  toutes  fortes  de  dimenfons. 
M.  Des  cartes. 

JE  pourrois  ajouter  diverfes  Réglés  pour  démêler  les  équations, 
qui  vont  au  cube  ou  au  quarré  de  quarré  : mais  elles  feraient  fu- 
perfluës  -,  car  lorfque  les  Problèmes  lontplans  ,on  en  peut  toujours 
trouver  la  conftruétion  par  celles-ci. 

Je  pourrois  auffi  en  ajouter  d’autres  pour  les  équations,  qui 
montent  jufqu’au  furfolide , ou  au  quarré  de  cube  , ou  au  delà  j ; 
mais  j’aime  mieux  les  comprendre  toutes  en  une  , ôc  dire  en  gene-- 

Q^qq  iij 
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ral  j que  lorfqu’on  a tâché  de  les  réduire  à une  même  forme  , qiie 
celles  d’autant  de  dimenfions , qui  viennent  de  la  mulciplication 
de  deux  autres  qui  çn  ont  moins  , & qu  ayant  denombié  tous  les 
moyens , par  lefquels  cette  multiplication  cft  poflîble  , la  chofe  n’a 
pû  iucceder  par  aucun  , on  doit  s’aflurcr  , quelles  ne  fçauroient 
être  réduites  a de  plus  fimples.  En  forte  que  fi  la  quantité  incon- 
nue a trois  ou  quatre  dimenfions , le  Problème  pour  laquelle  on  le 
cherche  cft  folide  , & fi  elle  en  a cinq  ou  fix  , il  eft  d’un  degré  plus 
compofé  ; & ainfi  des  autres.  ^ 

Au  refte  j’ai  omis  ici  les  démonftrations  de  la  plupart  de  ce  que 
j’ai  dit , à caufe  quelles  m’ont  femblé  fi  faciles , que  pourveu  que 
vous  preniez  la  peine  d’examiner  méthodiquement , fi  j’ai  failli, 
elles  fe  prefenteront  à vous  d’elles-mêmes  : & il  fera  plus  utile  de 
les  apprendre  en  cette  façon  qu’en  les  lifant. 


Nous  apportons  en  chaque  endroit  la  demonfl:  ration  de  ce  que  M.  Des- 
car. t E s enlcigne  dans  la  Geometrie. 

Nous  allons  appliquer  La  Réglé  , que  M.  Des  cartes  vient  de  don- 
ner , i.  aux  équations  cubiques  , 1.  aux  équations  quarré  - quarrées. 
3.  aux  équations  furfolides,  4.  aux  équations  quarré  - cubes.  Ce  qui  fer- 
vira  d’explication  à la  Réglé  dont  il  s’agit.  L’on  pourroic  de  même  tra- 
vailler fur  les  équations  qui  ont  plus  de  dimenfions. 

Lorfqu’on  parle  ici  des  équations  de  trois  , quatre , &c.  dimenfions. 
l’on  entend  celles  où  une  des  inconnues  au  moins  efi:  du  troifiéme , qua- 
trième , &c.  degré.  Car  pour  celles  où  le  produit  des  deux  inconnues 
xjy,  x xyj  , 2cc.  fe  trouve  , fans  qu’il  y ait  *■  * , y * , &c.  elle  fc  redui- 


fous  cette  forme  qu’on  cherche  les  valeurs  de  x. 


Article  I. 


Pour  les  Equations  de  trois  dimenfions. 

— *xx  -i-abx 

1 S Oient  propofées  ces  équations  cubiques  x’  — bxx  + aex  — xbe 
r — c x x bcx 

~ 0 , xl b X*  ■+■  aaX  — aa  b = z * -t-  S*>  — 12-=.  0, 
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On  divife  le  nombre  j expofant  de  la  plus  haute  puiflànce  x* , z ' , en 
autant  de  nombres , qu’il  fè  peut , de  forte  que  tous  les  nombres  de  chaque 
divifion  pris  enfémble  fâflént  j.  La  première  divifion  eft  /,/,/;  la 
féconde  / , 2 ; fie  l’on  n’en  peut  point  faire  d’autres.  Ce  qui  montre 
qu’une  équation  de  trois  dimcniïons  peut  être  divifée  ou  1 0 par  trois  cqua- 

— *xx  -+-  «b  x 

tions  / , / , / , chacune  du  premier  degré  ; comme  x ’ — b xx  ac x 

— exx  -h  b ex 

— a bc  =.0  , peut  être  divifée  par  ces  trois  x — a — 0 , x — b = 0 , x — 
t = 0.  Ou  1°  par  deux  équations  / , 2 , dont  l'une  eft  du  premier  degré, 
l’autre  du  fécond  j comme  x ' — b x x « «x  — a a b = 0 , peut  être 

divifée  par  ces  deux  x — b = 0 , xx  - aa=  0. 

. — axx  -t-  «b x 

».  Après  qu’on  a divifé  une  équation  .v 1 — bx  x -h  acx  — abe=e, 

— t xx  + b c x 

— ex 

par  une  équation  linéaire  x — a = 0 , dont  le  quotient  eft  xx 

— bx 

■+■  b c = 0 , l’on  cherche  encore , fi  ce  quotient  peut  auffi  être  divifé  jufte 
par  un  binôme  linéaire  , & l’on  trouve  qu’il  le  peut  par  x — b — o , & le 
quotient  eft  x — c = 0.  Alors  on  dit , que  l’équation  propofee  eft  réduc- 
tible en  trois  autres  équations  chacune  du  premier  degré  x — a = * , 
x — b = o y x — c=  0 y Sc  qu’elle  n’eft  pas  proprement  du  troifiéme 
degré , mais  du  premier  ; pareeque  toutes  fes  racines  x — a — x = b , 
x = c fe  peuvent  trouver , comme  on  trouve  les  équations  du  premier 
degré. 

Mais  après  qu’osa  divife  une  équation  x * — bxx  •+■  ««x  — a a b 
= o , par  un  binôme  x — b = 0 , Sc  qu’on  a tenté  inutilement  de  divi- 
fer  le  quotient  xx  + *»  = 0 par  un  autre  binôme  : l’on  dit  que  la  propo . 
fée  eft  reduétible  en  deux  autres  , dont  l’une  x — • b =.  0 eft  du  premier 
degré  , l’autre  xx  -h  a a — 0 du  fécond } fie  qu’elle  n’eft  pas  proprement 
du  troifiéme  , mais  du  premier  8e  du:  fécond  5 pareeque  fes  racines  x = b , 
xX—  — aa  fe  doivent  chercher  comme  on  fait  celles  du  premier  fie  du 
fécond  degré. 

Lorfqu’enfin  on  ne  trouve  aucun  binôme  , qui  divifé  exactement  une 
équation  du  troifiéme  degré  «•'  — /zz-h  j z — 12  — 0 : alors  on  dit 
qu’elle  eft  irréductible  , fie  qu’elle  eft  proprement  du  troifiéme  degré  ; fie 
il  faut  chercher  fés  racines , comme  on  cherche  celles  du  troifiéme  degré , • 
Voyez  Part.  4.  Seét.  1 . Art.  1 . 

3.  J’ai  crû  devoir  ici  ajouter  quelques  Réglés , qui  regardent  toutes  les 
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dimenfions  ; je  ne  les  ai  pas  mifes  d’abord  au  commencement , pareequ’a- 
près  ce  qu’on  vient  de  dire  des  équations  cubiques  , elles  feront  plus 
intelligibles. 

Il  faut  divifer  l’cxpofânt  d’une  équation  propofee  en  autant  de  nombres 
qu’il  fe  peut , de  forte  que  tous  ces  nombres  ajoutez  cnfemble  foient  égaux 
à l’expolânt.  Si  l’équation  eft  de  quatre  dimenfions  , l’on  divife  l’expofànt 
* , i°cn  / ,/,/,/.  Ce  qui  montre  qu’une  équation  de  quatre  dimen- 
fions peut  être  diviféc  par  quatre  binômes  chacun  d’une  dimenfion  ; 2°  en 
/ , 1,2.  Ce  qui  prouve  qu’une  telle  équation  peut  être  diviféc  par  trois 
binômes , dont  deux  font  d'une  dimenfion , le  troifiéme  de  deux  ; 3 0 ’cn  2. 
2.  Ce  qui  fait  voir  que  cette  équation  peut  être  diviféc  par  deux  binômes, 
chacun  de  deux  dimenfions  ; 4*  en  /.  3.  Ce  qui  marque  qu’une  telle  équa- 
tion peut  fe  divifer  par  deux  binômes  , l’un  d'une  , l’autre  de  trois 
dimenfions. 

On  doit  commencer  la  divifion  de  la  propofee  par  tous  les  binômes  du 
premier  degré  qui  peuvent  fervir  5 6c  fi  cette  divifion  donne  un  quotient 
exact  , on  le  divifera  encore  par  tous  les  binômes  du  premier  degré  qui 

feuvent  être  employez,  6c  fi  cette  divifion  donne  encore  un  quotient, 
on  tentera  encore  la  divifion  par  un  binôme  du  premier  degré  5 6c  ainfi 
de  fuite  jufqu’à  ce  que  ces  fortes  de  binômes  ne  réüffillént  pas. 

Mais  des  que  les  binômes  du  premier  degré  font  infufmâns  , foit  que 
cela  arrive  à la  première  divifion  , feit  aux  autres  ; l’on  eflàycra  de  divifer 
par  tous  les  binômes  du  fécond  degré , qui  peuvent  être  utiles , 6c  l’on 
s’en  fervira  , jufqu’à  ce  qu’ils  ne  donnent  point  de  divifion  exarte.  Alors 
on  viendra  auxbinomes  du  troifiéme  degré  , 6cc.  Il  ne  faut  jamais  fe  fer- 
vir d’un  binôme  d’un  degré  plus  élevé,  qu’après  que  les  binômes  d’un 
degré  plus  fimple  ont  été  trouvez  inutiles  : dont  la  raifôn  eft,  qu’une  équa- 
tion qui  peut  être  diviféc  jufte  par  un  binotnc  plus  compofe  , le  peut  tou- 
jours être  par  un  plus  fimple,  lequel  ferait  le  quotien#de  la  divifion  faite 
par  le  plus  compofe.  Car  fi  vous  divifez  .v ! — b xx  ■+■  a*x  — a a b par 
x x-t-  a a = o , le  quotient  cfl  x — b — o ■.  comme  fi  vous  aviez  divife 
par  x — b — 0 , le  quotient  aurait  été  x x + * a=  c.  Or  la  divifion 
par  un  binôme  plus  fimple  eft  plus  facile. 

De  là  il  fuit , que  fi  la  divifion  n’a  pas  réiiffi  par  un  binôme  plus  fimple, 
il  ferait  inutile  de  la  tenter  par  un  binôme  plus  compofe,  qui  aurait  dû  être 
le  quotient  du  plus  fimple  ; ce  qui  s'explique  ainfi.  Soit  une  équation  du 
troifiéme  degré  x ’ — bxx-\-aax  — aab  — o.  Divifez  là  par  un 
binôme  du  premier  degré  x — b = 0 , le  quotient  fera  du  fécond  degré 
xx  + «<»=  0.  Si  donc  la  divifion  n’avoit  pas  pii  fe  faire  avec  le  binôme 
du  premier  degré , il  n'auroit  pas  fallu  la  tenter  avec  un  binôme  du  fécond. 
C’cft  pour  cela  que  M.  Dcscar  tes  n’a  demande  Sert.  III,  qu’une 

divifion, 


Digitized  by  Google 


DE  M.  D E S C A R T E S.  LtV.  111.  49  j 

divifion , pour  connoîtrc  fi  une  équation  cubique  eft  un  Problème  folide, 

ou  non.  Soit  une  équation  quarré-quarrée  y*  ■+■  i6y'  7 ’yy  — *y 

42»  = ».  Diviféz-la  par  y — 2 = 0 binôme  du  premier  degré  , le  quo- 
tient eft  y 1 -+-  iiyy  4-  10 7 y -+-  no  = 0 du troifiéme  degré  : c’eft pour- 
quoi lorfque  la  divifion  n'eft  pas  exacte  avec  un  divifêur  du  premier  degré, 
vous  ne  devez  pas  la  tenter  avec  un  divifêur  du  troifiéme,  qui  devroit  avoir 
pour  quotient  une  équation  du  premier  ; car  fi  l’on  divife  y 4 -t-  / 6 y » 
7iyy  — 4J  — = 0 , par  y*  -+-  iSyy  / 07 y + 210  = 0 , le  quo- 

tient eft  y — -2  = o.  Drvifcz  à prefent  la  même  propofée  par  le  binôme 
du  fécond  degré  yy  + 1 yy  + 4 2 = o , le  quotient  0 un  autre  binôme 
du  fécond  degré  y y -4-  3 y — 10  = 0. 

M.  Descartes  n’a  auflî  demandé , pour  connoîtrc  , fi  une  équation 

du  quatrième  degré  étoit  un  Problème  folide  , qu’une  divifion  par  y 

2=0  , pareeque  fi  celle-là  ne  réüffit  pas , la  divifion  par  y 1 + igyy 
1 °7y  + 210=  e , ne  réüffiroit  pas  non  plus.  Il  aurait  pû  demander  la 
divifion  par  un  binôme  du  fécond  degré  , mais  comme  le  quotient  féroit 
auffi  un  binôme  du  fécond  degré  j l’equation  propofée  peut  alors  fé  divifér 
en  deux  autres  du  fécond  degré  chacune  j or  il  a donné  Sc<ft.  4.  Art.  1 . 
une  Méthode  pour  divifer  la  propofée  en  ces  deux  équations  , lorfque  cela 
fe  peut  faire.  Parla  même  raifbn  une  équation  de  cinq  dimenfions  eft  irré- 
ductible , fi  elle  ne  peut  être  divifée  jufte  par  aucun  binôme  du  premier  Sc 
du  fécond  degré  : car  fi  elle  pouvoir  être  divifée  exactement  par  un  binô- 
me du  troifiéme  degré  , elle  aurait  pii  l’être  par  un  du  fécond  : & fi  elle 
pouvoit  être  divifée  exactement  par  un  binôme  du  quatrième  , elle  aurait 

Eû  l’être  auffi  par  un  du  premier  : puifque  ces  binômes  font  mutuellement 
: quotient  les  uns  des  autres. 

Ainfi  l’on  fait  cette  Règle  generale.  Pour  les  équations  du  2 , 4 , & 
autres  degrez  en  nombre  pair  , il  faut  s’arrêter  aux  binômes  dont  le  degré 
eft  la  moitié  du  degré  de  l’équation  propofée  ; aux  binômes  du  fécond 
degré  pour  les  équations  du  quatrième  , aux  binômes  du  troifiéme  pour  les 
équations  du  fixiéme  , &c.  Pour  les  équations  du  j,  y , & autres  en  nom- 
bre impair  , il  faut  s’arrêter  aux  binômes  dont  le  degré  eft  la  moitié  de 
celui  de  l’équation  propofée  5 apres  qu’on  l’a  diminué  d’une  unité  ; aux 
binômes  du  premier  degré  pour  les  équations  du  troifiéme  ; aux  binômes 
du  fécond  degré  pour  les  équations  du  cinquième  5 aux  binômes  du  troifié- 
me pour  les  équations  du  féptiéme  ; &c  c.  Car  il  eft  évident , que  toutes  les 
autres  divifions  feraient  fuperfluës. 

Lorfque  l’équation  cubique  eft  y 6 — Sy*  — / 24  y y — 64  = 0 , les 
binômes  y y — - 1 = 0 , y y — 2 = 0 , &lc.  font  regardez  comme  du 
premier  degré , &c. 

Rrr 
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Article  II. 

Pour  Us  Equations  de  quatre  dimenfîons. 
i.ÜNc  équation  quelconque  de  quatre  dimcnfions  étant  propofee 

. — jay*  ■+■  3 aayy  — a' y 

— 4 ’ £ = ». 

® -+■  b y'  — 3*byy  -H  jaaby 

— bx'-t-aaxx  — aab  x 

X*  -+-  a, abc  =.  o.  z* — 4 z 1 — rtfzz 

— ex'  •Jfb  c x x — aaex 

,4.  jz — 36  — 0.  x*  — 4x r*  — ioxx  — a Sx  — S =.  0.  -y4  — nv * 
H-  2ivv  — 7 v -f-  / = 0. 

Vous  partagerez  le  nombre  4 expofant  de  la  haute  puiflànce  en  autant 
de  nombres  qu'il  Ce  peut , de  forte  que  tous  ceux  d'une  divifion  pris  enfem- 
ble  faflént  4.  Première  divifion  / , / , / , / j fécondé  / , 1 , 2 j troi- 
ficmc  i,li  quatrième  7,7. 

Ce  qui  fait  voir  qu’une  équation  du  quatrième  degré  peut  être  divifée 
exactement , ou  1"  par  quatre  binômes  chacun  du  premier  degré  r , / , 

— 3«j>*  ■+■  3»«yy  — *' y 

.7,/,  comme  y 4 — a1  b = 0 , peut  fë 

by * — yabyy- 1-  3**by 

divifér  jufte  par  ces  quatre  y — a = 0 , y — a — o , y — a — 0 , y 
b=  0 j ou  ie  par  trois  binômes  1,1,2,  dont  deux  foient  chacun  du 

— bxl  -+-  a a x x — aabx 

premier  degré , le  troifiéme  du  fécond  ; comme  .v4 

— ex’  -+-  bcxx  — aaex 

4-  a a bc  = 0 , peut  être  divifée  par  ces  trois  x — b — 0 , x — c = e , 
xx  ->r  an  = 0 j ou  30  par  deux  équations  1,3  , dont  l’une  foit  du  pre- 
mier degré  , l'autre  du  troifiéme  ; comme  z 4 — 4Z}  — i6zz-\-  32,  — 
36  = 0 , peut  Ce  divifér  jufte  par  ces  deux  z -+-  3 = 0 , — 7 zz 

•+■  jz  — 12  — 0,  ou  40  par  deux  binômes  chacun  du  fécond  degré  2,2  j 
comme  x 4 — 4X 1 — ioxx — 2Sx — S = 0 , parcesdeux  xx  2 x 
Sr  4 — 0 , x x — dx  — 2 = 0, 
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— J*y ' -+-  3**yy  — y 

i.  Apres  que  l’équation  y*  — m' b 

4-  b y 1 — jm  byy  •+■  ja*bj 

= 0,3.  pû  être  divifée  jufte  par  y — <*  = o , y — <*  = o ,y  — <*=<>, 
y -+-  b = , 7 , l’on  dit  qu’elle  eft  proprement  du  premier  degré  , parcc- 
qu’clle  eft  réductible  en  des  équations  du  premier  degré.  Après  que  l'é- 

— bx‘  -+-  a a x x — mm  b x 

quation  x*  ' -haabc=o,a.  été  divifée 

— exi  +bexx  — mm  ex 

exactement  par  x — b = o , x — c = o , xx  a a,  = o , elle  eft  réduc- 
tible en  deux  équations  du  premier  degré , & en  une  du  fécond  } Sc  elle 
pallè  pour  n’être  pas  proprement  du  quatrième  , mais  du  premier  & du 
fécond  , &c.  Mais  lorfcju’une  équation  v*  — i tvl  2ivv  — 71/  + x 
= 0 , n’a  pu  être  divifee  exactement  par  aucim  binôme  ni  du  premier , ni 
du  fécond  degré  ; l’on  ne  tente  pas  la  divifion  par  d'autres.  Cependant  avant 
que  de  la  déclarer  entièrement  irréductible  , l’on  fait  les  operations  que 
l’on  a expliquées , Sect.  4.  Art.  r.  Que  fi  par  cette  voyc  l’on  ne  trouve 
aucune  racine  de  v4  — 1 rv'  ■+■  2/w  — 7v-\-  / = 0 , elle  eft  propre- 
ment du  quatrième  degré  , parccqu’elle  eft  irréductible  j & l’on  doit  cher- 
cher Tes  racines  , comme  l’on  fera  celles  des  équations  félidés  du  quatriè- 
me degré  , Part.  4.  Se<ft.  1.  Art.  1.  Exemple  4. 

3 . Il  ne  fera  pas  inutile  d'apporter  ici  un  Exemple  des  équations  de  qua- 
tre dimenfions,  pour  lefquelïes  il  faut  fuivre  les  Règles  de  SeCt. 4.  Art.  r. 
£c  de  montrer , comment  on  connoît  enfin  fi  l'on  a trouvé  les  racines  de 
l’équation  propofée. 

Soit  x 4 — 4x'  — roxx  — 2SX — f = o , dont  on  cherche  les  raci- 
nes. Suivant  la  Méthode  de  M.  Descartes,  d'abord  vous  tentez  la 
-divifion  par  tous  les  binômes  du  premier  degré  , qui  font  compoféz  de  x 
-+-  ou  — chaque  divifèur  exact  du  dernier  terme  S , aucune  de  ces  divi- 
sions n’eft  exacte.  Au  lieu  de  tenter  la  divifion  par  des  binômes  du  fécond 
degré  , comme  on  le  fera  n.  y M.  Descartes  veut  , pour  vous  en 
épargner  la  peine  , que  vous  faflîcz  évanouir  le  fécond  terme  de  la  propo- 
se en  fàifant  x — r = z , * h-  1 = x j la  réduite  eft  z*  * — . i6z  z 
— S6z  — 49  = 0 > ou  z*  * — pzz  — qz  — r = o.  Vous  la  trans- 
H-  ppyy 

formez  en  y*  — 2py 4 — qq  = 0 , ou;  — jjyi*  •+-  4S2jy 

-+-  -j t ry  y 

- — 31  j6  = 0 . qui  fe  divifé  jufte  par  y y • — 16  = 0.  donc  yy  = 16  , 

R r r ij 


Digitized  by  Google 


498  Commentaires  sur  la  Geomftrie 

y — 4.  Enfuitc  à la  place  de  z*  * — p zz  — qz  — r = a,  ou  z*  * — 
iszz — ySz — 4p  =:  0 , vous  écrivez  ces  deux  zz — yz-t-^yy — ip 

— h = 0 ' -+-T7>  — t/’-*-  i^=  zz—  4\  — 7==.\r 

z z -4-  4 5^-4-  7=<?j  dont  les  racines  font  s = 2 =fc  V / / , z = — 2 

± V — }> 

Maintenant  pour  connoître  , fi  les  racines  de  la  propofee  x*  — 4xl  — 
j oxx  — 2S x — S — 0 font  trouvées , vous  fubftitucz  la  valeur  de  zz  & 
de  z dans  zz  — 4z  — 7 = 0,  ïî  + 4*  + 7=  0 » & il  vient  xx 

— Sx  — 2 = 0 , xx-*-2X-*-4=o.  Vous  divifoz  la  propofëe  par  une 
de  ces  deux  équations  , le  quotient  exad  eft  l'autre  équation  ; par  où  il 
paroît  quelles  font  les  racines  de  x * — 4 x * — 1 oxx  — 2~Sx  — S = 0 , 

de  forte  que  les  valeurs  de  x font  x = j •+:  V r r , x — — / ± / 3. 

Ce  que  vous' auriez  auffi  trouvé  en  fubftituant  x — z pour  z dans  les 
racines  e=a±///,  z ■=  — 2 ± V — ). 

4.  Une  équation  du  quatrième  degré,  qui  ne  peut  pas  être  divifoe  de 
la  maniéré , dont  on  a parlé  auparavant  peut  quelquefois  être  abaiflèe  au 
fécond  degré  en  faifant  évanoüir  le  fécond  terme.  Soit  donnée  l'équation 

-4-  4 aa  xx 

x*-+-4xl  — zabbx 

— bb  x x 

— 2 m*  bb  = 0 , laquelle  ne  peut  pas  être  divifée  par  aucun  des  binômes, 
qui  peuvent  être  formez  avec  les  quantitez  connues  du  dernier  terme  : fui- 
vant  la  Règle  expliquée  , Part,  x . Sed.  x.  Art.  3.  je  fois  x -4-  a = * , 

2AKZZ  -4-  A* 

x — z — a } ce  qui  donne  z 4 * * — 0. 

— bbz  z — a a b b 

Cette  réduite  efi  du  fécond  degré  , j’arrange  ainfi  les  termes , z*  — 
2aazz — bbzz  = — a*  a a b b j dont  la  racine  efi  zz  = aa- h 

~b  b dfc  b Vza  a •+■  - b b , 7 = rfc  V aa  ■+■ \bb  -f-  b / zaa  -i-  ±bb  ; & 

.v  = * — a — — a ± y/xA  h-  \bb  + bV2AA-*-^bb  , où  font  contenues 
les  quatre  valeurs  de  x , lefquellcs  fé  multipliant , produifént.  l’équation 
propofee  , dont  par  conféqucnt  elles  font  les  quatre  racines. 

j.  M.  Descartes  aurait  pû  nous  conduire  par  le  même  chemin 
par  lequel  il  a trouvé  les  Réglés  qu’il  donne  , Sed.  4.  Art.  1.  & nous  dire 
que  lorfqu’une  équation  de  quatre  dimenfions  x*  — 4 x*  — 1 ox  x — 2 Sx 

— S = 0 , n’a  pas  pû  être  divifée  jufte  par  un  binôme  du  premier  degré, 
il  faut  cflàycr , li  elle  pourra  être  divifée  par  deux  binômes  du  fécond.  Ce 
qui  fé  foit  ainfi  , l’on  fait  évanoüir  le  fécond  terme  de  la  propofée , comme 
n.  3 . & l’on  a z*  * — iSz  z — }0z  — 4.9  — 0 , que  l’on  fuppofo  être 
la  même  qu’une  autre  qui  féroit  produite  par  les  deux  équations  x x 4-  y x 
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-4-  KXX 

Z ~ 9 , X X yx  -4-  V = 0 J U c’cft  X 4 * +1/S 

X X 

-4-  VJ* 

-t-  t/xx 

= o.  Dont  on  compare  chaque  terme  avec  chaque  terme  de  la  propofee 
comme  on  l'a  enfoigné , Se&.  4.  Art.  1.  y * — 32 y*  -+-  4S*yy  — 3*3* 
= 0 i & le  refte  comme  n.  3 . 

6.  L’on  peut  chercher  fi  l’équation  propofee  x*  — -yx 1 — ioxx  — 
2Sx  — S = 0 ; peut  le  divifor  en  deux  autres  du  focond  degré  , fins  ôter 
le  focond  terme  , ce  qui  fera  connoître  fi  le  Problème  eft  plan  , 2c  quelles 
font  les  racines  de  la  propofoe. 

-hyx*  -hVXX 

-bSVx 

Je  regarde  la  propofée  comme  égale  à *4  : x'  ->r  sy  x x +va 

-hyzx 

-+■  zxx 

— 0 , qui  a été  produite  par  la  multiplication  des  deux  du  focond  degré 
xx  -¥-y  x -hv=.  0 , xx  + jx  + «=  o . & j’en  compare  les  termes. 

Les  féconds  -h  y -t-  r = — 4.  s — — 4 — y. 

Les  derniers  vz  = — S.  z = —-%• 

Les  quatrièmes  ■+■  s v -+- yz  = — 2 S.  Je  fubftituc  les  valeurs  de  s & de 
il _ vient  — 4v  — vy  — ^ = — *ri  y= 

Puifque  les  derniers  termes  font  -4-v  z = — S , — S eft  le  produit 
de  v x x, , fie  v eft  un  des  divifours  de  S , qui  font  ± / , ±j,±f, 
± g. 

Soit  v = -h  / : donc  y =£*  5 s — -,  z,  = =^  = — /.  Je  fubf- 
tituc ces  valeurs  dans  les  équations  xx-+-yx-hvz=o  , xx  -+-  s x ■+■  z 
= 0 ; elles  deviennent  x x -+-  ±f-x  ■+•/=*,  xx  — ^ x — S = 0, 
Je  tente  la  divifion  de  la  propofée  x4  — 4x  * — / oxx  — 2/x  — S = o 
par  chacune  de  ces  équations  du  focond  degré.  Elle  n’eft  pas  exaéte , d’où 
je  conclus  qu’aucune  de  ces  équations  n’eft  la  racine  de  la  propofée. 

La  divifion  ne  réüffit  pas  non  plus  en  faifiint  v = — 1 , v = rfc  2, 
Je  pofo  v = -h  4 : donc  y = -*-  2 , s =.  — f ,z  = — a.  Je  fubftituc  ces 
valeurs , la  divifion  réiiflît.  De  là  je  conclus  que  ces  deux  équations  font 
racines  de  la  propofée,  qui  par  confoquent  fopeut  divifor  en  deux  autres 
du  focond  degré  , que  le  Problème  eft  plan  ; & que  les  valeurs  de  x font 
les  racines  de  *x  + n+  4=  — tx  — 2 = t .à  Içavoir 

x = — /iv' — 3 , x=^rhV'/r,  comme  n.  3 . 

Après  avoir  fubftitué  tous  les  divifours  de  <?  à la  place  de  v,  fi  aucune 
divifion  n’avoit  été  jufte  , ç’auroit  été  une  marque  , que  le  Problème 
Ctoit  folide»  R.  r r üj, 
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J’aurois  pû  faire  évanouir  v en  me  fcrvant  des  troiliéines  termes  ■+■  v +■ 

sy+z,=  — i o ; en  mettant  pour  s &c  z,  leur  valeur , j’aurois  trouvé  v 

4 J -1*  y y — k = — 1 0 : ’vv  T*/#  VJ  —yy<v  -+■  iov  =.  S , qui  donnerait 
une  valeur  de  y- , laquelle  ne  contiendrait  que  des  y d’inconnues.  Mais 
en  fubftituant  cette  valeur  de  v & de  vv  dans  y = ) pincon- 

nuc  y monterait  trop  haut , & il  ferait  plus  difficile  d'en  cormôître  les  raci. 
nés , que  celles  de  la  propoféc  même. 

% .v  , _ * O ... 

A R.  T I C LE  II,I.  ..  . 

* * « 

Pour  Us  Equations  de  cinq  dimenfions. 
i.  S Oit  propoféc  une  équation  quelconque  du  cinquième  degré 

H-  jAAy  * — a?  y y 

y ' — SaJ*  — jaaly  -+-  a’  bb  —0. 

— bb  y*  3*bb  yy 

-i-  aax*  — aabxx 

X ' — bx*  — aacc  x -4-  aabcc  =.  o.  zs  _ + 

— ce x'  b C C X x . • ^ 

— s zl  ■+■  SJZZ  — 42Z  -h  72  = 0.  v'  — yu*  — iu  1 -+-  +fvv  rjv 

-y  a a y 1 — nn  b y y 

•*-  2 =.  o.  y'  — b y*  ■+■  aacc  y __  axbcc  = o. 

■+•  ce  y*  — b ecyy 

x'  — 7X*  ■+*  gx  ’ — jjxx  -+•  r SX  — jâ  = o. 

Nous  diviferons  le  nombre  s expofant  de  la  plus  haute  puiflànce  en  au- 
tant de  nombres , qu’il  lé  peut , de  forte  que  tous  ceux  de  chaque  divifion 
pris  enfcmble  fâflént  f.  Première  divifion  /,/,/,  / , / j féconde  / . 
i , / > 2 i la  troifiéme  / , / , } j la  quatrième  / , * -,  la  cinquième  i , 2, 

2 i la  fixiéme  2 , 3.  Ce  qui  fait  voir  qu’une  équation  du  cinquième  degré 
peut  être  divifée  jufte  ou  par  cinq  équations  , chacune  du  premier  degré 

-t-34ay> — a\yy 

/ , i,i,  1 5 comme  l’équation  y ' — yay*  

— bby  * - f-  3&b  b y y 

jaabby  + a'  bb  = 0 , par  y — a = 0 , y — a — o , y — a — o,  y 

b = 0 , y -4-  b = 0.  Et  alors  cette  équation  n’eft  pas  proprement  du  cin- 
quième degré  , mais  du  premier , auquel  elle  eft  réductible,  pareeque 
toutes  lés  racines  peuvent  le  trouver  , comme  celles  des  équations  du  pre- 
mier degré.  Ou  une  équation  du  cinquième  degré  peut  lé  divilér  jufte  par 
quatre  équations , dont  trois  font  chacune  du  premier  degré , la  quatrième 
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-4-aax*  — tsxbxx 

du  fécond  /,  / , / » 2 j comme  x'  — bx 4 .■  ....  — . 

— ccx 1 -+-  bccxx 

a *cc  x -+-  nxbcc  — 0.  par  x — b=  0 , x — ■£==«,  ^'4*  <: = » , 
+ Ht  cette  équation  cft  proprement  du  premier  8c  du  fécond 

degré.  Ou  une  équation  du  cinquième  degré  peut  ctre  divifée  exactement 
par  trois  équations , dont  deux  font  du  premier  degré  , fie  l’autre  du  troific- 
me  / , 1,3  $ comme  z 5 — &z  + — Sz.  *'  j jzz  4ï%+-  7a  ='«  , 
par  * — 2 = e,  *•  -+-  i = 0 , — 72*. h-  /s  — /a  — 0 , qui  ne  peut  plus 

etre  divifée  jufle.  Et  alors  l'équation  eft  proprement  du  premier  fi c du  troi-, 
fiéme  degré  , pareeque  deux  de  fes  racines  fé  trouvent , comme  on  fait 
celles  du  premier  degré  , fie  la  troifiéme  comme  on  trouve  les  cubiques. 
Ou  une  équation  du  cinquième  degré  peut  être  divifée  exactement  par 
deux  équations  , l’une  du  premier  , l’autre  du  quatrième  degré  4 *, 
comme  v*  — pv * — iv  s -4-  3s  vv  — rjv  -4-2=0,  par  v -4-  2 — 0, 
v*  — t iv  * -h  21W  — 7V  ■+•  1 = 0.  Et  cette  équation  cft  proprement 
du  premier  8c  du  quatrième  degré.  Ou  une  équation  du  cinquième  degré 
peut  fe  divifér  jufle  par  une  équation  du  premier  degré  fie  par  deux  du 

-4-  a xy  * — a a byy 

fécond  / > 2 , 2 : comme  y 1 — b y ♦ -4-  a ac  c y — 

-+-  ccy*  — becyy 

a a bcc  = 0 , y — b = o,yy-4-xa  = o,yy -4-00=0.  Et  lequatîon 
cft  proprement  du  premier  fie  du  fécond  degré.  Ou  une  équation  du  cin- 
quième degré  peut  fe  divifér  jufle  par  une  équation  du  fécond  degré  , fie 
par  une  du  troifiéme  2,3,  comme  x ‘ — yx*  -4-  ix'  — 3 Sx  x -t-  1 s x 
— 36  = 0 , par  xx  -4-  3=  0 , x1  — 7XX-4-  sx  — 12  = 0.  Et  elle  cft 
proprement  du  fécond  8e  du  troifiéme  degré. 

i.  Quoiqu’une  équation  du  cinquième  degré  x s — 7*’  -4-  Sx1  — 3 sxx 
4 - t sx  — 36  = 0 . n’ait  pas  pû  être  divifcejufte  par  un  binôme  du  pre- 
mier degré  ; elle  n’cft  pas  toujours  entièrement  irréductible  : ainfi  il  faut 
la  transformer  en  une  autre  , qui  vienne  de  la  multiplication  de  deux 
équations , qui  font  d’un  moindre  degré.  Mais  parmi  les  fix  di vidons  du 
nombre  s . qui  ont  été  faites  n.  1.  il  ne  faut  prendte  aucune  de  celles  où 
/ fé  trouve  : pareeque  fi  la  propofée  avoit  une  racine  du  premier  degré, 
elle  fe  feroit  manifeftce  par  les  divifions , qui  ont  précédé.  Il  ne  refte  donc 
que  la  divifion  faite  en  1.  3.  laquelle  fait  connoîtrc  , qu’il  faut  prendre  la 
produite  de  deux  équations , d<jnt  l’une  foit  du  fécond  , l’autre  du  troi- 
fiéme degré. 

Pour  plus  grande  facilité , je  change  la  propofée  en  celle-ci  x 5 — px  4 
■+-  jx } — r xx  -4-  sx  — t = 0 , dont  je  comparerai  les  termes  avec  ceux 


Digitized  by  Google 


jor  Commentaires  sur  la  Geometrie 
■+■  ^xx 

de  x'  -h  fx*  +ttgx-t-nh=o.  produite  par  la  multi- 

+ »r'  + nfx  x 

plication  des  deux  x » -t-  fx  x +gx  -4-  h = o , x x -h  » = o , daus  laquel- 
le je  fuppofe  que  le  fécond  terme  manque. 

Les  féconds  termes  -+-  fx*  = —px*  , /=  — p. 
i Les  troifiémes  +gx’  -+-»  * » f=-* -qx*  ,g  = q-~n. 

Les  cinquièmes  ■+■  »gx  = -t-  **  , g = y = g — » >'  s = qn  — »m 
nn  — — r >'  »z=±q±V^qq  — s = + ± r..  Donc  *=/,»=  i. 

& xx  -+-  » = 0 5 fe  change  en  xr  + ;=  »,**  + ; = «. 

Maintenant  je  divife  la  propofée  * 1 — 7* 4 Sx  > — jjxx  ■+■  ifx 

3g  __  0 par  x x ■+•  s = o , la  divifion  ne  fc  fait  pas  exa clément , d'où 

je  conclus , que  x x -h  s =»  n'eft  pas  une  racine  de  la  propofée.  Je  fais 
enfuite  la  divifion  par  xx  3 = 0 , le  quotient  exaét  efl  x'  — 7xx 

}X r2=-0i  d’où  je  conclus  que  x x j =o  & x > — yxx  -+■  sx 

___  j 2 font  les  racines  de  la  propofée.  L’équation  r*+  3 = 0 , 
donne  x = ± V—  i*  L’équation  * » — + — 12  t=o  ne  peut 

plus  fe  divifer,  ainfi  on  en  cherche  les  racines . comme  vous  verrez  Part.  4. 
Seél.  1.  Art.  1.  Ex.  3.  n.  1.  fi  la  propofée  n’avoit  pû  être  divifée  ni  par 
xx  „ , ni  par  x x ■+■  j = o , elle  auroit  été  proprement  du  cin- 

quième degré  , & entièrement  irréductible. 

1 i Soit  propofée  l'équation  x * — ■fx*-h<fxi — Sxx  -4-  sx — 1 — t, 
cu'r  n’a  point  pû  être  divifée  ni  par  aucun  binôme  du  premier  degré  , ni 
par  aucun  du  fécond , en  fuppolant  qu’il  n’avoit  point  de  fécond  terme  : 
il  faut  encore  voir , fi  elle  pourrait  être  divifée  par  un  binôme  du  fécond 
degré  , qui  a un  fécond  terme. 

Pour  cela  l’on  prend  les  deux  équations  * } •+ -fxx  gx  .+.  h = 0, 

xx  + mx  + n=xo,  dont  le  produit  cft 

-t-  fx  * g X*  .+.  A X X 

+ hmx 

„ t h n ■=.  t ■, 

mx*  ■+-  mfx'  + gmxx 

-bg”x 

-J-  f»  X X 

dont  il  faut  comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofée  , apres  l’avoir 
changé  en  xs  — px*  qx*  — rxx  -t-  sx  — t ==  0. 

Les  féconds  termes  -+- /*  4 w * 4 — — px*,f— — f — m‘ 

Les  troifiémes  -1-  g -4-  mf  -t-  * ===  -t -?>£  = ? — mf — n > P°ur  f 
mettant  fa  valeur  ,g  = q -+-  mP~£™ m~  n' 

Les  fixicmes  + h»  = — t,  h = — 
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Les  cinquièmes  + hm  + gn  = -i-  s , & mettant  pour  h fâ  valeur , — — 

! gn  — i.  Se  fubftituant  encore  pour  g fa  valeur  , mm  4-  p m 
q n i = o.  qui , après  la  fubftitution  des  valeurs  de  p , q , s , t , fo 

-4-  4 m 4-  i 

change  en  mm  — ^ — n — o. 

n 

Dans  l’équation  du  fécond  degré  xx+mx  + n = o,  je  dois  décou- 
vrir la  valeur  de  m & de  ».  Dans  l’équation  qui  vient  de  refulter  de  la 
comparaifon  des  termes  j’ai  laifle  » arbitraire  , pareeque  les  termes  h » — 
— t = — / . font  connoître  que  » eft  un  diviiéur  exaft  du  dernier  terme 
/ . de  la  propoféc.  Ici  ce  dernier  terme  n’a  point  d’autre  divifeur  exact 
que  /. 

■4-  4 m 4- 1 

Il  faut  donc  fubftituer  / pour  » dans  mm  — — n — 0 y il  vient 

i. 

n 

4-  4 m 4-  6 

mm  — 2.  — 1 — 0 y mm  + jm=  * , m = — j.  Apres  quoi  l’on  doit 

i 

mettre  la  valeur  — s de  m , 4-  1 de  » dans  xx  -h  mx  » —a  } afin 
d’avoir  x x — jx  + 1 = o.  avec  laquelle  on  divifé la  propofee  * * — >■  4X* 
4-  fx  • — Sx  x 4-  sx  — / = 0.  Et  pareeque  la  divifion  eft  jufle  , & que 
le  quotient  eft  x ’ — ixx  4-ax  — r = 0 / ce  diviiéur  & ce  quotient 
font  les  racines  de  la  propofée  , le  diviiéur  xx  — jx-h  / = 0 donne 
x = f ± i le  quotient  x 1 — ixx  4- i x — / = o ne  peut  pas  fê 
divifér  j ainli  il  faut  chercher  les  valeurs  de  x , qu’il  contient , comme 
on  fait  dans  les  équations  cubiques.  Voyez  Part.  4.  Se<ft.  r.  Art.  r. 
Exemp.  j.  n.  1. 

Si  la  divifion  precedente  n’avoit  pas  réüfli , j’aurois  fubftitué  — / pour 
» , qui  auroit  donné  mm  jm  + 12  = 0 , m = — ~ rh  V — ü. 

Et  j’aurois  fait  le  refte  , comme  auparavant.  Si  le  dernier  terme  de  la 
propofee  avoit  plufïeurs  diviféurs  exaéis , je  les  aurois  fubftitué  de  même 
avec  le  fîgne  4-  & — / , & fi  aucune  divifion  n’avoit  été  exa&c  , la  pro- 
poféc auroit  été  irréductible  & proprement  du  cinquième  degré.  On 
chercheroit  les  racines  , comme  on  fera  Part.  V. 

La  comparaifon  des  quatrièmes  termes  h g m 4-  fn  = — r pour- 
rait foire  evanoiiir  m , de  forte  qu’il  ne  refteroit  que  » d’inconnue  j mais 
n monterait  à un  degré  trop  élevé. 

4.  Si  l’équation  étoit  littérale , l’on  prendrait  de  la  même  foçon  tous 
les  diviféurs  du  dernier  terme , que  l’on  fubftitucroit  les  uns  après  les  autres 
à la  place  de  » , pour  foire  les  divifions  de  la  propofée. 

S f f 
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Article  IV. 

Pour  les  Equations  de  Jtx  dimenfions. 

i D Ivifez  le  nombre  6 expofant  de  la  haute  puiflànce  en  autant  de 
nombres  qu’il  fe  peut , de  telle  %on  que  la  Tomme  de  tous  les  nombres  de 
chaque  divifion  pris  enfemblc  fade  6.  Première  divifion  /,/,/,/,/,/ |j 
fécondé  /,/,/,/,  2 j troifiéme  1 , 1 , 1,3;  quatrième  1,1’  4;; 
cinquième  1 , / j fixiéme  1 , 2 , 3 > feptiéme  1,1,  a , a j huitième 
a , -z  , a j neuvième  2,4:  dixième  3 , 3. 

Parmi  ces  di vidons , apres  avoir  tenté  de  divifer  l’équation  propofée 
avec  tous  les  binômes  du  premier  degré  , il  faut  biffer  celles  où  1 Te  trou- 
ve ; pareeque  fi  la  propofee  avoit  une  racine  du  premier  degré  , on  Tauroit 
découverte  par  les  precedentes  di vidons.  D’un  autre  côté  la  divifion  par  2 , 
2 , 2 . Ce  peut  laifler , pareeque  la  divifion  par  2 , 4.  maniféflcra  les  raci- 
nes du  fécond  degré  , s’il  y en  a.  Il  relie  donc  2 , 4 5 & 3 , 3 . c’cfl-à- 
dire  qu’il  fulfit  de  réduire  l’équation  propofée  à celles  des  transformées, 
qui  viennent  de  la  multiplication  de  deux  autres , qui  ont  moins  de  dimen- 
fions , & qui  lônt  ou  une  du  fécond  degré  & une  du  quatrième  , ou  toutes 
deux  du  troifiéme. 

z.  Etant  propofee  une  équation  du  fixiéme  degré  z ‘ — riz, 1 -+-  2 3e* 

— 29Z  ’ -+-  43^-  — 14Z  -+-2  = e,  ou  z*  — p z1  -+-  _ r z'  ■+■  szz 

— / z -+-  v = 0.  Prenez  une  équation  du  quatrième  degré  , z 4 -hfz  * ■+■ 
g zz  ■+■  b z •+.  k = o qui  ait  tous  les  termes , & une  du  fécond  +» 
= o , qui  n’ait  point  du  fécond  terme  ; multipliez -les  l’une  par  l’autre, 

H-gz.4  -4-  h z'  + tzz 

le  produit  efl  z* -+■  fz s • = 

-t-nz*  n z 1 

Comparez  les  termes  avec  ceux  de  la  propofée  , pour  en  conclurre  La 
valeur  de  ». 

Les  féconds  termes  -(-/==  — p. 

Les  féptiémes  -t -v=kn,  le  = £. 

Les  troifiémes  g_j_»  = _1_j,g==g 1 — ». 

Les  cinquième®  k -+-g»  = + s 5 fubflituez  les  valeurs  de  k & de  g j 
ce  féra  v -*-  qn»  — » ' = »s.  Mais  » monte  ici  au  troifiéme 
degré. 

Il  faut  donc  voir  , fi  par  la  comparaifon  d’autres  termes  l'on  pourra  for- 
mer une  équation  où  » n’ait  que  deux  dimenfions. 

Les  fixiémes  -t-  hn—  — r , A = 
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Les  quatrièmes  ■+■  h -+-/ » = — r mettez  pour  h Sc  f leur  valeur, 
vous  ferez  nn  — y — — j -,  fubftituez  les  valeurs  de  p ,r  , t ; ce  fera  » n 
— 77»  = — TT  y d’oil  l’on  tire  » = 7f  ±rri  n = j , n = -Zr.  Donc 
■'Zi  ■+•  n =zz  -h  2 = o. 


Diviféz  à prefent  la  propofée  par  z z -+-  2 = 0 , la  divilion  fera  jufte, 
& le  quotient  z*  — 1 iz 1 2/zz  — /z  -+-  / — 0 5 ce  qui  montre  que 
ces  deux  équations  font  les  racines  de  la  propofée.  zz  -+-  2 — o donne 
z — ±V2.  ^4  — nzl  -+-  21ZZ  — 7*  -+-  / = 0 ne  peut  pas  fe  cüvifér, 
ainfî  il  faut  en  chercher  les  racines  comme  Part  4.  Scd.  1. 

Quand  aucune  de  ces  divifions  ne  réiiflït , l’on  vient  à une  transfor- 
mée produite  par  deux  équations , l’une  du  fécond , l’autre  du  quatrième 
degre  , qui  ont  tous  leurs  termes.  Soit  propofée  7?  — ijzl  ■+.  ^yz* 

— 71*’  -4-  S7zz — 2 — 0 , ou  z‘  — pz%  -+-qz*  — rî'  + us 

— t z -t-  v = 0 , que  l’on  fuppofé  égale  à l’équation  produite  par  les  deux 

*'  -+-/V  -+-  h^-*-  k = m z + n=z  0 i & c’eft 


->r  k ZZ 

•**  ' ».  Voici  la 

+ +fnzi  ^.gnzz 
comparaifon  des  termes. 

Les  féconds  f = — p , f = — p — >m. 

Les  troifiémes  g -t-/ m + # = + j , ou  mettant  pour  / fà  valeur 

g— q-ï-mm-t-mp  — ». 

Les  féptiémes  -f-  k n = v , k — %■, 

Les  fixiémes  k m n — — t , ou  mettant  pour  k fà  valeur  j h — 

— f — vm 
n nn  * 

Les  cinquièmes  + f + hm+gn  = r,  ou  mettant  pour  k , h , g 


-t-  n*  pm  v n 

leurs  valeurs  , il  vient  m m 

— ntm  4-  qn% 

— n 4 

— tins 
n * — v 


4-  zi»1  r»  -t-  a» 

IW7» 

— iCnm  4.  4S»i 

— » 4 

— 57  nn 
n } — 2 


0 en  fubftituant  les  valeurs  de  p,q,  s,  t}  v. 


SCC  ij 
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Après  cela  pour  connoître  la  valeur  de  m , Il  faut  mettre  fucceflîvement 
les  differentes  valeurs  de  n avec  le  ligne  4-  & — . Or  pareeque  kn  — 
v = 2 , n cft  un  divilêur  exact  du  dernier  terme  2 de  la  propofée.  La 
fubftitution  de  ± 1 pour  n ne  donne  pas  une  valeur  de  m telle  qu’étant 
mile  dans  zz  4-  mz  -1-  n = 0 , la  divilion  de  la  propofée  fê  faflè  exade-, 
ment.  Je  fuppofê  donc  » = + j,  ce  qui  donne  mm  - 1-  \im 20  =.  o . 
d’où  l'on  tire  m = — a;  &ic  — + i = & cette  derniere  équa- 

tion divilê  exactement  la  propofée  , & donne  le  quotient  z*  — r iz.'  ■+■ 
nzz  — 7*  + 1 = 0.  Ce  divilcur & ce  quotient  lônt  donc  des  racines  de 
la  propofée.  zz  — az-*-a  = 0 fournit  z = 1 =h / — r. 

Mais  z,*  — iis'  + 1 izz  — yz -+-  1 = » ne  peut  plus  être  divifée, 
& l’on  en  cherche  les  racines  comme  Part.  4.  Sect.  1.  Art.  1.  Ex.  4. 

3.  Si  les  Operations  de  n.  1.  z.  ne  réüfllllênt  pas , l’on  vient  à deux  équa- 
tions du  troifiéme  degré.  Au  commencement  l’on  luppole  que  le  lècond 
terme  manque  dans  l’une  des  deux  , enfuite  qu’il  ne  manque  dans 
aucune. 

Soit  propofée  l’équation  z*  — 7s1  + 7Z4  — 27  z 1 4-  ijzz  — 29^ 
4-  r 2 = 0 ou  z 6 — p z'  4-  qz*  — + jzz  — t z 4-  v = 0 , que 

l’on  fuppolê  égale  à une  autre  de  même  forme , produite  par  la  multiplica- 
tion de  z * 4 - fzz  4-  g z 4-  h = 0 par  z » 4-  mz  ■+■  n = 0 , &C  c’eft 

4 -gz*  4-  hz  ’ 4-  gmzz+hmz 

z*  4-  fz'  4 -mz*  4-/»; 1 4-  hn  0.  L’on  regarde  » 

4-  » z 1 4- / * z z 4-  gnz 


comme  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  j x , & l’on  cherche  la  valeur 
de  m. 

Les  troifiémes  termes  -+-g-i-m  = q,gz=q  — m. 

Les  fêptiémes  4-  h n v ■ , b = 2. 

Les  fixiémes  hm  ■+■  gn  = — r,  ou  fubftituant  les  valeurs  de  h,  g s il 
vient  » = = =£*¥  = * en  fuppofant 

n = — 1 . Donc  z>4-ws4-»  = i>  cil  s'4-jï  — 1=0,  qui  divilê 
juffe  la  propofée , & fait  le  quotient  z1  — 7 zz  4-  $ \ — 11  = 1»,  qui  ne 
peut  plus  le  divilêr.  Il  faudra  chercher  les  racines  tant  du  divilêur  que  du 
quotient , comme  Part.  4.  Sed.  1.  Art.  1.  Ex.  3 . n.  z.  Ex.  y.  n.3. 

4.  Soit  propofée  l’équation  y * — Sy*  4-  uy*  — 2jy*  4-  ioyy  — 7 y 
— iz  = o,ou7*  — p 7*  •*-  qy*  — rj»*  4-  syy — ty  — v = o , dont  on 
n’a  point  trouvé  de  racines  par  n.  1.  x.  3.  vous  la  concevrez  égale  à une 
équation  formée  parla  multiplication  dedeux  équations  du  troifiéme  degré 
qui  ont  tous  leurs  termes  7*4-  fyy  -+-  gy  H-  h=  0 , j * 4.  myy  4-  ny  4. 
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S°7 


k — o , & la  transformée  cft 


-l.  h k — o. 


j + fj>' +sy*  + b' +f)mjy  + 

•+■  my  ' -+-£'»*'  4-  gnyy  + gkj 

■+■  ny 4 4-  ky'  4-  fkjj 

+f»y 


Les  féconds  termes  f -hm  = — p , f — — p — m. 

Les  foptiémes  hk  = — v , h = 

Les  fixiémes  hn  -k-gk  =.  — t , ou  fubftituant  la  valeur  de  h -,  g = 

— f . V * 


Les  troifiémes  g -k-fm  ■+■  n = h-  q , ou  fubftituant  les  valeurs  de  ? & 

kkq  -i-kt  -t-  kkmp  +■  kkmm  ° 

/»  

Les  quatrièmes  -+-  » 4-gw*  -+-/»  -4-  k = — r , pour  h , g,  f fubfti- 
tuons  leur  valeur > — jp  — f2  -t-  — p»  — mn-k-  k =r  — r , multi- 

_i:~_  U » ~ ttr  *f_±  krm  — k I kkq  4-  kt  -t-  k km  pi  -t-  kkmm 

pliez  par  * * , » — - vm-kkp-kkm ZTTk  • 

D'où  l’on  tire  , après  avoir  tout  divile  par  k , 


kk'vm1  — 2k*pmm  — k*ppm  4-  k * 

— k'm'  4-  kkpvmm  — k*  qm  — k*  pq  — o. 

— 2k1  tm  -k-  k* r 
4-  k k qvm  — k 1 pt 
4-  k krv 
— kvv 

-f-  k 4 

— k'ppm  — k’pq 

m 1 = b 

— • 2k*pmt m — k'q  4 -klr 

4-  kpv  — 2 k1 1 — k*pt 

4-  k qv  4-  k r v 
— ■ vv 
kv—k~‘ 


Pour  avoir  les  valeurs  de  m , n , k de  l’équation  y ’ 4-  my y -k- ny  -k~ 
k = 0 , je  regarde  k comme  un  divilèur  exact  du  dernier  terme  h k — 
v — / 2 , dont  les  divilëurs  font  r , 2 , 3 , 4 , 6 , 12.  Je  prends  d’abord 
k = 4-  / , &.  je  fubftituc  cette  valeur  de  k dans  l’équation  m 1 — 2k'pmm , 
&c.  avec  les  valeurs  de  p,  q , r , t , v -,  elle  devient  m>  4-  _f 

= 0 , Sc  fuivant  Part.  i.Seét.  1.  Art.  7.  pour  ôter  cette  fraction  , je  fois 
w = -A  , &c  je  multiplie  le  fecond  terme  Somm  par  //  , le  troificme 
C sm  par  121  , le  quatrième  -f  par  ijji.  Ce  qui  produit  -t*  4- 

S ff  iij 


I 


Digitized  by  Google 


, o8  Commentaires  sur  la  Geometrie 

7lfz 4$ 4 = 0 ; que  je  divife  par  un  binôme  compofé  de  z,  -4-  ou  — 

un  des  divifcurs  exacts  de  4^4.  La  divifion  fe  fait  par  r ■+•  1 1 = o , le 
quotient  eft  sa -H  O*  — *+=■  J’ai  donc  *.=  — 11  5 donc  m — Ti 


«—  kkr  + k'v+ktm  — fri 
h Jt  m > 


Apres  cela  je  fubftituc  cette  valeur  de  m dans  » = 
avec  les  valeurs  de  /> , r , # ,v , pour  avoir  » = — rf  = -+-  i . 

Maintenant  je  fubftituc  les  valeurs  trouvées  de  m , n , * , dans  ^ * -+- 
-4_  ny  ■+■  k , & c’cft  7 * — i jy  ■+• -t-  i = o.  Avec  cette  équation 
je  tente  la  divifion  delà  propofée,  le  quotient  exact  eft  y'  — 7 y)  ■+■  sy 
1 1 — n.  Ce  divifeur  & ce  quotient  font  les  deux  racines  de  la  propo- 
fée. Enfin  l’on  cherche  les  racines  de  ces  deux  équations  comme  Part.  4. 
Seft.  i.  Art.  1.  Ex.  3.  Ex.  6* 

Si  en  fuppofant  k = 1 la  chofe  n’avoit  pas  réüfli , il  auroit  fallu  fai- 

re la  même  chofe  à l’égard  de  tous  les  divifcurs  de  1 1 dernier  terme  , de 
la  propofce. 

«,  Soit  propofce  l’équation  x * — 4xx-+-<fx  2 = 0 , ou 

*•**.+-  rx‘ sx  x -h  tx  — v = 0.  Le  fécond  terme  qui  manque, 

prouve  qu’elle  eft  le  produit  de  deux  équations  du  troifiéme  degré  , qui 
n’avoient  auffi  point  de  fécond  terme.  Je  fuppofe  que  c’eft  x * •+•  g x 

-t-gx4  ■+•  hxJ 


b = < 


mx  -t-  n = 0.  dont  le  produit  eft  x*  * 


MX' 


nx' 


h mx 


çmxx 

+ gnx 
Les  troifiémes  termes  g 


h n = 0. 


-+-  m = 0 , g = — 


m. 


Les  cinquièmes  gm  = — s , g=  — — m.  Donc  mm  — s — 4- 

Dans  x’  + w*  + » = » , je  fubftituc  cette  valeur  de  m , avec  un  des 
divifcurs  du  dernier  terme  pour  n , à caufc  de  h n = — 2 ; par  exemple 


— /.  Je  trouve  x 
x* 


2 x — 1 = 0,  qui  divifc  fans  refte  la  propofce, 
le  quotient  eft  x * — ;x+j  = #,  Ainfi  la  propofée  a été  produite  par  la 
multiplication  de  ce  divifeur  & de  ce  quotient. 

6.  Lorfqu’après  avoir  fait  fur  une  équation  propofce  de  fix  dimenfions 
toutes  les  operations  marquées  n.  1.  %.  3.4.  5.  l’on  n’a  point  pû  décou- 
vrir de  fcs  racines  : elle  eft  irréductible  , & proprement  du  fixicme  degré, 
& l’on  cherche  fcs  racines  , comme  Part.  y. 
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PARTIE  QUATRIEME. 


SECTION  I. 

de  conjiruire  les  Problèmes  réduits  à une  Equation  de 
trois  ou  quatre  dimenjîons . 

M.  Des  cartes.* 

OR  quand  on  eft  afllirc  que  le  Problème  propofé  eft  lolide  > 
foie  que  l’équation  par  laquelle  on  le  cherche  monte  au  quar- 
ré  de  quarré  , foit  quelle  ne  monte  que  jufqu’au  cube  , on  peut 
toujours  en  trouver  les  racines  par  l’une  des  trois  Serions  coniques, 
laquelle  que  ce  foit , ou  même  par  quelque  partie  de  l’une  d’elles , 
tant  petite  quelle  puilTe  être  , en  ne  fe  fêrvant  au  relie  que  de 
lignes  droites  & de  cercles.  Mais  je  me  contenterai  ici  de  donner 
une  Réglé  generale  pour  les  trouver  toutes  par  le  moyen  d’une 
prabole  , à caulè  quelle  eft  en  quelque  façon  la  plus  fimple. 

Premièrement  il  faut  ôter  le  lecond  terme  de  î 'équation  propo- 
fée  , s’il  n’eft  déjà  nul , & ainlî  la  réduire  à telle  forme  z*  = * . 
a p z . aaq  . fi  la  quantité  inconnue  n’a  que  trois  dimenfions  ; ou 
bien  à telle  , £♦  = *.  apzz.  aaq  z.  a*r  , fi  elle  en  a quatre  s 
ou  bien  en  prenant  a pour  l’unité  , à telle  z = * . p z.  q , & à • 
telle  z-  =:*•  pzz.  qz.  r. 

Après  cela  , Fig.  131.  133.  134.  135.  fuppofant  que  la  para-  - 
bole  F AG  eft  déjà  décrite , & que  fon  aiffieu  eft  AC  D K L , ôc 
que  fon  côté  droit  eft  a au  1 , dont  AC  eft  la  moitié,  & enfin 
que  le  point  C eft  au  dedans  de  cette  parabole  , & que  A en  eft  le 
fommet  -,  il  faut  Fig.  131.  133.  135.  faire  CD  = {p , & la  pren- 
dre Fig.  131.133.  du  même  côté  qu’eft  le  point  A , au  regard  du 
point  C , s’il  y a •+■  p en  l’équation.  Mais  s’il  y a — p , il  faut 
Figure  133.  la  prendre  de  l’autre  côté.  Et  du  point  D Figure 
131.  133.  135.  ou_  bien  fi  la  quantité  p étoit  nulle , du  point 


La  Façon  generale 
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C Fig.  1 34.  il  faut  élever  une  ligne  à angles  droits  jufquesà  E , en 
forte  quelle  foit  égale  à 7 q.  Et  enfin  du  centre  E il  faut  décrire  le 
cercle  F G , dont  le  demi-diametre  foit  A E , fi  l’équation  n’eft 
que  cubique  , en  forte  que  la  quantité  r foit  nulle.  Mais  quand  il 
y a -h  r , il  faut  dans  cette  ligne  prolongée  A E prendre  Fig.  131. 
d'un  côté  A R égale  à r,  & de  l’autre  A S égale  au  côté  droit  de 
la  parabole  , qui  eft  1 ; & ayant  décrit  un  cercle  donc  le  diamètre 
foit  RS,  il  faut  faire  AH  perpendiculaire  fur  AE,  laquelle^  H 
rencontre  ce  cercle  au  point  H , qui  eft  celui , où  l’autre  cercle 
FGH  doit  paffer.  Et  quand  il  y a — r , il  faut  après  avoir  ainfi 
trouvé  Fig.  1 3 5.  la  ligne  AH , inferire  AI,  qui  lui  foit  égale , dans 
un  autre  cercle , dont  A E (oit  le  diamètre , & lors  c eft  par  le 
point  ly  que  doit  palier  FIG  le  premier  cercle  cherché.  Or  ce  cer- 
cle FG  peut  couper  ou  toucher  la  parabole  en  r , ou  1 , ou  3 , ou 
4 points  , defquels  tirant  des  perpendiculaires  fur  l’aiflieü  , on  a 
toutes  les  racines  de  l’équation  tant  vrayes  que  fauftes.  A favoir  fi 
la  quantité  q eft  marquée  du  figne  + > les  vrayes  racines  feront 
celles  de  ces  perpendiculaires , qui  fe  trouveront  du  même  coté  de 
la  parabole  , que  E le  centre  du  cercle , comme  FL  ; & les  autres 

comme  G K feront  faulfes.  / 

Mais  au  contraire  fi  cette  quantité  q eft  marquée  du  ligne  1 
les  vrayes  feront  celles  de  l’autre  côté  ; & les  faufles  ou  moindres 
que  rien  feront  du  côté  où  eft  E le  centre  du  cercle.  Et  enfin  fi  ce 
cercle  ne  coupe  ni  ne  touche  la  parabole  en  aucun  point  , cela 
témoigne  qu’il  n’y  a aucune  racine  ni  vraye  ni  faufle  en  l’équation, 
& quelles  font  toutes  imaginaires.  En  forte  que  cette  Réglé  eft 
la  plus  generale  Ôc  la  plus  accomplie  qu’il  foit  polfible  de  lou- 

^Edâ  démonftration  en  eft  fort  aifée.  Car  fi  la  ligne  G K trou- 
vée Fi"  1.31.  par  cette  conftruétion  fe  nomme  z,  AK  fera  zz 
ù caufe  de  la  parabole  , en  laquelle  G K doit  être  moyenne  pro- 
portionne entre  AK  & le  côté  droit , qui  eft  1.  Puis  fi  de  AK 
îôte  AC , qui  eft  7,  & C D qui  eft \f  , il  refte  DK  ou  EM,  qui 
cft  zz jp  — 7,  dont  le  quarréeft  *4  — 
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iP  + v Et  à caufe  que  D£,ou  KiW  eft^3  la  toute  G M eft 
z + fj,  dont  le  quarré  eft  zz+  qz+-\q q -,  & alfemblant  ces 
deux  quarrez , on  a z*  — pzz  ■+■  q z ~qq  ■+■ -t>t>  + Lp  ± pQur 
le  quarré  de  la  ligne  G £ , à caufc  quelle  eft  la  baie  du  triangle 
re&angle  EMG. 

Mais  à caufe  que  cette  ligne  G E eft  le  demi-diametre  du  cercle 
FG , ellefe  peut  encore  expliquer  en  d’autres  termes,  à fçavoir 
E D étant  \qi&cAD  étant  ~p  •+•  7 , E A eft  V^q  q -+-  ±pp  .+.  ±p  +x 
à caufe  de  l’angle  droit  A DE  , puis  Hz*  étant  moyenne  propor- 
tionelle  entre  AS  , qui  eft  1 , & A R qui  eft  r , elle  eft  /r  ; & 
à caufe  de  l’angle  droit  EAH,  le  quarré  de  HE , ou  EG  eft  if? 
■+-  \PP  -+■  if  •+■  i r*  Si  bien  qu’il  y a équation  entre  cette  fomme 

& la  precedente.  Ce  qui  eft  le  même  que  z*  = *pz  z qz  + r. 

Et  par  confequent  la  ligne  trouvée  g K , qui  a été  nommée  z , eft 
la  racine  de  cette  équation.  Ainfi  qu’il  falloir  démontrer.  Et  fi  vous 
appliquez  ce  même  calcul  à tous  les  autres  cas  de  cette  Réglé , en 
changeant  les  fignes  -+-  & — félon  l’occafion  , vous  y trouverez 
vôtre  compte  en  même  forte , fins  qu’il  foie  befoin , que  je  m’y 
arrête. 

Article  I. 


ConflruElion  des  Equations  cubiques. 


Réglé  I. 


L Or/qu’on  a connu , qu'un  Problème  du  troifiéme  degré  eft  fblide 
Part.  3 . Seét.  3 . Art.  1.  l'on  fait  évanoiiir  le  fécond  terme  de  l'équation* 
s’il  n’eft  pas  déjà  nul  : ce  qui  la  réduit  à cette  forme  £■’  — ♦ apz.  * a q\ 
ou  étant  * = 1 , z*  = * . pz  . q.  de  forte  pourtant  que  le  troifiéme  ter- 
me apz  , ou  p z peut  encore  être  nul  : ainfi  il  y a fix  formes. 


1.  £ 

Z.  £ 

3.  £ 

4.  £ 
y.  £ 
6.  £ 


— * . 

- * — , 


ou  £*  = *■+.  pz  -+-  q. 
ou  £ 1 = * -+■  pz  — q. 

OU£J  = * — pz  ■+■  q. 
q.  ou  £ 1 = * — pz  — q. 
q.  ou  = * * -+-  q. 

q.  ou  £•  = * * — q. 

Car  pour  les  formes , où  le  dernier  terme  aaq  ou  q manque  3 clics 

Ttt 


apz  h-  a aq. 
apz  — aaq. 
ap  £-1-  a aq. 

— * — apz  — a a 

— ♦ * -+-  a a 

— * * — a a 
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donnent  un  Problème  plan  » z*  = * =fc  »p  * * fe  réduit,  en  divifant tout 
par  = = ± V±-*p . qui  eft  un  Problème  plan. 

Réglé  II. 

Les  lignes  s , p , q font  près  de  Fig.  131. 

Si  l’on  veut  conftruire  le  Problème  cubique  avec  le  cercle  & la  parabole  : 
l’on  décrit  d’abord  une  parabole,  dont  le  paramétré  ou  côté  droit  eft  » =/, 

Z,1*'  le  fommet  A Fig.  *34.  t}6.  13 7. 13 8.  l’axe  A C = -j- s = . 

*>*• 

» s? . Réglé  III. 

*|i 

Lorfqu’il  y a -4 - f dans  l’équatipn , l’on  prend  encore  C D = ~f  fur  ce 
même  a$e  Fig.  136.  du  même  côté  qu’eft  le  point  C à l’égard  du  point  A. 

Mais  lorfqu’il  y a — f , l'on  prend  CD  = jp  fur  l’axe  prolongé  s’il  eft 
neccflàirc  , de  l’autre  côté  de  C , c’eft- à-dire  en  retournant  de  C vers  A, 

Fig.  137. 138.  Et  lorfque  / = #,/>*=  e , l’on  ne  prend  point  CD,  S& 
l’on  n’a  pas  le  point  D , Fig.  134. 

Réglé  IV. 

Au  point  D Fig.  136.  137.  138.  s’il  y a p dans  l’équation , ou  au  point 
C Fig.  134.  fi  p = o y l’on  élève  DE  ou  C£  = —q  perpendiculaire  à 
l’axe  C.  Et  du  point  E comme  centre , de  l’intcrvalc  E A Fig.  1 34.  1 3 6. 

13  7. 13  8.  l’on  décrit  le  cercle  F G A. 

Réglé  V. 

Il  peut  y avoir  autant  de  points  d’intcrfeclion  du  cercle  avec  la  parabole, 
qu’il  peut  y avoir  de  racines  dans  l'équation,  que  l’on  conftruit , c’eft-à-dirc 
qu’il  peut  y en  avoir  trois  ; s’il  y a un  pomt  touchant , il  n’y  en  aura  qu’un 
coupant , a caufe  que  le  point  touchant  équivaut  à deux  coupans , Part.  3. 

Seél.  i.  Art.  1.  U peut  auffi  arriver  que  le  cercle  ne  touche , ni  ne  coupe 

la  parabole  en  aucun  point. 

De  tous  les  points  d'interfeciion  ou  de  contact  l’on  abaifle  des  perpen- 
diculaires ou  des  appliquées  fur  l’axe  , ce  font  autant  de  racines  de  l’équa- 
tion à conftruire.  L’appliquée  tirée  d’un  point  touchant  marque  deux  raci- 
nes égales , ainfi  quand  le  cercle  touche  en  un  point  la  parabole , il  la  peut 
couper  en  un  autre  point  feulement , qui  donnera  la  troifiéme  racine  : 
mais  il  ne  peut  pas  la  toucher  une  fécondé  fois  , autrement  il  y aura  qua- 
tre racines  dans  une  équation  cubique , ce  qui  ne  le  peut.  Part.  1.  Scct.  1. 

Art.  1.  n.  9.  Les  points  qui  manquent , donnent  a connoitre  les  racines 
imaginaires  : ainfi  il  y a une  racine  imaginaire , s’il  n’y  a que  deux  points 
coupans , ou  un  touchant  j & deux  imaginaires  , s’il  n’y  a qu’un  point 
coupant  j mais  il  ne  peut  pas  y avoir  trois  racines  imaginaires , pareeque  , 
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le  cercle  coupant  la  parabole  au  fommet  A , doit  encore  neceflàirement  la 
couper  ailleurs. 

Au  refte  toutes  les  conftruftions  fuppofent  que  les  équations  cubique» 
font  élevées  au  quatrième  degré  par  la  multiplication  de  * = 0 , de  forte 
que  z'  = *■  -h p z-t-  q = 0 eft  équivalemment  **=*-»-  pzz  + qz 
= ».  Car  i°  la  foction  faite  au  fommet  de  la  parabole  donne  une  racine 
auffi  bien  que  les  autres  fcctions , 6c  ce  ne  peut  etre  que  z — » -,  t°  toutes 
les  preuves  donnent  le  premier  terme  de  quatre  dimenfions  6c  tous  les  ter- 
mes multipliez  par  l’inconnue  , lefquels  on  divifê  d’abord  par  l’inconnue 
égale  à zéro.  Ainfî  ces  preuves  donnent  quatre  racines. 

Réglé  VI. 

Lorfqu’il  ja  + j dans  l’équation  à conftruirc  , les  racines  vrayes  font 
du  même  coté  de  l’axe , où  le  centre  E Ce  trouve , comme  FL  -,  8c  les 

fauflès  font  de  l'autre  K G Figure  131.  Au  contraire  lorfqu’il  y.  a q 

les  racines  fâufïcs  font  du  côte , où  eft  le  centre  E , 6c  les  vrayes  de 
l’autre. 

Venons  aux  Exemples  , 8c  commençons  par  les  plus  fimples. 

Exemple  L z'  ==.**  + a*  q , z*  + q, 

i.L’On  a Liv.  1.  Part.  1.  Seét.  1.  Probl.4.  t1  = {*',  qui  fo  réduit 
en  fâifânt  ~a  = q,  1 , à.  zl  — xxq  — q.  L’on  a trouvé  dans  ce 
même  endroit  la  valeur  de  * , en  fuivant  les  Réglés  de  cet  Article.  * 

1.  L’on  a encore  dans  ce  même  endroit  x*  z=\c%  , ou  x ' = q en 
fâifânt  j = q , c = /.  La  valeur  de  x peut  fe  trouver  de  la  même 
façon. 

3.  L’on  a Liv.  i.  Part,  t.  Art.i.  n,i.r'=/i  + V»  a -h  b , ou  x * = q 
en  fâifânt  <*  ■+■  \/xx  +bh  — q. 

Je  décris  Fig.  134.  une  parabole  , dont  le  paramétré  eft  la  ligne  * , que  Fiau. 
je  prends  pour  l’unité  Réglé  1.  fur  l’axe  A B je  coupe  AC  = -j-  Reg.3.  m* 
au  point  C Réglé  4.  j’éleve  CE  = —q  perpendiculaire  à l’axe!  Et  du 
point  E comme  centre,  de  l’intervalc  EA  , je  décris  le  cercle  AGF, 
qui  coupe  la  parabole  en  F.  L’appliquée  FL  eft  la  valeur  pofitive  de  x 
Réglé  6.  pareequ’il  y a -+-  q.  Joignez  EA  , E F,  prolongez  LF  en  Z} 
du  centre  E abaiflcz  EM  perpendiculaire  fur  FI.  Nommez  AL, 
v;  LF,  x. 

Dem.  E C eft  — g — LM,  FM  eft  L M — LF,  ■-  q — x : par  la  natu- 
re de  la  parabole  PL1  — paramétré  1 y.  AL,  x x — iv , v — *■*  — 

A L i CL  eft  AL  — AC  , x x — [—EM. 

Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  E C A , p~Â'  = ITc*  ■+■  ~ÂC* 
ilï  + ï'  Dans  le  triangle  rcdangle  EMF,  — EM 1 -h  fmx  , x< 

T tt  ij 
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■+-i  A-^qq  — q *•  Mais  les  rayons  E A , EF  l'ont  égaux  : donc  "ÊZl  * 

—*Ff*1  » £f?f  + i = ** ■+■  %-*•  x\—^xr=  9 » *’  = ?* 

Ainli  FL  a été  bien  luppolee  égale  à jf.  Ce  qu’il  fàlloit  démontrer. 

La  racine  vraye  de  x1  — q eft  donc  x = ÿq  ; fi  l’on  divife  l’équation 
x*  — y=o  par  x — i/q,  le  quotient  eft  x x x g -+-  ÿ g g , qui  con- 
tient  les  deux  autres  racines  qui  font  x = — •fy'? 
imaginaires. 


Exemple  II.  æ*  = **  — *<*y . 2.»  =** — q. 

T*,  » 

F Aites  la  même  conftrucftion  que  Ex.  i.  n.  3 . parcequ’il  y a — q , l’ap- 
pliquée FL  eft  — * Réglé  6. 

Dém.  EC  eft  -f?  — EM  i FAI  eft  LM  — LF,  -±‘q  + î|  par  la 
nature  de  la  parabole  AL  eft  *5  comme  Ex.  x.  & CL  = AL  — AC, 
z.z,  — + = EM.  _____ 

Vous’avcz aufii  dans  le  triangle  rectangle  EC  A_,  e A1  — E cx  •+•  A c\ 
iqq  + i-,  dans  le  triangle  reétangle  EMF,  e F1  — E FM1  » 

l-ir^qq  + Et  fi  vous  comparez  E A 1 &L  E F*  y 

il  viendra  z»4-t-  qz  = 0 , zl  =.  — q.  z — ÿr' — g . Ce  qu.il  fàlloit 

démontrer.  

Les  deux  autres  racines  font  a = — 7 y'  — q ± V — irrut' 

ginaires. 

Exemple  IIL  z * = *•+■  apz  ■+■  *nq . -t- = * pz  + g. 


Il  O. 
»!«• 


x . L’On  a Liv.  z.  Part.  3.  Sert.  z.  'Art.  4.  n.3.  x1  -+■  \ppx  — pvx  — 
\xpp-».  qui  fc  réduit  à x*  * — } x—  1 = 0 , en  prenant  />  =/.  v 
1-  j ± t ? y»  — * -+-  /x  + /.  où  1 répond  à p de  la  formule  , 

& 1 à q.  * 

11  faut  décrire  Fig.  Z36.  la  parabole  AF,  dont  le  paramétré  foit  p — r, 
l’axe  AL,  le  fommet  A,  Règle  z.  fie  couper  AC—'-.  Enfuite  Réglé  3. 
l’on  prendra  CD  = f.  Parcequ’il  y a -+-  3 , au  point  D , Réglé  4.  l’on 
élèvera  la  perpendiculaire  Z>£=t  > & du  point  E comme  centre  , de 
l’intervalc  E A l’on  décrira  le  cercle  FG  A , qui  coupe  la  parabole  A F 
aux  points  F . G , g.  Les  droites  FL,  GK,  g k tirées  de  ces  points  per- 
pendiculairement fur  l’axe  AL  font  les  valeurs  de  x Réglé  y.  & Règle  6. 
FL  eft  une  racine  vraye  , G K , g k deux  faillies.  Ce  qu’il  faut  montrer 
au  point  G , en  fuppofant  G K = — x , A K = y. 

Dém.  ED  eft  -f  = mK  -,  Gw  eft  GK  -4-  n>K  , — x j- } par  la 
nature  delà  parabole  CKX—  paramétré  r X AK,  xx  = r y ,y  = x x 
= AK  ; AD  eft  AC  -+-  CD  , K+±=nKDcfiAD  — AKt*  — 
x x~Emi  ED  eft  ± = mK>  Gm  = GK-+Km , —x  + {. 
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Maintenant  Ta  * = AD * •+■  D£ 1 , 4 -t-;  : TgJ_  — Gm  1 -+- 
**  — — -fX-r-t-*4.  Donc  £ A1  —EG  \ 4-*-'-=  xx — 

-+-  4 4XX-+-X*  , x*  — j xx  — x = o -,  x'  J x -h  i. 

Ce  qu’il  &c. 

On  peut  faire  la  démonftration  au  point  F en  fuppofànt  FL  = -4-  x j 
ALz=y  i & au  point  g en  fuppofànt  gk  = — x , Ak=y. 

î.  L’on  a Liv.  3.  Part.  3.  SccL  5.  Art.  1.  n.  1.  x * — 7 xx  •+•  sx  — 
12  = 0 , dont  vous  ôterez  le  fécond  terme  en  fàifànt  x — * = v , v 

7 =x-  — 7'  . 

Ce  qui  donne  v * * — ±±v  — — os  v 1 = * -4-  ±±v 

Faifons  r = a , ±±z=zp,  — q.  L'équation  fc  changera  en  v * = ♦ -+- 

x p v -j-  a xq.  • 

On  conftruira  cette  équation  en  coupant  AC  = {*,  CD=  \p,  en  éle- 
vant la  perpendiculaire  DE  = \q  }. le  cercle  ne  coupera  la  parabole  qu’en 
un  point  F r St  l’on  n'aura  qu’une  racine  vraye  > les  deux  autres  étant 
imaginaires. 

FL  , v étant  ainfi  trouvé,  fi  on  lui  ajoute  f , l’on  aura  la  valeur  de  x 
qu’on  cherche. 

3.  On  pourra  conftruire  de  la  même  maniéré  l’équation  , qui  fe  trouve 
Liv.  3.  Part.  z.  Scci.  z.  Art.  3.  n.  z. 

Exemple  IV.  ■=.'=*-+-  xpz — **  q.  z ' = z — q. 

I L n’y  a point  d’autre  différence  de  l 'Exemple  3 . fi  ce  n’eft  que  Rcgle  6. 
FL  eft  la  racine  faufïè  , St  que  les  autres  font  les  vrayes. 

1.  Il  fera  doncaiféde  conflruire  l’équation  de  Liv.  z.  Part.  3.  Soft.  z. 
Art.  4.  n.  3.  x’  * -t-  \ppx  — fvx->r  \xpp  — o , qui  fc  réduit  à x 1 = 
* 3 x — / , en  faifànt  p = 1 , v=  \ , a=  2.  L’on  trouvera  deux 

racines  vrayes  G K,  gk  , St  une  fàuflê  F L. 

z.  Et  l’équation  de  Liv.  z.  Part.  3.  Seét.  z.  Art.  y.  $.  z.  x ' * — 
±axÿ2  =?,  qui  fé  réduit  à x*  = * -+-  apx — xx  q , en  fàifànt 

»—  1 ,±J/2  — p , -~x  = q.  L’on  trouvera  deux  racines  vrayes  G K 
g t » une  fauflc  FL. 

C’eft  la  même  chofc  de  y * * — ~xyl/  2 -+■  ±^x' , qui  eft  au  même 
endroit.  » 

3.  L’on  a Liv.z.  Part.  z.  Seft.  3.  Art.  1.  Ex.  3.  y*  — ■+•  9**y 

-+-  2 a * = » , qui  ne  peut  fc  divifér  par  aucun  binôme  , l’on  fait  Réglé  1 . 
évanoüir  le  fécond  terme , en  prenant  y — 2x  = z, , z,  ■+■  2 * ■=  y , & la. 
réduite  eft  * — 3xxz+-  4 x*  = 0 , z,'  = * -+-  3**2.  — 4 <*  * . z-v  — 
*-*-xpz, — xxq,  en  fàifànt  jx  — p,  4Xz=zq. 

Pour  la  confltruftion  décrivez  Règle  z.  la  parabole  AF,  Fig.  137. 
dont  le  paramètre  eft  x =.  1 » le  fommet  A , l’axe  A C : prenez  A C 

T t t iij 
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Aj»  ) parccqu’il  y a — p -,  prenez  CD  = \p , en  allant  de  C vers  A Réglé 
3.  Au  point  D Réglé  4.  élevez  la  perpendiculaire  DE  = ~ q . Du  point 
E comme  centre  , de  l’intervalc  E A , décrivez  le  cercle  A F,  qui  coupe- 
ra la  parabole  au  point  F i tirez  F L appliquée  à Taxe  ; parccqu’il  y a -1-  q , 
c'eft  une  racine  vrayc.  Nommez  FL  , z,  AL,  v.  joignez  E A , EF-, 
prolongez  FL  en  M , abaiflcz  la  perpendiculaire  EM. 

Dém.  E D e(i  $q  = L M s F M ed  LM  — LF,  ±q  — z:  DA  eft 
CD  — AC,  \p — 7*;  par  la  nature  de  la  parabole  FLX  = *x.AL, 
g.  z.  = * v , v = 77  = AL  • DL  = DA  AL  , \p  — -y- 

ses  EM. 

A prcfént  dans  les  triangles  rectangles _ED  A , E MF , qui  ont  les 
rayons  EA,  E F pour  baies  ; E Ax  — E Dx  ■+■  DAX , — 

\*p  A-  = E Fx  = EMX  -+-M  Fx  ,^pp--i*p  + 

-±qq—qz-y-zz,  qui  fe  réduit  à r-jj±  ■+•  q\.=  o,  z' =* 

^-Apz-y-AAq.  Ce  qu’il,  &c. 

Le  cercle  AF  ne  peut  jamais  couper  la  parabole  , que  dans  un  point , 
ainfi , il  ne  peut  y avoir  qu’une  valeur  de  z.  Si  à z ainfi  trouvée  vous 
ajoutez  J a , vous  aurez  la  valeur  de  y» 

Exemple  V.  *.'=* — Apz  + AA  q.  = * — pz- 4-7. 

z.O  N a Liv.  3.  Part.  3.  Scét.  j.  Art.  3.  n.  3.  x * — sr+i*  — 1 — •> 
dont  on  fait  évanouir  le  fécond  terme  en  prenant  x — '-  = z, 
la  réduite  eft  *'  * -4-|æ  -*■  — — 0 , z*  = * — \z  + fi  qui  fc  conf- 
truira  comme  l’équation  de  n.  1. 

On  a Liv.  3.  Part.3.  Secl.  j.  Art.  4.  n.  3.  z 1 = * — ss  + /.  dont 
la  conftruftion  eft  fcmblable  à celle  de  n.  1 . 

Exemple  VI.  z>  = * — xpz  — **%.  z>  — * — pz  — q. 

I L n’y  a point  d’autre  différence  de  cet  Exemple  & du  precedent , fi  ce 
n’cftque  Réglé  6.  la  racine  FL  eft  — z , pareequ’il  y a — q. 

1.  On  a Liv.  3.  Scct.  j.  Art.  4.  n.  4.  y * — yy  ■+■  y -+-  / = e . Pour 
faire  évanoüir  le  fécond  terme  , nous  prendrons  y — 7 = * , s + f =y , 
& nous  formerons  z‘  * -+-  j-  « -t-  if  = 0 j z'  — * — 7 e — ff . ou  z * 

■ — * — apz  — x*q  , en  faifànt  a=  i.p  = 7 , y = ff. 
n*.  La conftrudion  fc  fait  Fig.  138.  en  prenant  AC  = ‘ a . CD  —~p, 
»it  DE  = \q\  le  paramètre  de  la  parabole  AC  étant  a.  L’appliquée  FL  eft 

— z.  Nommons  AL  , v. 

Dém.  ED  eft  7?  = LM  -,  FM  eft  FL  — ML,  — z — 7 y ; DA  eft 
AC  — CD,  j a — -fp  > par  la  nature  delà  parabole  flx  = a'/.AL,zz 

— av,  v=z^  — ALi  DL  — AL  — AD  , *£—\*+±p=EM. 
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Après  cela  dans  les  triangles  redangles  ED  A , E MF , dont  les  bafès 
E A,  EF  font  égales,  E A1  ?=  £Z)‘  + fl^‘)  •+■  ^aa  — f*/>  ■+■ 

~PP  — T~f'  =E~Ml  + MF*  'T*  — + — ~ap  -h-~pp 

+ :î  + qz^-^qq  ; qui  (è  réduit  à -h  + q z = » -,  *•  = * — 
apz — aaq.  Ce  qu’il , &C. 

Si  à FL,  — z ainfi  trouvée  l’on  ajoûte  j , l'on  aura  z ■+■  ~ —y. 
z.  Il  y a Liv.  z.  Part.  3.  Seél.  z.  Art.  j.  5.  t.  n.  y.  jr*  — \ *yy-+-  jaay 
•+■  2»'  = 9. 

Pour  ôter  la  fraction  je  fais  2 y = v , y = ~ , je  change  l'inconnue  y 
en  v , je  multiplie  le  fécond  terme  par  2 , le  troifiéme  par  4 , le  quatriér 
me  par  <?.  Ilvientv1 3  — javv  -4- 1 2 a a v ■+■  lé*1  »,  Pour  ôter  le 
fécond  terme  je  prends  v — a = z , z + 4 = v , ce  qui  donne  la  réduite 
z1  * -f.  ça*  z ■+■  26  a * = 0 j z J = * — .p*/*  z — 264' , g,  ' 
ap  z — aa  q , en  fuppofànt  p = fi  a , q ■==  2<fa. 

3 . Il  faut  conftruire l’équation  s * = * — p z — q.  étant  p =y  = 1 
Fig.  139. 

Le  paramétré  de  la  parabole  AF  eft  / ^4  C eft  {■ , CD  eft  | =jp  i*,,, 
& le  point  D tombe  fur  le  fommet  A -,  DE  eft  \=.±qz=ML=zEF-, 
FL,  — zi  FM  eft  FL  — ML  , — z — f j par  la  nature  de  la  parabole 
EL*  = r XAL,  vi  zz=*  = EM. 

Dém.  Dans  le  triangle  redanglc  EM  F-,  e fx  = £ Ml  •+■  FM1 , ~ = 

Z*  •+■  ZZ  -4- Z -+-  -i  ; + = « j **=*  — £ — / — * — pz 

— y.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

A R T I C L E II.  . 

ConjlruElïon  des  Equations  quarre-quarrées. 

Réglé  I. 

LOrfqu’on  connoît  qu'un  Problème  du  quatrième  degré  eft  fôlide  , l’on 
fait  évanoUir  le  fécond  terme  de  l’équation , s’il  n’eft  pas  déjà  nul  ; ce  qui 
le  réduit  à cette  forme  z+  = * .apzz.  aaqz  . alr,  oufuppofânt  M — r, 
z*  = * . p zz . q{.r.  de  forte  pourtant  que  outre  le  fécond  terme , il 
peut  encore  manquer  le  troifiéme  : ce  qui  donne  douze  formes. 

1.  z4 * * 7  -4-  apzz  -4-  aaqz  +■  a'r . ou  z*  =z*  -t-pzz  + q^+  r. 

z.  z4  = * -+-  apzz — aaqz  -f.  a’r.  our4=  * + pg,z — qz-4-r. 

3.  z*  = * -*-  ap  zz  -h  a a q z — a r . ou  z*  = * -t-p z z +q z —■  r. 

4.  £4  = * -+.  apzz  — aaqz  — a'  r . ou  z*  = * +p  zz  — q z — r. 

f.z*  = * — apzz + **qz+a,r.  ou  z*  = * — pzz  -4-  q z -4-  r. 

(.  z4  = * — apzz  — *aqz-4-alr . ou  £4  = * — pzz  — qz-t-r, 

7.  z*  = * — ap  zz  ^.aaqz — «’r  . ou  *4  ==*  — pzz  -4-  qz  — r» 


Digitized  by  Google 


Ti». 

i)i. 

MI- 

MI- 

140. 

*4'. 

14». 

»4J- 

*44- 


51*  Commentaires  sur  la  Geometrie 


8.'  *♦  = *— 

Ap  Z Z AAq^ A'r  . OU 

r4  r=*_ 

p z z 

— qz — r. 

vp 

♦ 

11 

* 

* 

AAq  z -+-  * r.  ou 

r4  — * 

* 

-+-?l+  r. 

* 

— ««js  + *'r.  ou 

Z*  — * 

* 

? £-+■  r’ 

1 I.  Z*  ==  * 

* 

•*-AAqg. — x»’r.  ou 

*4  = * 

* 

■+■  ? £ — r» 

II.  Z4  =* 

* 

— aa  q z — a'  r . ou 

z,  * zs  ^ 

* 

— qz  — r. 

Car  pour  les  formes  où  le  cinquième  manque  avec  le  feconct  2. 4 = * 
. a pzz . z*  , elles  le  reduifent  au  troifiéme  après  qu’on  a divile  par 
z,,  =.*  . Apz.  AAq  . celles  dans  lelquelles  le  quatrième  terme  man- 

que outre  le  fécond  *4  = 4 . Apzz* . a'  r , elles  font  du  fécond  degré 
» 4 . a p z z — . a ’ r . celles  où  le  fécond  , le  troifiéme  & le  quatrième  ter- 
mes font  nuis  £4  = **  * . a 1 r , ce  font  encore  des  Problèmes  plans  zz 
— V*'  r ,*  = ///»' r. 


Réglé 

II. 

Comme  Réglé  1. 

Art.  1. 

Réglé 

III. 

Comme  Règle  j. 

Art.  1. 

Réglé 

IV. 

Au  point  D Fig.  131.  133.  235.  lorlqu’il  y a p l'on  éleve  la  perpen- 
diculaire D E = \q  3 ou  au  point  C , s’il  n’y  a point  de  p , l’on  cleve  CE 
— \q>  F‘S*  x4°4  2+I*  24-2‘ 

Réglé  V. 

On  joint  EA,  fur  laquelle  prolongée  l’on  prend  d’un  côté  du  fommet 
A la  ligne  AS  =.*  = t , 8c  de  l’autre  AR  = r.  Enfuite  fur  le  diamètre 
R S l’on  décrit  le  cercle  RH  S , & au  point  A l’on  élevé  la  perpendiculai- 
re A H,  qui  coupera  le  cercle  R HS  au  point  H. 

Réglé  VI. 

Lorlqu’il  ya  + r dans  l’équation  , du  point  E comme  centre  , de  l’in- 
tcrvale  E H l’on  décrit  le  cercle  HGF , Fig. .2 3*.  233.  *43. 

Lorlqu’il  y a — r , avant  que  de  décrire  ce  cercle  G F , l’on  décrit  en- 
core fur  le  diamètre  AE  le  demi-cercle  AIE,  dans  lequel  on  inforit  la 
droite  AI— AH.  Alors  du  centre  E , de  l’intcrvalc  E I l’on  décrit  le 
cercle  FGI,  Fig.  2^2.  235.  244. 

Réglé  VII. 

Le  cercle  F H peut  couper  la  parabole  en  autant  dé  points  , que  l’équa- 
tion peut  avoir  de  racines , c’eft-à-dire  en  quatre.  Chaque  point  touchant 
jnarque  deux  racines  égales  > II  le  cercle  coupe  la  parabole  au  fommet  il  y 

aura 
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aura  une  racine  égale  à zéro  , Fig.  144.  fi  le  cercle  coupe  la  parabole  en 
un  point , ôc  la  touche  en'un  autre  , il  y aura  une  racine  imaginaire  ; s’il 
la  coupe  en  un  point  feulement  fans  la  toucher , il  y en  aura  trois  imagi- 
naires -,  s’il  la  touche  en  un  point  fans  la  couper  ; il  y en  aura  deux  ima- 
ginaires 2 enfin  s’il  ne  la  coupe  5c  ne  la  touche  point , les  quatre  racines 
font  imaginaires  ; elles  font  auffi  toutes  imaginaires  , lorfque  le  cercle  ne 
peut  pas  ctre  décrit , comine  Fig.  141.  De  chaque  point  coupant  ou  tou- 
chant l’on  tire  des  appliquées  à l’axe  AC  , qui  font  les  racines  de 
l’équation. 

Réglé  VIII. 

a Lorfque  dans  l’équation  il  y a -4-  q , les  racines  vrayes  font  du  même 
côté  de  l’axe  , où  le  centre  E fè  trouve , ôc  les  faufTes  de  l’autre.  Au  con- 
traire lorfqu’il  y a — q,  les  racines  fauflès  font  du  côté  de  l’axe  , où  le 
centre  E fè  trouve , ôc  les  vrayes  de  l’autre. 

Je  vais  donner  des  Exemples  de  plufieurs  formules , en  commençant 
par  les  plus  fimples.  * 

Exemple  I.  = * * + aaqz  -4-*’  r.  z*  = **  + qZ  + K 

D Ecrivons  Fig.  240.  la  parabole  F AG  Réglé  I.  dont  le  paramétré  A P, 
* = / , le  fommet  A , l’axe  A C , fur  lequel  nous  couperons  AC  — ± a. 
Au  point  C élevons  la  perpendiculaire  CE  = ~q  Règle  4.  Par  les  points 
A , E menons  l’infinie  ES  , fur  laquelle  Réglé  y.  nous  prendrons  AS  = 
*,  A R = r j fur  le  diamètre  RS  nous  décrirons  le  demi- cercle  R HS  ; 
& au  point  A nous  élèverons  A H perpendiculaire  à R S.  Parcequ’il  y a 
-4-  r , du  centre  E Règle  6.  de  l’intervale  £ H décrivons  le  cercle  FGH, 
qui  coupe  la  parabole  aux  points  F,  G , dcfqucls  nous  tirerons  fur  l’axe 
AC  les  appliquées  FL,  GK,  qui  font  les  racines  de  l’équation,  Réglé  7. 
ôc  parcequ’il  y a ■+■  q , Règle  8.  FL  cft  une  racine  vraye  -+-  z , G K une 
fauflè  — a.  Joignons  EH,  EF,  E G -,  du  point  E abattions  fur  FL  la 
perpendiculaire  EM  , ôc  élevons  fur  G K prolongée  la  perpendiculaire 
£ m.  Nommons  AL  , AK,  x. 

Dém.  Au  point  F,  Â7i*  = ARx  A S , ars  &iAH  = V*r:  de  plus 
ML  ==EC  , 7 q } FM  z=  FL  — ML,  z — 7 j ; par  la  nature  de  la  para- 
bole FL1  = AP  x AL,zz  = ax2_x  = *£==AL  j C L = A L — 
4C,  ¥—ja  = EMi  ea * = EC1  A C*  , \q  q ■+■  dans  le 
triarfgle  rectangle  E CA. 

Maintenant  dans  les  triangles  rectangles  E MF  , E A H , nous  avons 
£ f1  = E M*  ■+■  F M 1 , fi  — + + — q^-t-  L qq  £~fi  2 

= TÂl  -+-AH1,  £qq+  +*r  j — q 1=  a r * = * * + 

n.  a n 2 - a.  * r. 


Fio; 

140. 
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Au  point  G nous  avons  aufli  a H1  =■  *r  $ m K =E  C , ~q  s mG  — 
mK  + KG,  7 q — c i KG1  = AP  y,  A K ,_zz  = a x 5 x = ~ — 
s4  K -,  K C=AC — AK,  '-a  — ^—Em;  £ A1  = j??  -+-  ±aa. 

De  plus  dans  les  triangles  rectangles  EmG  , EAH  , nous  avons 

~ÊG  * = £»*  1 ■+■  «Tg  * > — + 7fî—  fs 

±qq-t-  + <»r  , « 4 = * * -t-  aaqz  -+-  «’r.  Ce  qu’il  fiai  loi  t 

démontrer. 

FL  , * eft  donc  la  racine  vraye  5 KG  , — £ la  fuuflè  ; les  deux  autres 
font  imaginaires , Réglé  7. 

Exemple  II.  * + = * * — aaqz  -4-  n'r.  s. 4 = * *—  q z ■+■  r. 


C Omme  Exemple  I.  excepté  Réglé  8.  FL,  — z -,  KG  z -,  F M ■= 
FL  — ML , — £ — \q,  mG=m  K -hKG  ,jq  + z.  __ 

Au  point  F dans  les  triangles  rc&angles  E MF,  E AH ÿ E F*  = £ m* 

M-  Jm%  , n — VL+f  * * ■+■  ~ 4 + f * ■+•  7 1 1 — ' = Ë-j 1 ■+■  1h' . 

J.qq  + 1-aa-i-ar-,  ^-4-  q z = a r ; *,♦—**  — aaqz-+-  /»  » r. 

4 Au  point  G dans  les  triangles  rectangles  EmG  , EAH } £ G 1 = E m * 

-t-  wfi  * > 7'*'*  — ■+■  Îb’+'ïîî  ■+■  <1^+  — Ë H*  > 7 ??  -+-  7 


-4-  /»rj  77  -r-  qz.z=*r-,  z*  = **  — **}{,+  *Jr. 


Exemple  III.  £*  = ** -h  — *’ r.  z*  =**  + qz.  — r. 


, . Q_Ue  cette  équation  foit  æ4  = * * •+■  r z — 7 , de  forte  que  q — 7 , r 
= ;,«  = r. 

»'«■  j"c  décris  Fig.  141.  la  parabole  F AG  , dont  le  paramètre  AP  — a,  le 
fommet  A , l’axe  A C Réglé  1.  fur  lequel  je  prends  AC  = ±a.  Au  point 
C Réglé 4.  j’éleve  la  perpendiculaire  EC  = ±q—\.  Par  les  points  E , 
A Réglé  y.  je  mene  l’infinie  EA  S , fur  laquelle  je  prends  AS  =a  , A R 
— ~z=r>  fur  le  diamètre  A R je  décris  le  demi-cercle  RHS  ,&cau  point 
A j’éleve  la  perpendiculaire  A H.  Et  parccqu’il  y a — r,  Règle  6.  fur  le 
diamètre  AE  je  décris  encore  le  demi-cercle  AiE  , dans  lequel  il  faut 
inferire  une  ligne  A I — AH  -,  mais  comme  cela  ne  fc  peut , à caufe  que  le 
demi- cercle  Ai  E eft  trop  petit  , le  Problème  eft  impoflïble  , Règle  7.  &c 
toutes  les  racines  de  l’équation  font  imaginaires. 

i.  Que  l’équation  loit  z*  =**-¥•  s z — 7 j & 31  = / > r ss  7 > 
a — 1. 

Tl •.  Je  décrirai  Règle  1.  Fig.  141.  la  parabole  F AG,  dont  le  paramétré 

1 , le  fommet  A , l’axe  AC  , fur  lequel  je  coupe  AC  — Au  point  C 
Réglé  4.  j’éleve  CE  = \.  Je  tire  l’indeterminée  E AS  Réglé  j.  fur 
laquelle  je  coupe  AS  = / , AR  — ~,  fur  le  diamètre  RS  je  décris  le 
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demi- cercle  RH  S -,  & au  point  A j’élcvc  la  perpendiculaire  AH.  Parce- 
qu’il  y a — r , Réglé  6.  je  décris  encore  le  demi-cercle  El  A fur  le  dia- 
metre  A E , dans  ce  demi-cercle  j’inforis  Al=  AH-,  & du  centre  E , 
du  rayon  EJ  je  décris  le  cercle  lfF  , qui  coupe  la  parabole  aux  points 
/,  F ; d’où  Réglé  7.  je  tire  les  appliquées  fl  , FL  perpendiculaires  à 
l’axe.  Ces  deux  appliquées  font  Réglé  8.  les  deux  valeurs  vrayes  de  l’é- 
quation. Je  nomme  FL,  fl,  h-  z;  AL,  Al.-i-x-,  du  point  E j’abaillè 
E M perpendiculaire  fur  FL  , & j’éleve  E m perpendiculaire  for  //pro- 
longée , je  tire  encore  les  rayons  égaux  El , EF , Ef 

Dém.  Au  point  f AH 1 =RAyAS  , ^=Tl1  -,  CE  cd\=lms 

mf  cd  ml  — fl  , f — z ; par  la  nature  de  la  parabole  flx  — AP  y.  Al, 

zz  — rx=  Al  i Cl  — AC  — Al , ~ — zz—Em  j TÂ  1 = sfc ' ■+■ 

Ë C1 , 7 ■+■  = *£  i 8c  dans  le  triangle  El  A,  Tl1  — Ta  * — y/?* , 

U 1 — g. 

2 2 * 

A prefont  dans  le  triangle  rectangle  E mf,  l’on  a Ef1  — T» 


- Pmf , 

Lf—  Sf+zz—E  1 , Ci  z 4 _ s z -+-  0 i z* 

Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Le  même  peut  fc  démontrer  au  point  F.  Ainfi  FL,  fl  font  les  deux 
racines  vrayes  de  l’équation , les  autres  Réglé  7.  font  imaginaires. 


j — zz+z 

* * 


Exemp.  IV.  z*  =Z  * -h  af>  zz  + tiaqz  ■+■  a'  r.  z 4 =*+^+j.+ri 
O N a Liv.3.  Part.3  . Sect.  y.  Art.4.  n.  1.  z 4 — nzi  a-j/zz- 

-t-  / — 0. 


— * 


ôc  après  avoir  changé  x en  v , en  multipliant  le  fécond  terme  par  4 , le 
troifiéme  par  iti  , le  quatrième  par  64  , le  cinquième  par  2 s <f  5 la  trans- 
formée fora  x*  = * -+-  390XX  -f-  37<>4x-\-  7939'  Soit  70=*,  que  je 
confidere  comme  l’unité  -,  p — , afin  que  ap  foit  390  > * a — 490 „ { 

? , afin  que  foit  3704  »'  *'  = 343000  , r=  jljLZ-  i afin 

que  «'  r foit  7939  > & la  derniere  transformée  fora  x*  — * _t_  apzz 
-h  a a q z -i-  a > r. 

On  décrira  Fig.  143 . la  parabole  F A G , dont  le  paramétré  AP a,  Fie. 

le  fommet  A , l’axe  AC  Règle  z.  for  lequel  on  prendra  AC— 

& Réglé  3 . CD  =\p.  Au  point  D Réglé  4.  l’on  élevera  la  perpendicu- 
laire DE  — \q-  Par  les  points  E , A Réglé  5.  l’on  tirera  l’infinie  AS , 
fur  laquelle  on  coupera  d’un  côté  A S — a , de  l’autre  A R = r > for  le 
diamètre  R S l’gn  décrit  le  demi-cercle  R H S , Sc  au  point  A l’on  cleve  la 
perpendiculaire  A H.  Du  centre  E Réglé  6 , de  l’intervale  EH  , l'on 
décrira  le  cercle  HGF,  qui  coupe  la  parabole  aux  points  G , F:  defoucls 

Vv  v ij 
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Règle  7.  l’on  mene  les  appliquées  à l’axe  ; FL  , qui  Réglé  8.  eft  la  racine 
▼raye  de  l’équation  ; G K,  qui  en  eft  la  fauflè,  les  deux  autres  étant  imagi- 
naires. L’on  nommera  donc  FL,  -4-  * G K , — x i AK  , AL  -,  y ; AD, 
j * -h  du  point  E l’on  tirera  les  perpendiculaires  E M , Em  fur  FL, 
G K prolongées  -,  &.  les  rayons  égaux  EH,  EG  , EF. 

Dcm.  Au  point  G.  a H ~ — E A x AS , ar  -,  dans  le  triangle  reétangle 
EDA,  Ta*  = ED1  -+-  DÂl , \qq  «P  ^ p P ; DE  eft  ÿq 

= Kr»i  Gm=.Km-hG  K,  jq  — xi  par  la  nature  de  la  parabole  GK  v 
= AP  y.  A K , xX  — Ay,y=^— AKjKDeit  AD  —AK,  '-a. 

+ ît  -¥=£>*• 

Maintenant  dans  les  triangles  rectangles  EmG  , EAH,  E G1  = E m1 
•+• mG 1 — EH1—  ËTl1-*-  AH'  , prenezles  valeursdc  JTg  1 & de  Fh1, 
yous  trouverez  4 = * -y-Apxx-t-AAqx-y- a*  r. 

On  fera  aifément  la  déinonftration  au  point  F.  Quand  ona  ainfi  trouvé 
FL,  x , fi  on  la  divife  par  4 , ce  fera  f = v , & fi  à v l’on  ajoute  — , 
l’on  aura  v ■+■  = z que  l’on  cherche.  De  même  K G eft  — v , — - 

= -*>  -v-EL=-l. 

Ex.V.  z*  — * -bApzz — taqzJr  *'  r.  z*  =*  + pzz  — q r» 

C’Eft  l’Exemple  que  M.Descartis  confinait , & qu’il  démontre 
f„.  Fig.  131.  L’on  fait  la  même  conftruction  que  dans  l’Exemple  IV.  il  faut 
»»’•  feulement  concevoir  encore  les  rayons.  £ G , EF  tirez  ,5 c Em  perpendi- 
culaire fur  F L. 

Dém.  Au  point  F.  Soit  FL,  -»-  £>  AL,  -+■  y > AD==AC-hCD,j* 
i Fh1  = RAyAS  , r r -,  car  S A égale  au  paramétré  de  la  para^ 
bole  eft  r ; dans  le  triangle  rectangle  EDA,  FF 1 = ED1  -+-  dF 1 , 
^qq  fi*-*-  * P + i PP  s £>£eft  f g — mL  -,  F M — FL  — m L , Z 

— 1 q i par  la  nature  de  la  parabole  FL 1 — le  paramétré  r x AL,  zz 

— r y , — AL;  DL  = AL  — AD,  zz  — — ip  = Em. 

Après  cela  dans  les  triangles  rectangles  E m F,  EAH,  nous  avons  FF 
— Fm'  -*-Fml  = EH1  = FÂ1  Ar  A h\  ce  qui  donne  z*=*-t-pzz 
■4-qz-Jt-r. 

Ex.  VI.  z4=.  * -\-*p  z z — aaqz  — a1  r.  z*  — *-*-  p~z  — qz  — r. 

Soit  l’équation  à conftruire  ~4  — * -t-  yzz  — — j- , de  forte  que 

A=t,p  — s, q—z.r={. 

Ii«.  Décrivez  Fig.  135.  la  parabole  F G A , dont  le  paramétré  eft  a — / » 
13  le  fommet  A , l’axe  AC  , fur  lequel  vous  coupez  AC=ja  -,  audeflous  de 
C , pareequ’il  y a ■+  p , Réglé  3.  vous  prenez  encore  CD  — ±p.  Au  point 
D Réglé 4.  élevez  la  perpendiculaire  D £ = £ ?•  Par  les  points  E , A, 
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Rcglc  J.  menez  l’infinie  £ AS , fur  laquelle  vous  coupez  AS  — a,AR  — 
rs  fur  le  diamètre  R S décrivez  le  demi-cercle  RH  S , &au  point  A éle- 
vez la  perpendiculaire  A H.  Parcequ’il  y a — r ,.  Rcglc  6.  for  le  diamè- 
tre A E vous  décrivez  encore  le  demi-cercle  AIE  , dans  lequel  vous  inf- 
crivez  AI  = AH,  & du  centre  E,  de  l’intervale  El,  vous  décrivez  le 
cercle  IGF,  qui  coupe  la  parabole  aux  points  F ,f,  G,  g-,  delquels 
Réglé  7.  vous  tirez  les  appliquées  à l’axe  FL,  fl,  GK,gk.  Parcequ'il 
y a — q , EL , fl  font  les  valeurs  fouflès  — z , G K , gk  les  vrayes-t-*> 

& l’équation  a quatre  racines  réelles.  Les  AL,  Al , AK,  Ak  font  -+•  x. 
Joignez  EF,  Ef , EG , E g ; & du  point  E tirez  des  perpendiculaires 
fur  chaque  appliquée. 

Dém.  Au  point  G . Â~H‘  = A S x A R,ar  — AI-,  AD  cft  -*-±pi 
& dans  le  triangle  rectangle  EDA,  a £*  — Âï>1  •+■  DE1 , -iJa+laf, 

~pp  ■+■  \qq.  Concevez  le rriangle  rectiligne  EIA,  e /*  = JTa  1 AI1, 

-4-  ±pp  -h  ~qt]  = a r ; par  la  nature  de  la  parabole  Jcg  * = 

* XKA,  zz  —ax,  x AK,  MK  — ED  , ~ q -,  G M — z -b- 

Tîi  DK=?-l»-±p  =Ern. 

Après  cela  dans  les  triangles  rectangles  E MG , EIA,  vous  avez  lTà 1 
= EM-  -+-  GM1  = £/*  , ce  qui  donne  z*  = * -1-  up  zz  — aaqz 
— 

Ex.  VII.  z*  = * — apzz  -haaqz-ba'r.  z*—*  — p zz  + qz+r, 

L Es  valeurs  de  n , p , q r r , font  auprès  de  Fig.  13  p. 

Il  Elut  Réglé  z.  décrire  la  parabole  FGA  , Fig.  ^33.  dont  le  paramétré  Fro. 
cft  a , le  fommet  A,  l’axe  AC , fur  lequel  on  prend  AC  —±a.  Sur1»* 
l’axe  prolongé  au  dcfïus  du  fommet  Réglé  3.  parcequ’il  y a — p , il  faut 
prendre  CD  = \p  -,  &i  au  point  D Réglé  4.  élever  la  perpendiculaire 
D E — \q.  Par  les  points  E,  A , Règle  y.  l’on  doit  tirer  l’indéfinie  AS, 

& prendre  A S = n , A R = r -,  décrire  fur  le  diamètre  R S le  demi- 
cercle  RH  S , & au  point  A élever  la  perpendiculaire  A H.  Du  centre  E 
Réglé  6.  & du  rayon  EH , il  fout  décrire  le  cercle  HFG  , qui  coupe  la. 
parabole  aux  points  F,  G.  Les  appliquées  FL,  GK,  Réglé  7.  font  les- 
deux  racines  réelles  de  l’équation  , les  deux  autres  étant  imaginaires.  Par- 
eequ’il  y a a-  q Réglé  8.  FL  cft  la  racine  vraye  , GK  la  fouflc.  L’on 
joindra  les  rayons  EH,  EF,  EG  , & du  point  E l’on  mènera  des  per- 
pendiculaires fur  FL  , G K.  Nommons  FL  , -4 -z  j G K,  — zsAL,  AK 
x s A D = C D — AC  ,\p  — ÿ a. 

Dém.  Au  point  F.  AH1  = ARx  RS  , ar-,  par  la  nature  de  la  para- 
bole ; FL  2 ==  *X  AL  , zz  — ax  ,x  = = A L ; E M — DL  — 

DC  —AC  -+-  AL  , {p  i ML  = DE  = ±q  i MF  =zML  — 

EL,  ~q  — z, 

Y v v iij 
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Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  D A E , ea'  — Td  1 Ybx , 
Xqq  -i-ipp — ±ap  + Déplus  les  triangles  rectangles  E AH,  E M f, 
donnent  EH1  = ÊV  > dont  les  valeurs  produifent  l'équation  = * — 
ap  z z -+-  a a q z ■+-  * ’ r.  ’ 

Ex.  VIII.  \,4  = * — *pzz  + **qz—a'r.  *+  = * —pzz+qz  — r. 

S Oit  A — / = p = r } q = //  , l’équation  fera  ,z+  = * — / zz  -+- 
/. 

Ft«.  Je  décris  Fig.  144.  la  parabole  A F , dont  le  paramétré  AP  = / , le 
*44-  fommet  A , l'axe  AC  Réglé  1.  fur  lequel  je  prends  AC  = 'r  } pareequ’il 
y a — p , Réglé  3 . je  prends  CD  = 7 en  retournant  de  C vers  A , de 
fo  rte  que  le  point  D tombe  fur  le  fommet  A ; au  point  A Réglé  4.  jeleve 
la  perpendiculaire  AE—~ , lur laquelle  Réglé  3.  je  coupe  AS  = 1, 
AP,  AR  = 1 i fur  le  diamètre  RS  je  décris  le  demi-cercle  RHS  , dont 
le  centre  eft  A , où  j’éleve  la  perpendiculaire  AH  = /.  Pareequ’il  y a 
— r , Réglé  6.  fur  le  diamètre  A E je  décris  encore  le  demi-cercle  El  A, 
dans  lequel  j’inferis  A 1=  A H z=  / , Si  du  centre  E , du  rayon  EJ  je 
décris  le  cercle  If  F , qui  coupe  la  parabole  au  point  /,  F.  Les  appli- 
quées fl  , FL  Règle  7.  S.  font  deux  racines  vrayes  de  l’équation  ; le* 
autres  deux  font  imaginaires.  Du  point  E j’abaiflè  la  perpendiculaire  EM 
fur  L F prolongée  , je  joins  EF  , El.  Enfin  je  nomme  FL  , ■+■  z j 

A L , ■+■  y.  

Dém.  Au  point  F.  Par  la  nature  de  la  parabole  e L"  — 1 y,  A L,  zz 
= y = AL  = EM  i ML  eft  égal  à ED  , — , MF  = ML  — FL  , 

11  r 

~ Z“  

Les  triangles  rectangles  EM  F , El  A donnent  e F1  — E l'  dont  les 

valeurs  produifent  z*  = * — zz  1 iz  — /. 


SECTION  II. 

1 

Utilité  des  Réglés  de  la  Se  fi  ion  L 

i*  "K  T Ous  rapporterons  la  Méthode , dont  on  le  lcrt  pour  conftruirc 
une  équation  déterminée  lolide.  i°.  Nous  chercherons  deux  & 
trois  moyennes  propcrtionellcs  entre  deux  quantitez  données.  30.  Nous 
diviferons  un  angle  ou  un  arc  donné  en  trois  parties  égales.  40.  Nous  dé- 
montrerons , comme  M.  Descartes  l’avance  Art.  3.  que  lorfque un 
cercle  coupe  une  parabole  des  deux  cotez  de  l’axe , les  appliquées  qui  font 
d’un  côté  prifes  cnfemble  font  égales  aux  appliquées  qui  font  de  l'autte 
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aufli  p ri  (es  cnfcmblc.  j°.  Nous  parlerons  delà  defeription  des  courbes  par 
leur  équation  folide. 

Article  I. 

Méthode  pour  conjlruire  une  Equation  déterminée  folide. 

CEtte  Méthode  peut  aufli  convenir  aux  Problèmes  plus  que  félidés  : mais 
il  me  fuffit  ici  de  l’appliquer  aux  folides  , afin  de  faire  voir  comment 
M.  DESCARTEsa  trouvé  les  Réglés  qu’il  a données , Seft.  i.  Art.  i . i. 
pour  la  conftrucHon  des  équations  cubiques  & quarré-quarrées  avec  le  cer- 
cle &c  la  parabole.  Auilî  cft-ce  la  reflexion , qu’on  a faite  fur  cette  conftruc- 
tion  , qui  a produit  cette  Méthode. 

Réglé  I. 

On  fuppofê  que  l’équation  à conflruirc  n’a  point  de  fécond  terme  , & 
que  le  premier  eft  réduit  à l’unité. 

Si  l’equation  eft  cubique  z*  * — ap  z aa  q — o , ou  étant  * — r, 
* ’ * — p z -h  q = o , on  la  multiplie  par  fon  inconnue  z , afin  de  la  ren- 
dre du  quatrième  z*  * — apzz  - 1-  aaqz  * = a , * — p^j^ — q '■ 

= o.  Sans  cela  on  ne  pourrait  pas  en  déduire  tous  les  lieux  dont  on  a 
befbin. 

Réglé  II. 

On  employé  toujours  deux  équations  indéterminées  , pu  deux  lieux  ; 
qui  font  chacun  d'un  degré  inferieur  à celui  de  la  propofée.  Ils  contien- 
nent les  deux  mêmes  inconnues , dont  l’une  eft  encore  la  même  que  l’in- 
connue de  la  propofée , & elle  s’appelle  l’inconnue  principale  j & l’autre 
l’inconnue  introduite. 

Réglé  III. 

Un  des  lieux  eft  donné  , ou  bien  on  le  choifit , & alors  on  le  prend 
très  fimple  , par  exemple  celui  à la  parabole.  Pour  augmenter  la  facilité, 
le  lieu  à la  parabole  eft  compofé  du  quarré  zz  de  l’inconnue  qui  eft 
dans  l’équation  à conftruire  , & d’un  reélangle  fous  l’inconnue  y que  l’on 
introduit , & fous  une  connue  qui  fe  trouve  le  plus  fouvent  dans  l’equation 
propofée.  Ce  fera  donc  zz  — a y . zz  — a j = o.  La  connue  peut  pour- 
tant être  telle  que  l’on  veut. 

Réglé  IV. 

Pour  avoir  le  fécond  lieu  , l’on  compare  le  lieu  choifi  avec  l’équation 
propofée , ce  qui  fournit  quelques  nouveaux  lieux  ; les  autres  fe  trouvent 
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en  combinant  les  lieux  déjà  trouvez  ou  avec  le  lieu  choifi  , ou  entr’eux  : 
ce  qui  s'exécute  ainfi. 

i . La  propofée  eft  s 4 — ap  zz  -+•  aaqz=z  o , le  lieu  donne  zz  — »y. 

Dans  le  premier  terme  de  la  propofée  , mettez  pour  un  zz  fa  valeur  a y -, 
il  vient  mj  zz  — **qz  = o , y c ^-/>c , à l'hvperbo- 

le  entre  fes  afymptotcs.  Ce  lieu  auroit  pu  fe  tirer  par  la  meme  fubftitution 
de  l’équation  cubique  z*  * — tipz-y-  *aq  — 0. 

î.  Mettez  deux  fois  la  valeur  de  * dans  le  premier  terme,  pour  avoir 
*ajy-apzz-y-a*qz  = * , *JJ  — pzz  ■+■  *q^=  o , à l’hvperbole 
par  rapport  à les  diamètres. 

3 . Subflituez  dans  le  premier  & dans  le  troifiéme  terme  pour  zz  fa. 

valeur  , vous  ferez  **y  y — /tttpy  -+-  n aqz  = o , yy  — py-*-  q z = o à 
la  parabole.  ( • ' 

4.  Combinez  le  lieu  donné  avec  ce  dernier  en  les  ajoûtant , il  fe  fera 
££  — *y-hyy  — py-t-qz— 0 , au  cercle. 

j.  Si  vous  fouflrayez  l’un  de  l’autre , ce  fera  zz  — a y — y y -t-  p y 

— q%_=  0 , à l’hyperbole  équilatere  par  rapport  à fes  diamètres. 

6.  Multipliez  le  lieu  donné  par  une  quantité  quelconque  b , divifêz-Ie 
par  une  autre  quelconque  c , vous  aurez  b-~  — ^ — 0 , qui  demeure  à 
la  parabole. 

7.  Ajoutez  les  lieux  de  n.  3.  &:  de  n.  6.  ce  fera  y y — py  -y-  qZ  ■+• 

— ~ = 0 , à toutes  fortes  d’ellipfes , pareeque  b SC  c peuvent  reprefen- 
ter  toutes  fortes  de  quantitez. 

8.  Souflraycz  ces  lieux  l’un  de  l’autre  , pour  avoir  y y — py  q^  — 

= 0 , à toutes  fortes  d’hyperboles. 

5.  On  peut’  pourfuivre  les  combinaifôns  , en  doublant , triplant , ôcc. 
ceux  qu’on  voudra  des  lieux  déjà  trouvez. 

Dans  ces  fortes  de  fubfiiturions  & de  combinaifbns  il  faut  prendre  gar- 
de , qu’il  ne  refulte  pas  un  lieu  plus  élevé  , que  la  conflruéiion  du  Problè- 
me ne  le  demande.  Par  exemple  fi  dans  z*  — ap  zz  -4-  a a q z — » , vous 
fubflitucz  la  valeur  de  e z dans  le  premier  terme  une  fois , & enfuite  dans 
le  troifiéme  enfin  la  valeur  de  z dans  le  dernier  : il  viendra  *yzz 
— aapy  aaq>/*y  = 0 , *py  — y zz  =z  aqy/ay  , qui  fe  réduit  en 
quarrant  chaque  membre  à a *pp  y y — 2apyy  zz  -‘rjy  z*  ~ a'  q qy. 

Réglé  V. 

On  con (fruit  deux  de  ces  lieux  , ou  le  donné  avec  un  des  déduits  , ou 
deux  des  déduits.  L’on  demande  ordinairement , que  ces  lieux  foient  les 
plus  fimplcs.  M.Desc  as.tes  a confirait  les  équations  de  Scci.  1 . Art.  1 . 
1.  en  fè  fèrvant  du  lieu  donné  z z = a y à la  parabole  , &c  du  lieu  réduit 
au  cercle  zz  — q \ = ay  -+-  py  — y y > c’cfl-à  dire  que  l’on  décrit  les 

lignes 
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lignes  droites  ou  courbes , dont  la  nature  eft  exprimée  par  ces  lieux  , en 
fuivant  les  Règles  ordinaires  de  la  conftruclion  des  lieux  Géométriques. 

Les  inconnues  tant  la  principale  , que  l'introduite  ont  un  même  axe  , 
une  même  origine  ; les  abfciilès  prifes  fur  cet  axe  font  exprimées  par  l’in- 
troduite , 8c  les  appliquées  à cet  axe  par  la  principale  > l’angle  des  coor- 
données eft  droit. 

Réglé  VI. 

L Es  lignes  ainfi  décrites  fc  rencontreront  en  autant  de  points  , qu’il  y a 
de  racines  réelles  dans  la  propolce.  Il  y aura  autant  de  racines  réelles  , qu’il 
y a de  points  d’interfccHon  j autant  de  deux  racines  réelles  égales , qu’il  y 
a de  points  de  contact. 

Si  les  lignes  ne  Ce  coupent  8c  ne  fc  touchent  pas  , toutes  les  racines  font 
imaginaires.  Enfin  s’il  manque  quelque  point  d’interferïion  ou  de  contact 
de  ceux  , qui  peuvent  être  , il  y aura  autant  de  racines  imaginaires  ; or  il 
peut  y avoir  quatre  points  pour  les  équations  quarré-quarrées  , en  comp- 
tant un  point  d’attouchement  pour  deux  ; & trois  pour  les  équations 
cubiques. 

Mais  il  faut  oblêrver  que  l’on  multiplie  les  équations  cubiques  z ’ . p%. 
o par  z ; 8c  que  c’eft  la  même  choie  que  fi  on  les  multiplioit  par 
o.  Ainfi  l’on  voit  dans  les  conftruclions  de  Seét.  i.  que  le  cercle 
coupe  la  parabole  au  fommet , où  l’applîquée  3^  eft  nulle.  Ce  point  d’in- 
terfeélion  n’cft  pas  compté  parmi  les  trois  qui  conviennent  à une  équation 
cubique. 

On  tirera  donc  de  chacun  des  points  de  rencontre  des  appliquées  fur 
l’axe  ; elles  feront  les  racines  vrayes  & fàullès  de  l’équation  propolce.  On 
les  diftinguc  par  le  calcul  j celle-là  par  exemple  eft  vraye  , qui  étant  fup- 
pofée  telle  , donne  par  le  calcul  l’équation  propofee.  C’cft  là-dcflùs  qu’cll 
fondée  la  Réglé  6.  Art.  i.  6c  la  Rcgle  8.  Art.  i.  Sect.  i. 

Réglé  VII. 

Il  faut  que  ccs  deux  lieux  comparez  enlcmble  de  la  maniéré  dont  on  le 
fera  bientôt , 8c  dans  les  Art.  1.3.  rendent  6c  recompolênt  l’équation  pro- 
poféc.  Ce  qui  le  fait  en  fubftituant  dans  les  équations  des  lieux  la  valeur 
des  nouvelles  inconnues , que  la  réduction  faite  félon  la  Méthode  ordinaire 
des  lieux , y a introduites  ; 6c  enfin  en  fubftituant  à la  place  de  l’inconnue, 
que  nous  avons  nommée  l’introduite,  là  valeur  tirée  du  lieu  donné  ou  choifi 
comme  ici  pour  y fa  valeur  ~ tirée  de  zz—ay.  Cette  recompofition 
eft  la  démonftration , qui  prouve  , que  les  racines  de  la  propofée  ont  été 
trouvées. 

Voyez  les  dificultez  de  cette  Méthode  dans  les  Mémoires  de  l’Academie 
Royale  des  Sciences  , 1708-1705.  1710. 

Xxx 
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On  trouvera  plufieurs  Exemples  de  ces  Règles  pour  les  équations  cubi. 
ques  dans  les  Art.  1.3.  qui  iuivent.  Je  vais  ici  en  donner  un  pour  les  équa- 
tions quarré-quarrées. 

1.  Soit  propofée  l’cquation  s.4* — * p\X.-+-  a * q a — *'r  = 0 ; le 
lieu  choifi  »y  = a z , z a — ay  — 0.  Dans  le  premier  & troifiéme  ter- 
me fubftituez  pour  a a fa' valeur  , il  vient  aayy — a.  apy  -1-  aaq^ — 

r = 0 , y y — py  + qz  — ar  = 0 à la  parabole.  Ajoûtez  ces  deux 
lieux  enfcmblc  , pour  former  y y — py  -+-q  z — + — a y — 0 au 

cercle.  Voyons  comment  M.  D e s c a r.  t e s a pii  conftruire  l’équation 
propofec  avec  le  lieu  donné  à la  parabole , & le  lieu  au  cercle  qu’on  vient 
de  conclurrc.  Il  fera  aife  de  s’appercevoir  de  l’ufâge  qui  fe  fera  des  Règles 
1.  1.  3.  4. 

Fia.  1.  Décrivez  Fig.  131.  la  parabole  A F , dont  A le  fommet , A D l’axe, 
‘i1’  m =/  le  paramètre.  Nommez  l’abfoiilè  quelconque  A L , y;  fon  appli- 
quée correspondance  FL  , a.  Voilà  fuivant  la  Réglé  5.  Seft.  z.  que  les 
inconnues  ont  un  meme  a xc  AC,  une  même  origine  A ; l’introduite  y cil 
l’abfciflc  , la  principale  a eft  l’appliquée  , l’angle  qu’elles  font  eft  droit. 
Vous  avez  auffi  exécuté , ce  que  demande  la  première  partie  de  la  Réglé  z. 
de  Seét.  1.  Art.  1. 

3 . Pour  conftruire  le  cercle  , il  faut  comme  dans  les  lieux  Géométri- 
ques réduire  l’équation  y y — py  -+-  q a — ar  -<r  z z — ay  =.  0 , en  pre- 
nant z -*-  { q v , V — | q’=  z s y — ja  — \p  = x , * + 

-+-  \p  = y : & la  réduite  eft  v v = ± a a -t-  \ap+  jpp  -+■  \qq  a r 
— xx.  C’eft  pour  avoir  le  rayon  de  cercle  + + + ±qq 

-t-  ar  , que  M.  De  s c a r t e s Règle  3.  4.  y.  6.  Se<ft.  t.  Art.  1.  veut 
qu’on  prenne  AC  = 7 a , CD  ==_{p  , la  perpendiculaire  DE  — \q  , car 
l’on  a déjà  Ê~ÂX  = Âl)1  -+-  Z>£  * > ia*-*~^*p-*-^pp-*-^qqi  enfui- 
te  que  fur  A E l’on  prenne  A S=  a , ARz=r  , qu’on  décrive  le  demi- 
cercle  S H R fur  le  diamètre  R S , qu’au  point  A on  élevé  la  perpendicu- 
laire A H , car  elle  eft  moyenne  proportionelle  entre  A S , A R , &c  elle  eft 
V*r.  Ainfi  dans  le  triangle  reétangle  E A H , ë~h 1 = Ë~Âl  -t-  ~ÂHX  > 
±aa-y-  {a p ^pp  +7??  <*r , S:  la  droite  EH  eft  le  rayon  V^aa 

-t-  f a p -1-  pp  -\r\qq-*-  * r du  cercle  cherché.  Et  la  Reg.  j . de  cet  Arti- 
cle eft  gardée. 

4.  Ce  cercle  coupe  la  parabole  aux  points  F,  G , d’où  par  la  Réglé  6. 
de  cet  Article,  & Réglé  7.  8.  Art.  z.  Seél.  1.  l’on  tire  fur  l’axe  ÀC  les 
perpendiculaires  F L,  GK,  qui  font  les  deux  foules  racines  de  l’équation 
propofée  , qui  foient  réelles  jles  deux  autres  font  imaginaires  : F L eft  une 
racine  vraye  , G K une  fauflè.  Ce  qui  fo  démontre  ainfi. 

5.  Suppofons  FL  , -h  rj  la  rccompofition  de  la  propofée  fo  fait  de  cette 
façon.  Soit  A L , y s par  la  nature  de  la  parabole  F£  * = paramétré  * X 
AL,  zzz=  * y, 
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Pour  le  cercle  , fi  l'on  achevoit  de  tirer  le  diamètre  E m , Fm  feroit 
une  appliquée  = F L — m L , z — , car  mL  — E D’,  { q ; Fm  cil 

donc  v.  E m—  PL  — AL  — AD  , y — -ja  — {p  = x.  Or  par  la 
nature  du  cercle  F m 1 eft  égaf  au  rectangle  fous  la  ligne  compofce  du 
rayon  & de  E m , &c  fous  la  ligne  compolée  du  rayon  moins  E m , c’eft- 
à-direfous  V^aa-h  ±ap  + ±pp+±qq  + *r+x£t  fous  + 

*r  — Xi  donc  vv  = i**  + i^  + ^ + iîî+4r 

— xx.  Pour  v v & x x fubftituez  leur  valeur , il  vient  zz  -f  qz  ■+■  ± qq 
= i ta  + lap  + ±pp  + lqq  + ar  —yy  -h  *y+py  — ^aa  — \ap 

— ipp  > & réduit  à « + }«  = *r  — yy  -+-ay  •+■  py.  Pour  y fobfti- 

tuez  encore  là  valeur  — tirée  du  lieu  choifi  z z = a y , vous  ferez  z z 
-F  qz—ar  — ^ + u+^  i ouf*  — *pzz+  aaqz — a‘r  = o.‘ 

Et  la  Règle  7.  de  cet  Article  eft  expliquée  , l’on  voit  auflï  pourquoi 

M.  Descartes  dit  Sect.  1.  Art.  z.  Réglé  8.  que  Ioriqu’il  y a q 

dans  z*  = * ■+■  apzz  — aaqz  -f  a'  r , les  racines  vrayes  font  du  côté 
où  le  centre  E du  cercle  fo  trouve. 

M.  Descartes  dans  là  maniéré  de  démontrer  Seét.  1 . rccompofc 
l'équation  propoféc  fans  fe  fervir  des  inconnues  v ,x,  que  la  réduction  a 
introduite.  Voyez  cette  démonftration  SeCt.  1.  dans  le  Texte , & Seét.  1. 
Art.  z.  Exemple  5. 

Article  II. 

Trouver  deux  fo  trois  moyennes  proportionelles. 

M.  Descartes. 

S I on  veut  donc  fuivant  cette  Réglé  trouver  deux  inconnues  pro- 
portionelles entre  les  lignes  a Sx.  q -,  chacun  (çait,  que  polànt  z 
pour  l’une  , comme  a eft  à z 3 ainfi  z à V , & à -,  de  façon 
qu’il  y a équation  entre  q &c^ , c’eft-à-dire  z1  =*  * aaq. 

Et  la  parabole  F AG  , Fig.  134.  étant  décrite  avec  la  partie  de  Fra*‘ 
fon  aiflieu  A C , qui  eft  f a la  moitié  du  côté  droit  ; il  faut  du  *14’ 
point  C élever  la  perpendiculaire  C E égale  à {q  , & du  centre  E, 
pag  A décrivant  le  cercle  AF , on  trouve  FL  & LA  pour  les  deux 
moyennes  cherchées. 

• 

Voyez  la  contraction  de  ce  Problème , Seét.  1.  Art.  1.  Ex.  1.  la  maniè- 
re dont  cette  conftruétion  a pu  être  trouvée  par  M.  Descartes  fo 
découvrira  bientôt  n.  z.  Par  tout  cela  il  confie  que  FL  eft  z , Si.  A L, 

Xxx  ij 
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~ , qui  font  les  deux  moyennes  proportioncllcs  entre  a &cq.  Car  *:  z:  ; 
z:  x-  ÎT:  !rs  = î*  Appliquons  la  Méthode  de  Art.  i.  à l'équation 

z * = * * -y-  an  q.  _ 

Nous  parlerons  de  trois  moyennes  proportioncllcs  n.  y. 

I.  Soit  propofee  l’cquation  z ' =*■  * -t- a aq.  zl  — aaq  = o. 

1 Muîtipliez-là  par  z , pour  la  changer  en  celle-ci  z*  — a/iqz  — o.. 
a0.  Soit  le  lieu  donné  zz  = *y,  zz  — ay  — o. 

3°.  Pour**  mettez  une  fois  là  valeur,  vous  aurez  ay  zz — aaqz—o, 
y z = *q  , à l'hyperbole  entre  Tes  afymptotcs. 

4°.  Dans  ay  zz  — * a q z = o , fubftitucz  encore  ay  pour  z z , il 
viendra  a ayy  — a a q z =.  o , fubftituez  encore  a y pour  zz , il  viendra. 
a ayy  — aaq  z = e , y y — q z=  o , à la  parabole. 

j°.  Ajoutez  les  lieux  des  n.  i.  4.  il  fe  fait  zz  — ay  -¥y  y — qz  = o , 
au  cercle. 

6°.  Souftrayez-les  l’un  de  l’autre.  , vous  aurez  zz — a y — y y -h  q z 

— 0 , à l’hyperbole  équilatcrc  rapportée  à fes  diamètres  , Sic. 

1.  Conftruifons , ainfi  que  M.  D E s c a r t e s l’a  fait , l’équation 
propofee  avec  la  parabole  donnée  zz  = a y & le  cercle  z z — a y -t-  y y 

— qz  = 0 . ou  zz  — q y = a y — y y. 

f,e.  Décrivez  Fig.  234.  la  parabole  A F,  dont  le  paramètre  eft  a , le  fom- 
‘M1  met  A , l’axe  A L. 

Pour  le  cercle  il  faut  le  réduire  en  prenant  z — \q-=.v ,v  -\-\q  = z-,. 
y — ja  = x,x  + j*—y.  Et  la  réduite  eft  vv — ±qq=z±aa  — xx,. 

vv  = ±*»+  ^qq  — XX. 

C’cft  pourquoi  fur  A L vous  couperez  A C = a , au  point  C vous  de- 
verez  la  perpendiculaire  C E —±q.  Du  point  E comme  centre , du  rayon? 
E A , vous  décrirez  le  cercle  F G , qui  coupe  la  parabole  au  point  F.  Menez 
l’appliquée  F L , nommez  la  , z ; & AL  , y. 

Par  la  nature  de  la  parabole  Ji*  = «x  AL,  zz  = ayyyz=^ 
= AL. 

De  plus  dans  le  triangle  rc&angle  EC  A , £ A*'  — AC1  -+-  CE1 , ~a  * 
-k  i qq  , & le  rayon  E A — a -a  -+-  q.  EM  — GL  = AL  — A C , . 
y — {a  = x}  ML  = EC,  \q  ; MF=  ML  —FL,  jq  — z = v. 
Mais  par  la  nature  du  cercle  ÂTË*  eft  égal  au  reétangle  fous  + 

Tjfq  — x;&v'i**  + ;îî+  x ; donc  vi -z=\a  a+±qq  — xx.  Subftir 
tuez  les  valeurs  de  v,  x , y , il  vient  z4  = a a q 2'  = **  + *«y. 

La  démonftration  fuivant  la  maniéré  de  M.  Descartes  fe  trouve 
Scft.  1.  Art.  1.  Exemple  1. 

De  là  fuit  la  duplication  du  cube.  Car  foit  4 = /•  la  première  des  qua- 
tre lignes  proportioncllcs , la  quatrième  q = 2.  Ayant  trouvé  FL  , z pour 
1?  féconde  , z z pour  la  troificme.  Le  cube  fait  fur  z eft  double  du  cube 
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fait  fur  i.  car  ccs  quatre  lignes  continuellement  proportionelles  étant 
données  / . z.  z z . a . la  première  i eft  à la  quatrième  2 en  raifon  triplée  de 
la  première  / à la  fécondé  z.  Mais  33.1 1.  Eucl.  le  cube  fur  / eft  au  cube 
fur  z en  raifon  triplée  de  / à « : donc  ces  cubes  font  entr'eux , comme  / à 
2 , c’eft-à-dire-,  que  le  fécond  eft  double  du  premier , Sc  la  duplication 
d’un  cube  donné  eft  trouvée. 

3 . Conftruifons  l’équation  propoféc  avec  le  même  cercle  , 8c  l’hyperbolo 
entre  fes  afymptotes  y £ = » q> 

Pour  conftruire  l’hyperbole  , tirez  à angles  droits  les  lignes  A B , AL, 

Fig.  143 . coupez  AB  — q , au  point  B élevez  la  perpendiculaire  B G = a. 

Par  le  point  G 8c  entre  les  afymptotes  AB  , A L décrivez  l’hyperbole  FG, 
comme  on  l’enfoignedans  les  Traitez  des  Sections  coniques. 

Pour  conftruire  le  cercle  , dont  la  réduction  a été  faite  n.  1.  Au  point 
C milieu  de  AB  , élevez  la  perpendiculaire  C E — { a.  Du  centre  E , de 
l’intervale  E A décrivez  le  cercle  A F , qui  coupe  l’hyperbole  au  point  F 
par  lequel  menez  F L parallèle  À AB  5 joignez  E A , E F , EG  , prolon- 
gez E C en  K 8c  en  P , LF  en  M.  Nommez  LF,  z j AL  , y — CM, 

EM  eft  CM  — EC  , y — = x.  Dans  le  triangle  rectangle  E C A, 

1TÂ1  = Fcx-FÂ7:1  > i**  -+■  i q q > & le  rayon  E A = a ■+■  ±qq 

— EF—  EP  = EK.  Donc  KM  — KE+  EM , ?>  +xS 

MP=zEP  — EM,  >/'-**■+■  \qq  — x,  De  plus  LM  = AC  ,\q-,FM 

— LM  — LF,  | q — z — v. 

Maintenant  par  la  nature  des  afymptotes  AB  x B G = A £ x L F, 

q a = y z , 

Par  la  nature  du  cercle  KM  xMP=  ~ÂTf*  -*-jqq  — xx  — w. 

L’on  a fait  n.  z.  la  recompofition  de  l’équation  propoféc  en  fàifant  les 
fubftitutions  dans  l’équation  au  cercle.  Vous  reviendrez  auffi  à la  propo. 
foc  , en  fubftituant  dans  y z-=.*q  la  valeur  de  y , car  ce  fora  ^ = a a , 

* ’ + aaq. 

Le  cercle  coupe  encore  l’hyperbole  au  point  G , c’eft-à-dire  que  EG  eft 
un  rayon , ce  qui  fo  prouvera  en  montrant  que  E G eft  comme  E A égal  à 
v'-i -a*  Pour  cela  menez  EN  parallèle  à CB  -,  comme  CE,  B G 

font  parallèles  fopp.  l’on  aura  EN=.C B , ±q  ; l’on  aura  NB  = CE  , 
&cEG=V±aa-+-±q  q. 

4.  Conftruifons  la  propofée  avec  le  meme  cercle  , dont  la  réduction  fo. 
trouve  n.  z.  8c  avec  l’hyperbole  équilatere  par  fos  diamètres  zz  ■+■  q\^  = 
yy-hxy  . qui  fo  réduit  en  faifânt  a -t-  £ q = s , s — \q  = z > y - t-  f * 

= r , r — —y  5 la  réduite  eft  ff  — rr=Jf^-'-aa  — ~ q q- 

Pour  la  conftruire  Figure  146.  a.  fur  la  droite  CR  = ~ q décrivez  Te  Fie. 
demi-cercle  C B R , dans  lequel  vous  inforirez  BR  — a , 8c  CB  =l4*.  *f 
V~qq  — Enfuite  fur  E C prolongée  coupez  C A = C B : la  toute- 

Xxx  iij. 
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B A = 2^'-qcj  — * fera  l’axe  détermine  de  l’hyperbole,  C le  centre,  A 

le  Commet.  Vous  pouvez  donc,  fuivant  ce  qui  s’enfoigne  dans  les  Traitez  des 
lieux  Géométriques , décrire  l’hyperbole  équilatere  A F.  Prenez  encore 
CK  = -rf  > 1e  P°*nt  K kra  au  deflous  ^ > puhque  CA  n’ell  que 
/i  q y — i h n.  Au  point  K élevez  la  perpendiculaire  K L , fur  laquelle 
vous  prendrez  K N = NH  = r*i  par  les  points  N , H menez  N P , 
H E parallèles  à l’axe. 

Vous  conftruircz  le  cercle  , fi  vous  coupez  fur  l’axe  AT  la  ligne  K D 

— J.  q , fi  au  point  D vous  élevez  la  perpendiculaire  D M , & que  du  cen- 
tre E , de  l’intervale  E N vous  décriviez  le  cercle  NV,  qui  coupe  l’hyper- 
bole au  point  F,  par  lequel  vous  mènerez  FL  parallèle  à l’axe.  Ce  fera 
la  ligne  cherchée.  Joignez  EN,  EF. 

Car  nommez  NG , z-=.FL-=.KT  : NL  , y ■=.  P M=  G F : la  ligne 
NL  eft  l’axe  des  inconnues  , N leur  origine  fuivant  la  Réglé  y.  vous  aurez 
CT=CK  + KT,i  q + z=s  ; BT=TC  + CB  , s -+-  y/{qq—±**; 
AT— CT—  CA,s  — —i**  i K L z=z  KN  -+-  N L , ~ a -t- y ■= 

r = FT;  H L = NL  — N H ,y  — \»  = EM  = x>  comme  N P = KD, 
i q , EP  = N H , , dans  le  triangle  EP  N , le  rayon  E N = V-fâ* 

■+  '-q  q = Elz=E  Q_  -,  donc  IM—  IE-h  EM,  **+  ±q  q +*; 
MQ_=EQ — EM,  V'+<t*-*-^qq — *•  Enfin  LM=KD,  \q,StFM 

— LM—LF,[q—z=v.  _ 

Par  la  nature  de  l’hyperbole  équilatere  BT  X AT  z=  t F1  =■  JT — \ qq 

i a.  * = rr. 

Par  la  nature  du  cercle  I My.  MQ_  = MFl>\**A-Jiqq  — x x = vv. 
Subftituez  dans  l’équation  à l’hyperbole  les  valeurs  de  Jf , rr.  Vous  ferez 

-4_  qz,  =yy  -+-  *y  ; mettez  encore  pour  y y y leurs  valeurs  , vous 

aurez  z*  — * * q z -,  z'—  **  •+•  a*  q. 

Le  point  N eft  commun  au  cercle  & à l'hyperbole , ce  qui  fe  prouve  en 
montrant  que  KN=±*  eft  une  appliquée  de  l'hyperbole.  Car  nommez 
NK  , h ; vous  avez  B K = KC  •+•  C B , \q-+-V±qq  — ~ > AK  = 

KC  — AC  , ÿq  — V^qq  — Or  par  la  nature  de  l’hyperbole  équila- 
tere BKxAK  =tfk' , Uq  — iîî  *♦*  i **=nn  i n = {*,  & le 
point  N étant  l’origine  des  inconnues  , z eft:  nulle  dans  ce  point. 

Une  des  maniérés  les  plus  fimples , fe  fait  avec  deux  paraboles , Fig.  146.  b 
Les  lignes  AQ_ , CP  fe  coupent  a angles  droits  au  point  A.  Je  prends  A B 
~ * première  ligne  donnée , AC  = b fécondé  ligne  donnée.  Sur  l’axe 
A Q_  avec  le  paramétré  A B je  décris  la  parabole  AD  M -,  fur  l’axe  A P 
avec  le  paramétré  C A je  décris  la  parabole  AE  M.  Du  point  d’interfcc- 
tion  M j’applique  MQ  , M P.  Je  dis  que  AP  , A Q font  les  deux  moyen- 
nes proportionclles  cherchées. 
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Nommons  A P , x = M A Q_ , y = M P.  L’équation  à la  parabole 

AD  M c(l  AB  X AQ  = , <*J  — xx.  L’cquation  à la  parabole 

AEMq.Hl  C A X AV  = PM1  >b  x=y  y.  Or  la  première  équation  don- 
ne a : x : : x : y , & la  fécondé  x : y::  y:  b , donc  on  a une  proportion 
continue  a . x . y . b . & A B . A P . A A C, 

L'angle  A peut  être  oblique.  Cette  Méthode  eft  de  Mencchme  Alca- 
lonite. 

5.  Il  faut  trouver  trois  moyennes  proportionellcs  entre  les  données  a,  SC 
q . Soit  z la  première  des  trois , l’on  aura  donc  cette  proportion  continue  < 

a:  z ; : z : • •'  x •'  H Ti:  7?  > & cettc  quatrième  proportionellc 

^par  la  fuppofition  eft  égale  à q 5 en  forte  que  = q ; z* ' — a ' q.  Or  cet- 
te équation  du  quatrième  degré  fo  réduit  à une  quarrée  par  l’extradion  de 
la  racine  quarree,  comme  on  a dit  Scct.  1.  Art.  2.  Règle  1.  L’on  fait  donc 
d’abord  z z = :+;  Va  * q j dont  les  racines  font  encore  z = ± /rfc  Va  '~q. 

Ce  qui  montre  qu’il  ne  peut  y avoir  que  deux  racines  réelles  z = ± 

/+  VaJq  , les  deux  autres  * = ± V — Va'q  font  imaginaires. 

Soit  donc  Fig.  147.  A B = a = / ; BC  = q j fur  le  diamètre  AC  je 
décris  le  demi-cercle  AD  C j au  point  B j’éleve  la  perpendiculaire  B D 
qui  eft  = V a q.  Enfuitc  je  prolonge  D B en  E , de  forte  que  BE  = a j 
lur  le  diamètre  BE  je  décris  le  demi-cercle  D F E , ainfi  if  F*  = E B x 
BD,  aVaq  = Va*  q , & BF=  ^+^'^  = 2,  la  première  des  trois 
moyennes  proportionelles.  Or  ayant  la  première  quantité  a , la  féconde  z 
de  la  progreflîon , il  eft  aifo  par  la  prop.  11 .6.  Eucl.  de  trouver  la  troifiéme, 

& enfin  la  quatrième  par  la  prop.  1 2.  6.  Eucl. 

Article  III. 

Divifer  un  Arc  donné  en  trois  parties  égales. 

M.  Descartes. 

X Out  de  même  fi  on  veut  divifer  l’angle  N OP  , Figure  148.  fi«. 
ou  bien  l’arc  ou  portion  de  cercle  N Jj>T P en  trois  parties 
égales  ; faifant  NO—  1 , pour  le  rayon  du  cercle , SzNP  — q, 
pour  la  fubtenduë  de  l’arc  donné , & N z , pour  la  fubtenduë 
du  tiers  de  cet  arc  ; l’équation  vient  2 ’ = * 32  — q.  Car  ayant  tiré 
les  lignes  NQ,  0 OT , & faifant  4^  parallèle  à T 0 , on 
voit  que  comme  NO  eft  à ainfi  N^Jl  QR,  &c  à.  RS, 

en  forte  que  NO  étant  x ; & N 4^  2 j QR  eft  2 2 , & RS  eft 
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z».  Et  à caufe  qu’il  s’en  faut  feulement  RS  ou  z * , que  la  ligne 
N P , qui  eft  q > ne  foit  triple  de  N ^ , qui  eft  zjona  q — 3Z 
— z * , ou  bien  z * = * 3 z — q. 

Puis  la  parabole  RAG  étant  décrite  , 6c  C A la  moitié  de  fon 
côté  droit  principal  étant  7 ; fi  on  prend  C D—\  , & la  perpendi- 
culaire D E = r q -,  6c  que  du  centre  E par  A on  décrive  le  cercle 
F A g G , il  coupe  cette  parabole  aux  trois  points  F , g , 8c  G , fans 
compter  le  point  A , qui  eft  le  fommet.  Ce  qui  montre  qu’il  y a 
trois  racines  en  cette  équation  ; à favoir  les  deux  G K 6c  g k , qui 
font  vrayes  ; 8c  la  troilîéme  qui  eft  fauffe  , à favoir  FL,  Et  de  ces 
deux  vrayes  c’eft  gk  la  plus  petite  , qu’il  faut  prendre  pour  la  ligne 
NQ  3 qui  étoit  cherchée  : car  l’autre  G K eft  égale  à NVlz  lubten- 
duë  de  la  troifiéme  partie  de  l’arc  N VP  > qui  avec  l’autre  arc  N Q_P 
achevé  le  cercle.  Et  la  fauffe  FL  eft  égale  à ces  deux  enfemble 
QN  6c  NV,  ainfi  qu’il  eft  ailé  à voir  par  le  calcul. 

1.  Il  faut  expliquer  l'operation  de  M.  Descartes.  Soit  donné 
l’angle  N O P , ou  l’arc  N TP  , car  c’eft  la  même  cliofe  , qu’il  faut  divifer 
en  trois  parties  égales.  Je  fuppofè  la  choie  faite,  8c  que  cet  arc  eftdivifé, 
comme  on  le  demande  , aux  points  2>  T.  Je  tire  les  rayons  ON , OQ, 
O T,  O P ; la  corde  N P de  l’arc  donne , les  cordes  N Q,  QT,  T P j 8c 
QS  parallèle  à T O. 

Les  triangles  NO  Q,  OO  T , TOP  font  égaux , ifofeeles  8c  fcmblables. 

Les  triangles  NO  Q,  QN  R font  aülîi  fcmblables , car  ils  ont  l’angle 
N QR  commun}  l’angle  NO  Q au  centre,  égal  20.  3.  Eucl.  à l’angle 
Q_NP  à la  circonférence.  Et  comme  le  triangle  NOQ_  eft  ifofcele  , le 
triangle  QNR  le  fera  aulî , 8c  les  angles  NQR,  IV  R 2.  fur  la  baie  QR 
font  égaux  , 8c  les  cotez  N Q,  N R font  encore  égaux. 

On  peut  dire  les  rrfomes  choies  du  triangle  M P T comparé  avec  le  trian- 
gle POT  , .de  forte  que  les  triangles  2,1V  R , MP  T lônt  égaux  8c 
ïctnblables.  , 

Les  angles  NQR  , N R 2 viennent  d’être  démontrez  égaux  : mais  les 
angles  N QR  , O QT  font  aufli  égaux  : donc  les  angles  N R Q,  O QT.  le 
font  auflî.  Mais  les  angles  N R Q,  O RM  font  encore  égaux  : donc  enfin 
les  angles  O QT , O RM  font  égaux  } 8c  les  lignes  N P , QT  font 
parallèles. 

Les  triangles  NQR  , QRS  font  aufti  équiangles  , car  ils  ont  l'angle 
QRS  commun  ; 8c  à caufo  des  parallèles  QS  ,TO  , les  angles  QS  R , 
TM  P font  égaux.  Mais  dans  les  triangles  équiangles  QNR,  MP  T , les 

angles 
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angles  QRS  , TMP  font  égaux  : les  angles  jg SR,  QR  S font  donc 
égaux.  Le  triangle  QR  S clL  il'ofcele  comme  le  triangle  NQR  , & les 
cotez  QR  , QS  égaux.  " ■ V 

Nommons  à prefent  le  rayon  donné  ON,  i -,  la  corde  donnée  P N , q ; 
la  corde  N Q,  z.  Nous  avons  ces  Analogies  ON,  i NQ,  s.::  N Q, 
z : QR , z- z,::  QR  , zz  : RS  , z1. 

■ ! Mais  pareeque  N Q = N R dans  le  triangle  ifofocle  QNR , P]  T = P Af 
dans  le  triangle  ilolcele  TPM,QT=.SM  dans  le  parallélogramme 
QTMS  ; il  fuit  que  fi  l’on  ajoûtoit  une  quantité  égale  à RS  àda  corde 
P N , l’on  féroit  P N -h  RS  = aux  trois  cordes  NQ , QT  ,TP  : donc  q -+- 
z * = 3Z  -,  z ’ = * jz  — q , ou  étant  j =zp,  z1  = * + pz  — q. 

Maintenant  fuivant  les  Réglés  de  Sect.  1.  Art.  i.  Fig.  149.  décrivez  la 
parabole  F AG  dont  le  paramétré  eft  / , le  fommet  A , l’axe  A C ; fur 
lequel  prenez  A C = 7 , CD  = i.  Au  point  D élevez  la  perpendiculaire 
E D = -7  q.  Du  centre  E , de  l’intervale  E A , décrivez  le  cercle  F A G, 
qui  outre  le  ibmmct  A , coupe  la  parabole  aux  points  g , G , F.  De  ces 
points  tirez  fur  l’axe  les  pcpcndiculaires  gk  , G K,  FL,  qui  font  les  valeurs 
de  z.  Parccqu’il  y a — q , la  foufle  FL  eft  du  côté  , où  eft  le  centre  E , 
les  vrayes  gk  , G K font  de  l’autre.  La  plus  petite  gk  eft  la  corde  cher- 
chée N Q—  QT=TP  i &c  pareeque  P N n'cft  pas  moins  la  corde  .de 
l’arc  N V P , que  de  l’arc  N TP  ,1a.  plus  grande  racine  vraye  G JC  eft  égale 
à NF  corde  du  tiers  de  l’arc  N y P. 

Dém.  au  point  g.  Par  la  nature  de  la  parabole  le  paramètre  r v A k — 
Tgx . zz  i & Ak  =:zz.  AD  eft  AC  ■+.  CD  , = dans  le 

triangle  rectangle  ED  A , e Ax  — A Dx  El>1, 4 + \qq -,  de  plus  D k 
eft  À D — A k , z — z z = E M s Mk  — ED  , {q  i &CgMz=gk-^- km 
* + & dans  le  triangle  rectangle  E Mg  , Tgj==  EM  * ■+•  Mg  \ 

4 — 4zz  + ^4  + zc  + Jz+;fJ.  Mais  E A%  = E g 1 } donc  4 ■+■  ±qq 
z=  4 — 4zz-*-z* -h  zz-i-qz-h-^qq  s z'  = * 3 z — q.  Ce  qu’il  ftl- 
loit  démontrer.  • • . 

1.  Pour  taire  voir  que  l’appliquée  G JC  eft  égale  A Ny,  corde  du  tiers 
de  l’arc  N V P , appliquons  le  calcul  à N y,  Fig.  z jo.  il  doit  donner  l’é-  fl°* 
quation  z ’ = * jz  — q-  M° * 

Suppofons  la  choie  faite , que  les  trois  arcs  N y,  VT , T P foient  égaux 
aufli  bien  que  les  trois  cordes  N y i VT , TP  , que  l’on  nommera  z cha- 
cune. Tirez  les  rayons  ON,  OF,  O T , OP  ; FS  parallèle  X TO  juf- 
qu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  corde  P N prolongée.  Continuez  encore  la  ; 
même  corde  en  de  forte  que  P Q_  foit  cg.de  X PT,  z s TO  en  M , y O 
en  R.  - 

Les  arcs  N F , VT  , T P font  égaux  : donc  les  arcs  N VT , VT  P le 
font  aulfi  j aufli  bien  que  les  angles  N VT,  FTP.  Et  pareeque  dans  le  qua- 
drilatère N VT  P les  angles  N VT  , NPT  font  enfcmble  égaux  à deux 
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droits , comme  auffi  les  angles  VTP,  VN  P ; il  faut  que  les  angles  VNP, 
TJ  P T fbient  égaux  entr’eux  : donc  enfin  les  angles  VN  P , N VT  font 
égaux  à deux  droits  , les  lignes  NP,  VT  font  parallèles. 

Usli°mes  VS  , TM;  VT,  SMP  font  parallèles , ôc.SMz=VT, 

Les  triangles  NOV,  VOT , TOP  font  itofoeles  , égaux  & fctnblables 
& les  angles  fur  leurs  bafcs  N V , VT , TP  égaux.  f 

11  faut  prouver  que  les  triangles  NOV,  VN  R,  R VS  font  equiangles.. 
Les  triangles  NO  V,  VN  R oct  l’angle  V commun.  A caufe  des 
parallèles  N R , VT,  Les  angles  alternes  N R V,  R VT  font  égaux  : mais 
les  angles  R VT  ou  OVT,  VN  O font  auffi  égaux  ; donc  les  angles  NRV, 
VN  O font  auffi  égaux  :.font  encore  égaux*  & le  triangle  NVR  cft  ifbfocle, 
comme  le  triangle  NOKl’cft  i donc  NR-NV,  « 

Les  triangles  NVR  , VRS  font  equiangles  , car  outre  1 angle  R com- 
mun , les  angles  VS  R,.  NVR  font  égaux , puifque  à caufe  des  parallèles 
VS  , TM,  les  angles  VS  R , TM  R font  égaux  i & a caufe  des  parallè- 
les WP  , VT,  les  angles  alternes  T MR  , MTV  font  égaux  : mais  les 
angles  MTV  on  OTV,  NVR  ou  NVO  font  encore  égaux  : donc  les 
angles  T MR,  NVR  font  égaux  : donc  enfin  les  angles  VS  R , NVR 
font  égaux». 

Dans  les  triangles  équiangles  NOV,  VN  R,  R VS  l’on  a ces  analo- 
gies ON,  i : NV,  e : : NV , * : V R , • - VR  , SR  , *•  *. 

è Enfuite  le  triangle  MP  T cft  ifofceje  , car  à caufe  des  parallèles  N P , 
VT  les  angles  alternes  T MP  , MTV  {ont  égaux,  mais  les  angles  MTV 
ou  O T V,  P TM  ou  FTP  font  égaux  ; donc  les  angles  TM  P,  PTM 

font  égaux,  8c  PM=z  P T,  z.  _ un 

Il  faut  maintenant  confiderer  que  la  ligne  SQ  eft  jz,,  car  elle  eft  com- 
pofée  de  = MP=&,  P&— *•  D’im  autre  côte  l’on  a prouvé 

que  NR  eft  z. , ainfi  WR  ;==  P £>  ajoutez  la  ligne  commune  RP  , vous 

Lez  RO  = WP,f  MaisSR=.S£^A£.  = f.  Ainfi  fc 

calcul  donne  fur  la  corde  NV,  Fig.  15p.  la  même  équation  que  fur  la  cor- 
de NO,  Fig.  148.  M.  Descar.  te  s allure  que  la  racine  faulle  f L, 
Rg.  149.  eft  égale  aux  deux  vrayes  GK , gk  ; c’eft  la  matière  de  1 Arti- 

de  fuivant.  £scA  jLT£Snc  par,c  point  l’ofage  quon  peut  foire  de  la 
_ racine  fouflè  FL  Fig.  149-  on  Pûurroit  d’abord  penfer quelle  appartient  au 
m».  cercle  N P VN,  8c  qu’elle  fort  a divifor  en  trois  parties  égalés  ou  la  lomme 
H*  ou  la  différence  des  deux  arcs  que  les  racines  vrayes  divifent. 

Mais  on  peut  prouver  que  ces  deux  chofos  font  faunes  parce  fcul  railon- 
nement.  Les  arcsN£P.  N VP  Fig.  148.  compofent  toute  la  circonfe- 
ience  : donc  les  arcs  N£,NV  font  le  tiers  de  la  circonférence , 8c  la 
cordc  QV,  f» on  la  tiroit , mcfurcroit  exaderoent  trois  fois  toute  la  circon- 
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fcrence.  Mais  ccttc  corde  fait  un  triangle  avec  les  cordes  VN,  N Q,  elle 
cft  donc  plus  petite  que  ces  deux  cordes  prifes  enfembles  , & moindre  par 
conlèquent  que  la  racine  faullè,  laquelle  leur  eft  égale  : donc  enfin  cette 
racine  faullè  eft  trop  grande  pour  pouvoir  divifer  la  circonférence  entière 
ou  la  lômme  des  deux  arcs  N TP  , N VP  en  trois  parties  égales & à beau- 
coup plus  forte  raifon  fera  t-elle  trop  grande  pour  pouvoir  divilèr  en  troiâ 
parties  égales  la  différence  de  ces  deux  arcs. 

De  quel  ulàge  eft  donc  cette  racine  faullè  ? je  remarque  deux  choies,  la 
première  que  cette  racine  étant  trouvée  par  un  Problème , où  l’on  demarr. 
de  la  trilèclion  d’un  arc  , elle  doit  ferVir  à divifer  un  arc  circulaire  en  trois 
parties  égales.  La  fécondé  qu’il  n’y  â qu'une  racine  fàullè , tandis  qu’il  y 
en  a deux  vrayes  : & qu’ainli  les  deux  vrayes  peuvent  fc  partagert  oute  la 
circonférence  , de  forte  que  l’une  en  divifo  l'arc  N TP,  l’autre  l’arc  N VT' 
mais  que  la  fauflè  étant  feule , il  faut  qu’elle  divife  toute  une  circonférence, 
pareeque  fi  elle  ne  divifoit  qu’un  arc  déterminé  quelconque  NT  P , on  de- 
manderoit  avec  raifon  , ou  pourquoi  elle  divife  cet  arc  plutôt  que  l’autre, 
ou  quelle  eft  la  racine  faullè , qui  divife  l’autre  arc  N VP. 

La  racine  faullè  divilànt  toute  une  circonférence  , elle  eft  le  côté  d’utï 
triangle  équilatéral  inferit  daus  un  cercle  , & il  s’agit  de  Iç avoir  qud  eft  ce 
cercle.  Pour  cela  je  cherche  la  valeur  du  côté  d’un  triangle  équilatéral  inf- 
erit , ou  de  la  corde  d’un  arc  de  1 10.  degrez.  Ce  que  je  fais  de  deux 
maniérés. 

La  première  c’cft  que  afin  que  la  circonfcrence  NPVN  de  Fig.148.  foit 
.divifée  en  trois  parties  égales  , il  faut  que  le  rayon  ON  demeurant  dans  la 
meme  pofition  , le  rayon  O £ vienne  en  O q de  Fig.  A , ôc  le  rayon  O T 
en  0 1 , Se  le  rayon  OP  en  O p.  De  forte  que  les  points  N , P n’en  failànt 
qu’un  Fig.  A , la  droite  N P de  Fig.  248.  devient  nulle  , & q ~ 0 dans 
z.  * — + & il  ne  refte  que  z. 1 — = 0 , dont  les  racines  font 

x,  = * , s = V j , qu’on  peut  confidcrer  comme  vrayes  , l’une  divilànt  le 
premier  arc , lequel  eft  ici  toute  la  circonfcrence  jTautre  divilànt  le  fccond 
arc , lequel  eft  zéro.  Et  il  n’y  a point  dans  ce  cas  de  racine  fàullè. 

La  fécondé  fera  telle.  Tirez  la  perpendiculaire  O B,  Fig.  A.  Dans  le 
triangle  ifofeele  NO  q l’angle  O cft  de  1 20.  degrez  , ainfi  chacun  des  deux 
autres  angles  cft  de  3 o.  degrez. 

Dans  le  triangle  reftangle  OB  q , par  le  Problème  de  trigonométrie, 
comme  le  finus  total  au  finus  de  3 o.  degrez,  ainfi  le  rayon  O q au  côté  O B g 
mais  le  finus  de  30.  degrez  eft  la  moitié  du  finus  total , donc  O B cft  la  moi- 
tié de  O q.  Ainfi  étant  Og.  — ' > on  aura  O B = j g & dans  le  triangle 
O Bq  rectangle  , Bq  = Voql  — oh*  , V*  — \ — & Nq  — >/  j 

comme  auparavant , car  la  perpendiculaire  O B divife  en  deux  parties  éga- 
les la  droite  NQ. 

Ainfi  dans  tous  les  cercles  la  raifon  du  rayon  aux  finus  & aux  cordes  des 
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arcs  fcmblablcs  étant  la  même,  ; laraifon  du  rayon  ay  côté  du  triangle  équi- 
latéral inferit  eft  toujours  comme  1 à / 3,  Ainli  la  racine  faullé  trouvée  en 
cherchant  la  tiifèdjon  de  l’anglfc  dans  un  cercle  , divifé  en  trois  parties  éga- 
les toute  la  circonférence  d'un  autre  cercle  > dont  on  trouvera  le  rayon , en 
faifant  comme  V^.eft  à / > ainfi  Ja  racine  faullé  » au  rayon  de  ce  fécond 
cercle  -,  le  rayon  du  premier  cercle  étant  /. 

Et  parccquc  les  cercles  font  en  raifôn  doublée  de  leurs  rayons.  Faites  1 : 
JL  .•  „•  -—j  L5.  Le  fécond  cercle  fera  au  premier  , comme  le  tiers  du  quar- 

ré  de  la  racine  faullé  eft  à /.  , 

La  racine  faullé  eft  la  plus, grande , Jorfque  AT  P eft  lediametre  du  cer- 
cle, car  foit  Fig.  148.  N P , q = a : les  racines  de  — jz  4-  2 = » 
font  z — / = o , z — / = 0 , s;+  2 =i  0.  En  effet  le  rayon  divifeen 
trois  parties  égales  les  deux  demi-circontercnccs. 

Enfute  la  racine  faullé  eft  d'autant  plus  petite,  qu’elle  s'éloigne  plus  du 
diamètre.  v «*|..*«»,»s.v<.v  è ».  •'  . • * eu  • • t. 

Soit'  q = V2  , côté  du  quarré  inferit  ; les  racines  de  * ! — jz  4-  é-’ 
— 0 font  z — V 2 — 0 , laquelle  divifé  le  grand  arc  NFP  , les  deux 
autres  & -f  = 0.  . . 

Il  eft  évident  que  le  Problème  de  la  trifédion  de  l’angle  eft  fouvent  un 
Problème  plan. 

4.  Examinons  quelques-unes  des  conftrudions , que  l’on  peut  faire  de 
l’équation  s*  — i^-t-  q — 0 , ou  étant  3 = p,  z'  — p z 4-  q 0, 
Multiplions  la  par  fa  racine  * , pour  la  faire  du  quatrième  degré  e 4 — 
p Z Z -J-  q z =.  t.  ' 

, Enfuite  prenons  l’équation  à la  parabole  zz  = ry  , parccquc  le  rayon 
du  cercle  propofé  eft  / , zz — y = 0. 

Subftituons  deux  fois  la  valeur  de  zz  dans  le  premier  terme  feulement 
de  la  propofée,  il  fc  fait  yy  — pzz  ■+-  qz  = 0 , à l'hyperbole  par  fes 
diamètres. 

Subftituons  encore  la  valeur  de  zz  dans  le  fécond  terme  , nous  ferons 
yy  — p y 4-  q z =.  0 , à la  parabole.  * 

Subftituons  cette  valeur  une  fois  dans  le  premier  terme  de  la  propofée, 
nous  aurons  y z z — p q z ■=  0 > y z — p z 4-  q = 0 , a 1 hyperbole 
par  fes  afymptotes. 

Ajoutons  les  deux  équations  à la  parabole  , c’eft  zz— y 4-37  — p y- 1- 
qz  = 0 , au  cercle , &c. 

5 . M.  D e s c a r.  t E s a pu  faire  la  conftrudion  , qu’il  nous  a donnée, 
avec  l’cquation  zzz=.y  à la  parabole  , & l’équation,  zz  — y 4-  y y — py 
-Jrqzr=.  o au  cercle. 

Car  Fig.  149.  Décrivons  la  parabole  A F , dont  le  paramétré  eft 
f / , A le  fômmet , AL[,  l’axe  , les  appliquées,  g k , z s les  abfciflés 
My»  A K , j» 
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Pour  conftruire l’équation  c z ■+■  qz=z y p y — y y } fâifons  sh -J.q 
= V,  V — jq  = *•  Scy  — j — ±r=  x,  X -H  i + i/  =y  J 

réduite  fera  vv~-  + -i-jp-h±pp-i--tqq t — Maintenant  pareeque 
nous  avons  z -h  ~q  — v ; nous  prolongerons  gk  en  M de  forte  que  k M 
ioit  ~ q ,tcgM-=gk-+-kM,  * -+vf  = v.  Pareeque  nous  avons  j ±p 

— y = x , fur  l'axe  nous  couperons  AC=-.±,CD  = \p,  Sc  nous  "au- 
rons DK=DC  + CA  — A K , jp  i-  — y — a : =.  E M -,  au  point  D 
nous  élèverons  la  perpendiculaire  DE  = /•  M — ±q.  Du  centre  £ , de 
l’intcrvalc  E A décrivons  le  cercle  FA  G , qui  coupe  la  parabole  aux  points 
£ > g > G > outre  le  fi  smmet  A j de  chaque  point  d’interfêcHon  menons  fut; 

I axe  les  appliquées  FL  , kg , KG  , la  première  cil  une  valeur  négative, 
les  deux  autres  font  les  valeurs  pofitives  de  la  propofée. 

Par  la  nature  de  la  parabole  / x Ak  — ^ * , y — 

Par  la  nature  du  cercle  Ai  g1  — au  reétang  le  lous  le  raydn  -h 
£ M , gç  fous  le  rayon  — EM.  Or  le  rayon  £ A , eft  Vaô'  + dIF'* 

^^i+iP  + iPP  + iM  : doaàMG\  + , 

— XX.  Pour  w , xx  , y ôc  y y fubftituons  leurs  valeurs  , il  vient  « 4 = 
pzz — qz  j z’  = * + pz — q. 

6.  Conftruifons  la  même  équation  avec  les  deux  paraboles  iy  = zz, 
qui  Fig.  î j i.  fe  conftruira  à l’ordinaire  par  la  parabole  F AG  ; y y —py  • ’ 
■4-1' 1 = qui  après  avoir  fait  y — \p  — s °u  \p  — y — s , fe  réduit  à Fr». 
jT=iPP  ~ Ellc  te  conftruit  ainli.  Sur  l’axé  AL  je  prends  A D =‘S'> 
ip  > par  le  point  D je  mené  l’infinie  DS  perpendiculaire  i AL  ; je  coupe 
D B = t!  > & avec  le  paramétré  q je  décris  la  parabole  FBG  A,  dont  B 
cft  le  fommet  , B D l’axe  , qui  coupe  l’autre  parabole  aux  points  F,  G,  g 
& au  fommet  A.  Des  points  F,  G,  g je  tire  les  appliquées  G K,  gk  > FL 
qui  font , comme  n.  4.  les  racines  de  la  propofée. 

Au  point  G , par  la  nature  de  la  première  parabole  / x A K = Fô'1 , y 
=zzz.  Car  A K =y  j GK  = -hz. 

Dans  la  féconde  parabole  du  point  G abaiflèz  GM  perpendiculaire  fur 
l’axe  BD  GM=  K D = A D — AK,  jp—y=s ; D M = K G , zt 
B M = B D — DM,  — z.  Par  la  nature  de  la  parabole  q y.  B M = 

AiG  \ ipp  — Pour  Jf  mettez  fa  valeur  j il  vient  ±pp  — qz 

— i PP  — py  *+* y y • Pour  y te  y y mettez  encore  leur  valeur  tirée  de  y 
= zz}  vous  ferez  jpp  — qz  = ±pp  — pzz+z*,-  z*t=  pzz—rqz, 
z’  = * p z — q. 

La  parabole  FBG  paflè  par  le  fommet  A de  l’autre  parabole  , car 

qyBD==DA1>iPP  = iPP- 

La  trifeelion  de  l’angle  peut  fc  trouver  encore  avec  d’autres  équations, 
te  par  l’intctfèclion  d’autres  courbes. 
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Article  IV. 


Lorf qu'un  cercle  coupe  une  parabole  des  deux  cotez  de  l’axe  , les  appliquées , 
qui  font  et  un  coté , prife  s enfemlAe,  font  égales  aux  appliquées  prifcs 
enfemble  , qui  font  de  l'autre. 


I L faut  obforver  i*  que  lorfquc  le  cercle  coupe  la  parabole  au  fommet  , ce 
point  d’interfecHon  n’eft  d’aucun  côté  de  l’axe , auflî  l’appliquée  cft  là 
égale  à zéro.  i°.  Que  lorfquc  le  cercle  touche  la  parabole  , le  point  d’at- 
touchement vaut  deux  points  d’interfecHon  , aufli  l’appliquée  doit  alors 
être  prife  deux  fois  : ainfi  quand  le  cercle  touche  d’un  côte  , & coupe  en 
deux  points  de  l’autre  la  parabole  , les  deux  appliquées  de  ce  côté  font  éga- 
ies à l’appliquée  de  l'autre  , prife  deux  fois.  3*.  Que  le  cercle  doit  couper  la 
parabole  en  quatre  points , un  point  de  contact  étant  pris  pour  deux. 

1 . Soit  Fig.  151.  l’axe  K A de  la  parabole  EDKB  F,  fur  lequel  cfl  A 
le  centre  du  cercle  qui  coupe  cette  parabole  aux  points  E , J>,  B , Fi 
l’on  a les  appliquées  à l’axe  GBxxGD,  H F — HE  , puHqu’elles  font 
prifcs  deux  à deux  à une  diftance  égale  du  fommet  K. 

t.  Que  le  cercle  coupe  la  parabole,  Fig.  1 J3.  en  quatre  points  F,  A, 
G y g : dont  le  fommet  A en  foit  un.  Appliquez  FL,  G K , g k à l’axe  de 
la  parabole  ; prolongez  KG  en  M , kg  en»,  jufqu’à  ce  qu’elles  rencon- 
trent le  diamètre  EM  du  cercle  parallèle  à l’axe  AB  s par  le  centre  E 
tirez  EB  perpendiculaire  au  même  axe  -,  joignez  les  rayons  EA , EG. 


Eg,EF. 

Nommez  le  paramétré  de  la  parabole , 


as  AB  ,bs  EB  , e — MK  — 


tnk  xx  NL  s A K , t » A k , s ÿ AL,  r t K G , y •,  k g , z ; FL , v.  Et 
vous  aurez  GM  xx  G K -+-  KM  , y 4-a;  gm~  g k 4-  km,  2 + t j FN  = 
FL  — NL  , v — c.  De  plus  par  la  nature  de  la  parabole , le  paramétré 


y.  AK  = KG1 


at  = 


V?; 


=.  Ak  , AL=.  FL 
e=  K B xx  AB  — AK,  b 


t — y-f>  a X A k xx  kg  as  xx  zz  , s xx 
ar  xxv v . r xx^  = AL.  Enfuite  ME 

Ak  , b 


m E xx  kB  xx  AB 


. y y xx  dans  le  triangle  rectangle 
Ce  qui fe réduit %2*b  = 

Dans  le  triangle  reéfongle  Emg  , £ s*  — £,„l  -h  xxjTa'  } d>ol^ 
l’on  tir ç.  2 ab  xx 

Dans- le  triangle  reélanglc  ENF , e F*  = E i V*  4*  NF*  — Ta  * , d’où 
l’on  foit  a 4 b = t'1- 
Donc 

rh  a a y z.  == y *'  4-  jaa  cy  4-  a ay^i  2 a ac  xx  zcy  + zjy. 


Digitized  by  Googl 


de  M.  Descartes.  Uv.  111. 
Donc  im  s ai  = *'  * 2 f 


541 


j r/'+id/ifv 
a av y = v* y — 2 a ac y aavy  s 2a  ac  = vvy  — vyy 

Donc  30  2 aat  z=vvy  — vyy  = zzy^zyy,vv  • — vy=  zjz  -+-^y; 
vv  — tt  = vy  -a- y 6 c divifàntpar  v •+■  « j le  quotient  eft  v — * — _y  j 

v=y  FL  z=  KG  kg.  Ainfi  M,  DESCARTEsa  eu  raifbn  de 
l’aflurer. 

3.  Si  Fig.  1.34.  le  cercle  coupoit  la  parabole  au  fommet  A , au  point  F,  ,'*- 
fie  la  touchoit  au  point  G ; l’on  concevrait  une  féconde  appliquée  kg  au  lJ4* 
point  infiniment  proche  du  point  g -,  l’on  ferait  aux  trois  points  F,  G , g le 
même  calcul  que  n.  1.  l’on  viendrait  à l'équation  v = y -t-z  i 8c  pareeque 

kg  = KG,  puiique  l’une  cft  infiniment  peu  differente  de  l’autre , l'on  a 
y — z ; 8cv=zy,  FL  double  de  KG. 

4,  Que  le  cercle  coupe  Fig.  13  y.  la  parabole  aux  quatre  points  F,  f, ?,#- 

G' y g,  dont  le  fommet  A n’eft  pas  un  j 6e  "qu'il  y en  ait  trois  d’un  coté  Mt‘ 
de  l’axe,  & un  de  l’autre  II  faut  outre  les  lignes  de  Fig.  133.  n.  1.  mener 
l’appliquée  fl  jufqu’en  n , tirer  le  rayon  Ef,-  nommer  Al , q>if,  x -,fn 
fera  // -h  la  , x ■+■  c -,  6c  par  la  nature  de  la  parabole  * X Al  = jf* , a q 
z=xx,  q = £Az=:Ali  8cnE=lB=  AB  —j4l,  é — _ 

Maintenant  dans  le  triangle  redangle  Enf,  Ef1  — En * ■+•  »fx , ü 
*l  " +-tï  •+•  cc  ■+■  2 ex  ■+■  xx  = dans  le  triangle  reâangle  EGM, 


« A 

Yg  1 —Tm 

a*--  *’ 


*■» 


*7  + 77  5 


»iyr 


2 c y — 2cx-*-yy  — xx-,  multipliez  par  aa,  2aiyy 
—l  2 a b x x =y  ♦ — x 2aacy  — 2 aac  x -+-  aayy  — aa  xx  j divi- 
fêz  par  y — x , 2 aby  -*r  2 ai  x z=z  y*  + yy  x y x x x'  ■+■  2 a ac  -4- 
aay  -1-  aax  j divifëz  encore  par  y ■+■  x , 2 ab-=.  l f y * ?x  x' 


*m*c  «»y  + * 


y -4-  * 


Dans  le  triangle  reélanglc  £ »/,  £/*  = e g1 = Em% - f-  « ^ * , d’où 
vous  formez  2 ai  = **  f + 4-^. 

Dans  le  triangle  £/»  , Ef 1 = E F1  = E N1  -¥■  N F1  , d’où  vous  aurez’ 

/ y1  — y vr  -H  y x x — x 1 — ta»  c ■+■  m*-u  — *a  x 

2 a o — ' 1,  — x ' • 

Donc  i°  y a k r'-t-rrx-t-rxx-t-x'-»-  »*  * »'  -*■  - 

y * ***  1 * * *' ~l~ 4 . Reduifëz  à là  même  dénomination , ôtez  1er 

termes  qui  s’effacent , 6c  ordonnez  ainfi  ceux  qui  refient  , 2aac  z — 
2aacy=yz*  -i-xyzz-t-xz*  -+-xxzz,  — y*  z.  — x y y z.  — xy * — 
xxyy  } divifez  par  z — y , 2 a ac=zyzz  y y z h-  2 xy  z + xîî  + 
xyy  +x.ï2+  xx  y. 

Donc  1 * 2 ai  = * ' *y*  -*-  * **  +*’■*-  *•»'  + y 1 — xyy 

"fZ  7 x-~  **“  ~*M -.  Reduifëz  à la  même  dénomination.  Divi- 
fèz par  v -1 -y  , 2 a as  =j » v v — vyy  -+>  v v x 2 vxy  xyy  — vxx 

•+■  X Xy, 
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Donc  3°  2 aa  c = vyy — vyy-*-vvx  — 2vxy-*-  xyy — vxx-*- 
xx  y =y  ~~  ■+■  y y 2Xy~  •+■  xzz  -t-  xyy  -h  xxz.  xXy  , qui  le 
réduit  k y vv  -*-  vvx  — vy y — 2 v xy  — v x x — y z z — y y ^ — 
2 xy  z — xx-  z.  — xxz  = 0.  Divilêz  par  vy  -*-  y z -+-  v x •+■  x z , le 
quotient  eft  v — z — y — x = e,v— x-*-y-*-z,  FL  = fl  -+- 
KG  -+-  kg. 

5.  Si  le  cercle  coupoit  la  parabole  en  F , f,  & la  touchoit  en  G l’on 
* concevroit  le  point  g infiniment  proche  de  G ; l’on  feroit  le  calcul  com- 
me n.  4.  Si  l’on  auroit  toujours  l’équation  v = x -t-  y -t-  z.  Mais  parcc- 
qne  KG  , kg  font  infiniment  peu  differentes  l’une  de  l’autre  , l’on  feroit 
KG  , y = kg,  zi  Si  v = x 2 y , FL  =fl  -+-  2 K G. 

f>«.  6.  Que  le  cercle  Fig.  256.  coupe  la  parabole  aux  quatre  points  F,/, 

G , g , dont  deux  lûnt  d'un  côté , Si  deux  de  l’autre.  Il  n’y  a d’autre  diffé- 
rence dans  les  valeurs  des  lignes  de  n.  2. 4.  fi  ce  n’cft  G M = GK  — KM, 
y — c ; gm  = gk  — km  , z — c j tN=FL-*-LN,v-*-csEm  = 
Bk=Ak  — AB , b. 

Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  E nf,  £ f*  ~£»%  -+-  nfl  ,bb  — 
-+•  -t-  xx  ■+■  2c  x -+-  ce  = £~F*  — £~N*  -+-  ïvË  * dans  le  triangle 

rectangle  £ NF,  b b — — -t-  vv  -+-  2cv  -+-  cc  j — 

— x*  ■+■  2CV  — 2 c x.  Multipliez  par  an  , 2abvv 
— 2abxx  = v*  — x*  -f-  aaw  — aaxx  -+-  2aacv  — 
2 aac  x j divifez  par  v — x ; 2abv-+-2abx  = v,-*-&vx -h  vxx- 1- 
x ’ -+-  zaac  ■+■  aav  an  x j divilêz  encore  par  v -+-  x,  2 a b = 

t1  -f  u u y -f  a-  x -h  x 8 -1-  sA/ir  + aav-t-aAx 

•v  -t-  X * 

Dans  le  triangle  rectangle  Enf  — Ef*  = EG*  = E Ml  -4-  MG1  i 
divifez  par  y •+•  x , Si  vous  formerez  2 a b — y ~ xyf  *--xyy  ~ * *~  1“—e 

+ /My  — 44X 
• 


Dans  le  triangle  rectangle  E n f , e f ~ = A'  g1  — E m 1 -+-  m g1  ; divilêz 
par  z -4-  x , Si  vous  aurez  2 ab  = 

Donc  1 0 2 a b-=.  y'  + + t>‘  -t-  i>  vr 

Reduifez  à la  même  dénomination  , ôtez 


-f-  2A  A C + A AV  + AAX 


v *V  x 

Je  s termes  qui  s’effacent  & arrangez  ainfi  les  autres  : 2 aac  y -+-  2a  acv=. 
vy  ’ — v xyy-*-  xy  * — x x y y — v'  y — vv^x  J -*-  v'  x -\-  v v x x -,  divi- 
lêz par  y -*-v  , 2 aac  — vyy  — v vy  — 2 vxy  -+-  xyf  ■+■  vv  x — • x x y 
-j-  v x x. 


— XZZ  -4- 


Donc  2*  2 a b = y'-irr-t-»)  — __ 
xxz  — *•  * ~ «**  ~ Reduilêz  à la  même  dénomination  , divilêz 

par  ^ — y , 2 a a c = X2.Z  -+-  2 xy  ~ -I-  xyy  — y z z — ■ y y £ — xxz 


— xXy- 

Donc  30  2 a ac  ■=.  vyy  — v v y — 2 vxy  -+-  xyy  -t-  x vv  — x x y -+- 

* vxx 
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•vxx  e=zx  zz-b  2 x y z •+■  Xyy  — yzz  — yy\ — xxz  — xXy  } qui  le 
réduit  à i/y  — vv y — 2vxy  -+-  vv  x ■+■  x x v — x zz  — 2xzy  ■+■ 
y zz  yy  z- b xxz  — » i divilêz  par  vy  — v x -+-  y z — xz,  le  quo- 
tient eft  y — x -^-v-bz—  o , x -b  v=y  -b  z,  fl -b  FL  = KG  -b  kg. 

Article  V. 

Defcription  des  courbes  par  leur  Equation  folide. 

i . L Orlquc  dans  une  équation , il  n’y  a qu’une  des  inconnues  qui  monte 
au  troifiéme  ou  au  quatrième  degré  , & que  l’autre  n’eft  que  du  premier 
ou  du  fécond  ; on  regarde  le  Problème  , qui  doit  décrire  la  courbe  , dont 
cette  équation  exprime  la  nature  , comme  plan  5 & l’on  n’a  befoin  que  du 
cercle  éi  de  la  ligne  droite  , pour  trouver  tous  les  points  qu’on  cherche. 
Vous  en  avez  des  Exemples,  Liv.  1.  Sect.  4.  Art.  3.  $.3. 

z.  Lorlque  les  deux  inconnues  vont  au  troifiéme  ou  quatrième  degré, 
fi  celle  qui  monte  au  quatrième  n’a  que  le  premier  terme  , comme  v*  = 
n x * -1-  x 4 ; le  Problème  eft  encore  plan  5 car  l’on  a v v = VJTx  ’ -4-  .v  +, 
v=V  Vax'  -h  Je*  y & chaque  valeur  de  v fê  trouve  avec  la  Réglé  5c  le 
Compas. 

Si  l’inconnue  qui  eft  élevée  au  quatrième  degré  n’a  que  le  troifiéme  ter- 
me v4  — 2aavv=  axl  -b  x*  , le  Problème  eft  plan  par  la  meme  rai- 
fon  , car  ajoûtant  **  de  chaque  côté  , l’on  fait  v 4 — 2 an  vv  * 4 — 
a x 1 -b  x 4 4 , v v — ««  = ± Va  x ' -+-  x*  -b  a*  , v ■=.  Va  a rfc 

Vax'  -b  x*  -b  a*. 

3 . Mais  lorlque  cela  n’arrive  pas  aux  équations  de  trois  ou  quatre  dimen- 
fions  , l’on  fuppofe  toutes  les  Réglés  de  Liv.  1.  Sect. 4.  Art.  3.5.3.  & l’on 
cherche  autant  de  points  de  la  courbe  à décrire  , que  l'on  veut , en  le  1er- 
vant  de  quelque  Section  conique  outre  le  cercle  ôc  la  ligne  droite  j en  un 
mot  pour  trouver  chaque  point , on  confirait  un  Problème  folide  , comme 
on  a fait  ceux  de  toute  cette  Partie  IV. 

II  faut  décrire  la  courbe  , dont  l’équation  eft  x * = — a y x -+-  y ' , dans 
laquelle  a eft  l’unité,  Fig.  257.  Je  tire  à-angles  droits  les  lignes  HG, 
B N i les  -b  x le  prennent  fur  B N en  allant  de  B vers  / 5 les  — x de 
l’autre  côté  ; les  -b  y fur  B G en  allant  de  B vers  G ; les  — y en  allant  de 
B vers  H. 

Soit  y = -b  a , l’équation  le  change  en  **  = * — a a x -b  a*  . ou 
pour  la  réduire  à l’exprelfion  de  M.  Descartes  .y  * = * — apx  -b 
aaq  , en  faifànt  pz=za  — q.  L’on  décrit  Fig.z  j 8.  la  parabole  AF,  dont  le 
paramètre  eft  A P , a -,  le  fommet  A , l’axe  AC  -,  fur  lequel  l’on  coupe  A C 
= -,  ëc  parccqu’il  y a — p dans  l’équation  Réglé  3.  Art.  1.  Seét.  1. 

Zz  z 
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Part. 4.  Liv.  3.  l’on  prend  CD  —\p  = 7* , & le  point  D tombe  fur  le 
fommet  A ; au  point  D ou  A l’on  élevé  la  perpendiculaire  DE  = = 

la  5 du  point  E , du  rayon  E A l’on  décrit  le  cercle  DF  , qui  coupe  la 
parabole  au  point  F,  &:  l’appliquée  FL  , pareequ’il  y a ■+■  q , cft  Reg.7.  du 
même  endroit  ; la  valeur  vraye  cherchée  de  x.  C’cft  pourquoi  Fig. 
157.  étant  B G , +y  — a , comme  on  l’a  prife  , j’éleve  la  perpendiculai- 
re G K = B I , x i = FL  } & le  point  K cft  un  point  de  la  courbe  cher- 
chée , qui  répond  à l’appliquée  IK  = B G , y = *. 

Soit  y = — <*  ) l’équation  propofée  fe  change  en  x ' = * -+-  a a x — a >, 
ou  x'  = * ■+-  *p  x — aaq,  Ainfi  vous  vous  lèrvircz  de  la  même  parabo- 
le AF , Fig.  x j 8.  & de  AC  = la-,  mais  pareequ’il  y a f> , vous  pren- 
drez Ci  p = -i a en  allant  de  C vers  / j au  point  d vous  élèverez  la 
perpendiculaire  d e = \q  = ia  ; du  centre  e , S: de  l'intervale  vous 
décrirez  le  cercle  Af , qui  coupe  la  parabole  en  / ; l’appliquée  fl , paree- 
qu’il y a — q , cft  la  valeur  fàullè  de  .v.  C’eft  pourquoi  Fig.  Z57.  étant 
B H = — y = a , j’éleve  la  perpendiculaire  HM—  BN,  — x j = fl  s 
le  point  M eft  à la  courbe  cherchée  , qui  répond  à l’appliquée  M N = 
B h = — y = *• 

On  cherchera  de  la  même  maniéré  tous  les  autres  points  , que  l’on  vou- 
dra de  la  courbe  M B K , Sc  pour  chacun  l'on  refoudra  un  Problème  foli- 
de  -,  &C  l’on  décrira  la  courbe  en  joignant  tous  ces  points.  Si  l’on  fuppofe 
par  exemple  y =7  « , l’équation  propofée  devient  x * = — la  ax  -+-  £**, 
&c.  L’on  doit  obfervcr , que  la  même  parabole  peut  toujours  lcrvir , aufli- 
bien  que  le  même  point  C ; mais  les  points  D , d varient , car  dans  ce 
fécond  cas  C D doit  être  ~f>=ia-,  les  points  E , e varient  auflî , car 
ici  DE  eft  7 q = t*  a : d'où  il  fuit  que  les  cercles  font  toujours  dif- 
ferens. 

4.  L’on  peut  auflî  chercher  les  points  de  la  courbe , ou  les  valeurs  de  x, 
en  fuivant  les  Règles  de  Art.  I.  de  cette  Se&ion. 

5.  Il  arrive  fouventquc  l’on  trouve  des  maniérés  plus  aifées  de  décrire 
les  courbes  , fans  avoir  befoin  de  fe  fervir  de  leur  équation. 
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SECTION  III. 

Tous  les  Problèmes  folides  Je  peuvent  réduire  à trouver  deux  moyennes 
proportionelles  , ou  à divifer  un  angle  en  trois  parties  égales. 

M.  Descartes. 

IL  feroit  fuperflu  que  je  m’arrêtalTe  ici  à donner  d'autres  Exem- 
ples s car  tous  les  Problèmes , qui  ne  font  que  folides , fe  peu- 
vent réduire  à tel  point , qu’on  n’a  aucun  beloin  de  cette  Réglé 
pour  les  conftruire  ; finon  entant  quelle  fert  à trouver  deux  moyen- 
nes proportionelles , ou  bien  à divifer  un  angle  en  trois  parties 
égales.  Ainfi  que  vous  connoîtrez  en  considérant , que  leurs  diffi- 
cultez  peuvent  toujours  être  comprifes  en  des  équations  , qui  ne 
montent  que  jufqu’au  quarré  de  quarré  , ou  au  cube;  & que  toutes 
celles  qui  montent  au  quarré  de  quarré  , fe  reduifent  au  quarré 
par  le  moyen  de  quelques  autres  , qui  ne  montent  que  jufques  au 
cube  ; & qu’enfin  on  peut  ôter  le  fécond  terme  de  celle-ci , en  forte 
qu’il  n’y  en  a point  qui  ne  puifTe  le  réduire  à quelqu’une  de  ces  trois 
fortes  *'  = * -+-p{.+  ?> 

Or  fi  on  a z ' = * — p z -+-  q j la  Réglé  dont  * Cardan  attribue  * ArtU 
l’invention  à un  nommé  Scipio  Ferreus  3 nous  apprend  que  la  racL 
neeftv'C-+-a.^  -+-  V\qq  ■+■  ijp1  — VC  — '7q  + V ±q  q -h  ^L  p Ttlrmt 

Comme  aulfi  lorlqu’on  a = -p  z-t-q  , & que  le  quarré 
<le  la  moitié  du  dernier  terme  eft  plus  grand  que  le  cube  du  tiers  de  «TX" 
la  quantité  connue  du  pénultième,  une  pareille  Réglé  nous  apprend  thÜJ* 
que  la  racine  eft  VC.  + ±q-hV  ^qq  — ^p'  /C. -t- 1 ? 

JL  p *.  tulum 

D’où  il  paroît  qu’on  peut  conftruire  tous  les  Problèmes  , dont 
les  difficultez  fe  reduifent  à l’une  de  ces  deux  formes , fans  avoir  X?/”* 
beloin  des  Seétions  coniques  pour  autre  chofe  , que  pour  tirer  les  f w. 
racines  cubiques  de  quelques  quantitez  données  , c’eft-à-dire  pour 
trouver  deux  moyennes  proportionelles  entre  ces  quantitez  & *" emMm 

i.  . / ry  1 mneHm 

I unité.  Zzz  ij 
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Puis  ^ona  z‘  = * -+-PZ+  q » & que  le  quarré  de  la  moitié  du 
dernier  terme  ne  foit  pas  plus  grand  que  le  cube  du  tiers  de  la  quan- 
vuhuU  tité  connue  du  pénultième  -,  en  fuppofant  le  cercle  NJgPV  3 dont 
le  demi-diametre  NO  foit  Vjp , c’eft-à-dire  la  moyenne  propor- 
ST.i  tionelle  entre  le  tiers  de  la  quantité  donnée  p & l'unité  ; & fuppo- 
xucUm,  fant  aujfi  la  ligne  N P inferite  dans  ce  cercle  , qui  Toit  ¥ , c’eft-à- 

savent - . r • v i»  • / f / 1 i / 

r>t  & dire  qui  loit  a 1 autre  quantité  donnée  q > comme  l’unité  eft  au 
^jf„.  tiers  de  p -,  il  ne  faut  que  divifer  chacun  des  deux  arcs  NJ$J> , & 
N VP  en  trois  parties  égales  > 6c  on  aura  la  fubtenduë  du  tiers 
de  l’un  , & NV  la  iubtenduë  du  tiers  de  l'autre  3 qui  jointes  enlem- 
ble  compoferont  la  racine  cherchée. 

Enfin  fi  on  a z 1 =pz  — q , en  luppofant  derechef  le  cercle 
* t*uu  N v,  dont  le  rayon  NO  foit  V~p  3 & l’inlcrite  N P loit  ^ *, 
/wT u'NQ  la  fubtenduë  du  tiers  de  l’arc  N j^P  fera  l’une  des  ra- 
p1,  cines  cherchées  , ôc  NV  la  fubtenduë  du  tiers  de  l’autre  arc 
fera  l’autre.  Au  moins  fi  le  quarré  de  la  moitié  du  dernier  terme 
n’eft  point  plus  grand  3 que  le  cube  du  tiers  de  la  quantité  connuë 
du  pénultième  : car  s’il  étoit  plus  grand  , la  ligne  np  ne  pourroit 
être  inferite  dans  le  cercle  , à caufe  qu’elle  ferait  plus  longue  que 
fon  diamètre.  Ce  qui  ferait  caufe  que  les  deux  vrayes  racines  de 
cette  équation  ne  leroient  qu’imaginaires  3 6c  qu’il  n’y  en  aurait  de 
réelles  que  la  fauflë  , qui  en  fuivant  la  Réglé  de  Cardan  feroic 

VC.  + V'-qq  — -bi*  +VC.{q— 

Au  reftê  il  eft  à remarquer , que  cette  façon  d’exprimer  la  valeur 
des  racines  par  le  rapport  quelles  ont  aux  cotez  de  certains  cubes 
dont  il  n’y  a que  le  contenu  qu’on  connoifle  > n’eft  en  rien  plus 
intelligible  , ni  plus  fimple  3 que  de  les  exprimer  par  le  rapport 
quelles  ont  aux  fubtenduës  de  certains  arcs  ou  portions  de  cercles} 
dont  le  triple  eft  donné. 

En  forte  que  toutes  celles } qui  ne  peuvent  être  exprimées  par  les 
Réglés  de  Cardan , le  peuvent  être  autant  ou  plus  clairement  par  la 
façon  ici  propofée. 

Car  fi  par  Exemple  on  croit  de  connoitre  la  racine  de  cette 
équation  2.'  = * +pz  -t-  q > à caufe  qu’on  fçait , quelle  eft  compo- 
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fée  de  deux  lignes  , dont  l’une  eft  le  côté  d’un  cube , duquel  le 
contenu  eft  il  ajouté  au  côté  d’un  quarré,  duquel  derechef  le 
contenu  eft  \ q q — tt/  ’ , & l’autre  eft  le  côté  d’un  autre  cube, 
dont  le  contenu  eft  la  différence  qui  eft  entre  kl , & le  côté  de  ce 
quarré  donc  le  contenu  eft  \qq — tïP’  , qui  eft  tout  ce  qu’on 
apprend  par  la  Réglé  de  Cardan. 

Il  n’y  a point  de  doute , qu’on  ne  connoiffe  autant  ou  plus  difi 
tintement  la  racine  de  celle-ci  z 1 = * •+■  p z —,  q , en  la  confide- 
ranc  inferite  dans  un  cercle , dont  le  demi-diametre  eft  v'f/» , & 
fçaehant  quelle  y eft  la  fubtenduë  d’un  arc  dont  le  triple  a pour  fa 
fubtcnduë  *j.  Même  ces  termes  font  beaucoup  moins  embarraffez 
que  les  autres , & ils  fe  trouveront  beaucoup  plus  courts,  fi  on  veut 
ufer  de  quelque  chifre  particulier  pour  exprimer  ces  fubtenduës , 
ainfi  qu’on  fait  du  chifre  VC.  pour  exprimer  le  côté  des  cubes. 

Et  on  peut  auffi  enluice  de  tout  ceci  exprimer  les  racines  de  tou- 
tes les  équations  , qui  montent  jufquesau  quarré  de  quarré  , parles 
Réglés  ci-deffus  expliquées.  En  forte  que  je  ne  fçache  rien  de  plus  à 
defirer  en  cette  matière.  Car  enfin  la  nature  de  ces  racines  ne  per- 
met pas  qu’on  les  exprime  en  termes  plus  fimples  , ni  qu’on  les 
détermine  par  aucune  conftruction  , qui  loit  enlemble  plus  gene- 
rale 8c  plus  facile. 

Après  que  M.  DESCARTHSa  donne  des  Méthodes  generales  pour 
conftruire  toutes  les  équations  du  troifiéme  6c  du  quatrième  degré  , tant 
celles  qui  font  folides  , que  celles  qui  ne  le  font  pas  j il  en  donne  mainte- 
nant une  autre  pour  les  lolides  , qui  confiftc  à trouver  deux  moyennes  pro- 
portionelles  6c  a divifèr  un  angle  en  trois  parties  égales  ; pour  celles , qui 
demandent  deux  moyennes  proportionelles  , il  fuit  l’expreflîon  , que  les 
Réglés  de  Cardan  fournilTènt.  Il  applique  cette  Méthode  aux  équations 
du  troifiéme  degré  , 6c  il  fe  contente  de  dire  que  le  quatrième  Ce  réduit  au 
fécond  par  le  moyen  du  troifiéme. 

Les  Problèmes  <^ui  montent  au  cube , Ce  rcduifênt  après  qu’on  en  a ôté 
le  lècond  terme  , a ces  formules  , z*  = * — p z -\-q  , z*  =*  -+-  pz  ■+■  qt 
x,'  = * -h  p z — jj  aufquelles  l’on  peut  ajouter  * * = * — pz  — q, 
z * = * * ± j.  f 


Z z z iij 
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$.  I.  a ' = * * ± q. 


On  a vû  la  conftrucftion  & les  racines  de  ces  deux  équations  , Sect.  r. 
Art.  i . Ex.  i . t.  Pour  les  conftruire  on  n’a  eû  befoin  que  de  trouver  deux 
moyennes  proportionelles  entre  l’unité  Sc  la  quantité  donnée  q -,  c’eft-à- 
dire  qu’on  n’a  eu  befoin  que  d’extraire  la  racine  cubique  de  q.  Car  extrai- 
re une  racine  cubique  d’une  quantité  quelconque  cubique  /*  ' , c’cft  trou- 
ver la  quantité  a racine  de  ce  cube  ; laquelle  étant  connue  , l’on  trouve 
a a quarré  de  <*  , qui  eft  troisième  proportionelle  de  l’unité  &c  de  * j & a * 
étant  trouvé  , l’on  cherchera  encore  a ’ qui  eft  ti-oifiéme  proportionelle 
de  « St  «4.  Or  ces  quatre  quantitez  i , a,  font  évidemment  en 

proportion  continue  : donc  pour  trouver  le  cube  <*'  , il  ne  faut  que  trou- 
ver les  deux  quantitez  a,  « a , moyennes  proportionelles  entre  / , &.  la 
quantité  donnée 

§.  1 1.  * * = * — P\^~T~  q. 


La  racine  réelle  & pofitive  eft  VC.  j-q  q ■+■  Vjq  q ■+■  j-  p ' — 
VC.  T î -+•  ? î ■+■  Hp1'  P°ur  *c  prouver  foit  z = x — ^ . l’on  a 1 

z=x,—px-brIi  — > p %==  P X — t£  5 & l’équation  z,'  = — p * •+•  q 

Ce  changera  en  —px  « — ti-,  = — px  + U + ? , *»_  tl_  = 
q > multipliez  tout  par  x 3 , ce  fera  .v 4 — Ÿjp'  = q x*  i x 4 — q x'  = 
yj  p Ajoutez  \ qq  de  chaque  côté  , vous  ferez  x*  — q x * ■+•  ~ q q = 
i ? ? -+•  r?  P » » dont  la  racine  quarréc  eft  — tï  = -+-  Yjp1  > 

.v8  = t q + Vjq  l + ijp'  > dont  la  racine  cubique  eft  x = VC.  {q  +■ 


Vill  + TTf’- 

Subftituons  à prefont  cette  valeur  de  x 


dans  z ■ 
£_ 


il  viendra 


* = VC.j  q-+-Vjqq-t-TYp‘  — 3VC.{q  + Vjgg  -^ttP'  , ce  qui  ne 
demande  qu’une  extraction  de  racine  cubique , à favoir  celle  de  VC.  jq-+- 

TT  P *• 

Pour  réduire  cette  expreiïion  à celle  de  Cardan  , je  multiplie  le  nume- 


P 

rateur  8c  le  dénominateur  de  la  fraction  3 VC.  j q -hV^q  q tjP'  Par 
VC.  — ~ g -4-  V±  q q -4-  jtP 1 » »°  numérateur  deviendra  pVC.  — '-q  -+- 


^iii  + iïp',  *VC. 
produit  VC.  ~j  p3=j 

dénominateur  3 VC,  ~ 


— U +Vjqq  + ij P'  xVC.iq  + V±qq-i-£;p>, 
p , qui  doit  être  multiplié  par  3 , de  forte  que  le 

q Vi  q q -4-’  tj p 1 > Ce  changera  en  3Xjp  =pi 
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& toute  la  fraction  ^VC. — îq  + V 7 qq-+-rrp  1 ■ = /C.  — f J -+-  v'^qq 
-4-  ■rf/»’  > Si  enfin  la  valeur  de  a fera  VC.\q  ■+■  V -j  qq  -+-  pV — /C. 

T ? ■+■  ^ 1 1 ■+■  r?/’  ’ > qui  demande  l'extraction  de  deux  racines  cubiques. 
De  forte  que  par  la  railbn  apportée  §.  i . il  faut  trouver  deux  moyennes 
proportionclles  entre  l’unité  & { q -4-  V'-q q -t-  37 p * quantité  connue , &. 
deux  autres  entre  l’unité  > & — 7 q ■+•  q q •+■  ijp  \ Et  ces  deux  quanti- 
tez  étant  trouvées , par  la  Sedt.  1.  Art.  1.  Ex.  1.  l’on  fouit rait  la  plus  peti- 
te de  la  plus  grande  ; le  rcfte  elt  la  valeur  cherchée  de  z. 

Cette  équation  z’  = * — p Kj+-  ?,oui'  = * — 1 s z-4-  124  étant  propo- 
fée,  pour  formcrla  racine  réelle  8c  pofitive  de  * fuivant  la  forme  de  Cardan  ; . 
il  faut  prendre  i°  -f  q = 62  ,dont  le  quarré  elt  + qq  = 3 S 44.  ; i'i^=  St 
dontle  cube  cil  -^p*  = 123s  30  ajouter  ce  quarré  à ce  cube  pour  faire  { qq 
-+-  9 ; 4*  en  extraire  la  racine  pour  avoir  V\q q ■+■  -^p*  =6 3 

j°  ajouter  {q=  62  , ce  qui  donne  \q  -t-  V\  qq  -t-  -^p  '>  = 123  . 
6°  extraire  la  racine  cubique  de  cette  quantité  , ce  fera  VC.^q  -+- 
V^qq  ■+■  77  p ! = 3-  Après  cela  il  faut  7e  fou  (traire  \q  — 62  de 
^iiq  ^TTp 1 = 6 3 > le  refte  eft  —\g  -r-  V\gg  -+•  -^p’  = / ; dont  la 
racine  cubique  eft  / = VC.  — ±q  -4-V\qq  ■+■  ~jp> > 8 * l’on  fouftraira  la 
féconde  de  ces  racines  cubiques  de  la  première  de  cette  façon  : VC.  + 

^iqq  + r?  P 1 — vc-  — t q + /jff r?/*  = s — / = 4 = *. 

Avec  cette  racine  de  z l’on  trouvera  les  deux  autres  de  l’équation  pro- 
pofée,  fi  l’on  divifé  z1  ■+•  1 3Z — 124  = 0 par  * — 4 = 0 ; le  quotient 
eft  + + = « , dont  les  deux  racines  imaginaires  font  z = — 2 

± V — 27. 

Dans  cette  forme  îîc=*  — p ^-+-  q , il  y a une  racine  réelle  pofitive, 
qui  ne  vient  jamais  fous  une  forme  imaginaire , pareeque  tout  eft  pofitif 
fous  V±qq  + T3p’'  Les  deux  autres  racines  font  imaginaires. 

Mais  la  racine  réelle  pofitive  vient  fouvent , lorfqu’on  veut  Exprimer 
en  nombres  , fous  une  forme  irrationelle , quoique  cette  racine  foit  ratio- 
nelle.  Car  foit  propoféc  l’équation  z>  = * — <fz  -1-  fi*  ; la  valeur  vraye 
& réelle  de  z eft  4 , puifquc  fubftituant  4 pour  z , 64  pour  z1 , l’équa- 
tion devient  64  = — 24-4-  SS  = 64.  Cependant  fi  vous  cherchez  la 
valeur  de  £ fuivant  la  Formule  de.  Cardan  , vous  trouverez  \q  = 44, 

il!  = 1936  ,^  — 2 , -±p'  = S;  &C  z = V\q  +yïqq+^P  -- 

V — ~q-4-V^qq-4-^jpiz=VC.  44  ■+■  V 1 944  — VC.  — 44+Vi»44> 
qui  eft  une  forme  irrationelle  , pareeque  / 944  n’eft  pas  un  quarré  par- 
fait. Cette  valeur  de  z fc  trouve  aulfi  aifément  qu’une  rationelle  par  la 
Géométrie  comme  on  a vû. , Secl.  1 . Art.  1 . Exemple  5, 
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§.  III.  z'  = * + p\  + q\  lorfque^ÿf  eft  plus  grand  que  77/»». 


La  racine  réelle  Sc  pofitive  eft  VC.  ±q  V\qq — 77/”  -t-  VC.  \q  

V-j  q q — T,  p *•  Ce  qui  fe  prouve  ainfi.  Soit  & = x + i l’on  aura  * * = 
x ' -‘rfx  ■+■  r—>  pz  — px  h-  rJL  } & l’équation  z'  = -+-/>*• 

deviendra  *•  + P x h-  U.  -+•  ^ = -+-  px  + LP  q ; *>  -+.  Li_  = 
Multiplions  tout  par  x1  , il  vient  x*  -+-  -±jp'  — q x> , x * — q x'  =. 
— p* , ajoutons  dans  chaque  membre  \qq,  [nous  aurons  x*  — q x'- 1- 
~q  g = \qq — rj p' , dont  la  racine  quarrcc  eft  x ' — \q  — V\qq — 
—p* , x'  — {g  ■+■  V~ q q — —p  > , dont  la  racine  cubique  eft  x = 


VC-iq+V+qq  — rj  P*‘ 

Maintenant  fubftituons  la  valeur  de  x dans  a = x -+•  > nous  forme- 


P 

rons  z = VC.  \q  -*-V±qq  — jjp'  ■+■  sVC.\q  + V±qq  — p 1 qui 
n'a  befoin  que  d'une  extraction  de  racine  cubique.  Nous  réduirons  cette 
cxprelfion  à celle  de  Cardan  , fi  nous  multiplions  le  numérateur  5c  le  déno- 


minateur du  fécond  terme  j VC.^q  -*-V~q  q — -77  p 1 par  VC.  j g 


V^qq  — ~hP  '•  i°«  Le  numérateur  deviendra  pVC.~q — V-  qq  — Tqp'. 

i*.  VC.jq  — v'ITT-T  tÎT'  X v'f;  h ■+■  V*  qq  — 7 îP’  produit  VC.  ■+■ 
Jiyp * = ±p  , qui  doit  être  multiplié  pjr  j , de  forte  que  le  dénominateur 


P 

fe  changera  en  p ; 5c  toute  la  fraction  jVC.  \q  -\-V\q  q — Tq  P ' devient 
£-  V C.-q—V^qq  — j ~ p'  = VC-  t?  — Vj  qq  — ~nP 1 » 5c  enfin  la 

valeur  de  z fera  V C.-j-  q -t-V-J-  q q — j '-p J -hVC.-+-j-q — Vjqq  — —p !, 
qui  a be&in  de  deux  extradions  de  racines  cubiques.  Ainfi  fuivant  ce  qui 
a été  dit  §.  i.  il  faut  feulement  trouver  deux  moyennes  proportionelles 
entre  l’unité  5c  la  quantité  connue  V77  q ■+•  V±  qq  — —p  * * 5c  deux  autres 
entre  l’unité  5c  la  quantité  donnée  -~q — V-^qq — 77  p'-  Ces  deux  quan- 
titez  fe  trouvent  Ex.  i . Art.  i . Sect.  i . on  les  ajoute , 5c  la  fomme  eft  la 
valeur  cherchée  de  z. 

Cette  équation  ’ ==*  -+-  p z -t-  q , ou  z*  = * 27Z  -h  73e  étant  pro- 
pofee , pour  compofèr  la  valeur  de  fa  racine  réelle  Si  pofitive  fuivant  la 
Forme  de  Cardan  , il  faut  1 * prendre  7 q = 36 s , dont  le  quarré  eft  ±q  q 
= i z'  prendre  -~p  = 9 , dont  le  cube  eft  77  p 1 = 729  5 30  du 

quarré  ôter  le  cube  pour  avoir  p q q — ~pl  — 1 32496  ; 40  en  extraire  la 

racine, 
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racine  , qui  fera  V\qq — 77 p'  — ît4\  ^ajoiiter-fÿ,  ce  qui  fait -f f -+- 
V^q  q — Tyf  * = 7 2 f > 6°  en  extraire  la  racine  cubique  , VC.  ± q -+- 
V~  q q — ■^fl  = g.  70  II  faut  encore  fou  (Ira  ire  de  -j  q = jf  s la  quantité 
= i6+  . le  relie  \q  — VC.\q  — V±qq  —^p'=  r. 
8°.  L’on  ajoûtera  enfin  les  deux  quantitez  de  cette  façon  VC.  j q 

^177—  TJP'  +VC.±q  — V\q  q — ijp'  = fi -h  r = i o = z. 

Avec  cette  racine  de  z , l’on  découvrira  les  deux  autres , fi  l’on  divife 
la  propofée  *’  — 27Z  — 730  = 0 par  z — /<»=*,  car  le  quotient , 
qui  les  contient  ,cll  îî  + /k  + ;j,  dont  les  deux  racines  imaginaires 
font  z = — / ± 

Dans  cette  forme  *’  = * -hp\-+-  q il  y a une  racine  réelle  & pofitive, 
lorlquc  ~ qq  eft  plus  grand  que  — p'  t car  alors  il  n’y  a rien  d’imaginaire 
dans  la  Formule  de  Cardan.  Les  deux  autres  racines  font  imaginaires. 
Mais  la  racine  réelle  peut  fouvent  venir  fous  une  forme  irrationelle  , lors- 
qu’on veut  l’exprimer  en  nombres  ; la  Geometrie  la  trouvera  aufli  aifément 
qu’une  autre , comme  elle  a fait  Sect.  1.  Art.  1.  Ex.  3. 

5. 4.  z*  = * -i- pz  -h  q , Iorfque  7 qq  efl  moindre  que  17 


Sa  racine  cil  encore  z = VC.  jq  -*-V^qq  — ^7 pl  ■+-  VC.  \q  — 


V\qq-TlP'-  . 

Elle  cil  fous  une  forme  imaginaire , puilque  le  total  de  ce  qui  efl  lôus 
le  ligne  radical  ÿ.  efl  négatif:  cela  pourtant  n’empcche  pas  que  la  racine 
ne  Ibit  réelle  } fie  c’efl  ce  qu’on  appelle  le  cas  irréductible , c’efl- à-dire  celui, 
où  une  racine  réelle  fe  prefente  fous  une  forme  imaginaire.  Il  a été  nom- 
mé irréductible  , pareeque  l’Analylè  n’a  pas  trouvé  le  moyen  de  le  refou- 
dre , la  Geometrie  le  relôut  pourtant  aufli  facilement  que  le  cas  réducti- 
ble , car  Scét.  1.  Art.  1.  les  mêmes  Réglés  fervent  également  pour  les 
deux  cas. 

Cependant  fi  la  Geometrie  vouloit  le  lèrvir  de  la  Formule  de  Cardan, 
elle  ne  pourroit  pas  le  relbudre . c’cll-à-dire  qu’elle  ne  pourroit  pas  trouver 
les  deux  moyennes  proportioncllcs  entre  l’unité  fie  les  quantitez  données 

VC.  ~q±V'-q  q — ~ p 1 , puifqu’elle  ne  peut  pas  extraire  la  racine  quar- 
rée  d’une  grandeur  négative  ±qq  — - '-p%.  C’cll  pour  cela  que  M.  Des- 
car. t e s a dit  que  ces  fortes  de  racines  ne  peuvent  s’exprimer  fuivant  les 
Règles  de  Cardan  j ce  qui  doit  s’entendre  d’une  manière  , qui  donne 
moyen  de  la  rcfbudre. 

M.  Descartes  cherche  donc  alors  la  valeur  de  z par  la  trilèction 
de  l’angle. 

Aaa  a 
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Soit  donc  propoféc  l'équation  = *-+-p£-4-ÿ  , & que  le  quarré  \qq 

de  la  moitié  de  la  quantité  connue  q du  dernier  terme  ne  lûit  pas  plus 
grand  que  le  cube  77  p 1 du  tiers  de  la  quantité  connue  p du  pénultième 
terme. 

ï,e.  Décrivez  Figure  148.  le  cercle  NVP  , dont  le  rayon  ON  foit  p. 

»4«-  qui  eil  moyenne  proportionclle  entre  le  tiers  de  la  quantité  donnée  p , 6c 

44,1  l’unité  : car  7p. • V\p:  : Vjp  : r.  . • 

Enfuite  dans  ce  cercle  inferivez  NP  = f,  qui  cil  a l’autre  quantité 
donnée  q » comme  l’unité  eil  au  tiers  de  p : car  q::  1 -p. 

Après  cela  fuppofez  l’arc  NP  Q,  dont  N P e/l  la  corde  , divifé  en  trois 
parties  égales  NQ  , QT , T P égales  chacune  à — * ; operez  comme 
Secl  î.  Art.  3.  n.  1.  excepté  ce  qui  fuit.  Dans  les  triangles  iêmblables 
NOQ,  QN  R,  RQS  vous  avez  ces  analogies , ON , Vjp  : NQt  — 

Z Z & Z 

— Z:  Q_R  > p : : QR  > VrP  : RS z*  = —z'.  Et  pareequ’il 

— V Tpz  Tp 

s’en  faut  feulement  RS  , \p  , que  la  ligne  NP  , }A  ne  foit  égale  aux  trois 
cordes  NQ,  QT , TP  égales  chacune  à — £s  fi  à NP  , l’on  ajoute  RS, 
— , l’on  fera  cette  égalité  '-f  — = — i*  > — K'  — sz  ■+•  ^ 

4 p ' ~P 

multipliant  tout  par  ’-p  , zl  = * p\,+  q-  ( 

Maintenant  fuivant  les  Réglés  de  Secl.  1.  Art.  r.  l’on  décrit  Fig.  149. 
La  parabole  F AG  , 6c  le  cercle  F A G,  6c  l’on  tire  les  appliquées  FL,  G K, 
g l.  De  plus  Secl.  1.  Art.  1.  Réglé  6.  pareequ’il  y a -+-  q dans  l’équation 
conilruite  , la  racine  kg  cil  la  première  racine  fâuflc  égale  à NQ,  — c s 
KG  eil  la  fécondé  racine  fâuife  égale  à iVT , — e s 6c ces  deux  racines, 
comme  M.  Descames  le  remarque  , font  égales  à la  racine  vraye 

cherchée  FL,  +1=  VC.  '-q  -+-  V^qq  — tV7‘  ^ ^C- 7?  ~ 

— Hp'*- 

Dc  forte  que  pour  trouver  la  racine  de  l’équation  z'— *-^pz-hq^ 
lorfque  4 q q eil  moindre  que  77P  1 , il  ne  faut  que  divifer  un  angle  en  trois 
parties  e'gales.  Cette  même  équation  a toujours  trois  racines  , une  vraye, 
deux  fauifes  inégales , ces  deux  dernieres  font  réelles  dans  le  cas  irréducti- 
ble , &.  dans  l'antre  imaginaires. 

Au  relie  il  ne  faut  pas  être  furpris  que  l’on  ait  pris  ici  N Q — — z ■ > 6c 
que  pour  la  trifeclion  de  l’angle  l’on  ait  fait , Se  Cl.  1.  Art.  3.  n.  1.  N Q = 
4_  . . C’eil  que  dans  le  Problème  de  la  trifeclion  de  l’angle  l’on  cherche 
la  corde  du  tiers  de  l’arc  N P , c’eil  à dire  qu’on  cherche  la  racine  vraye 
de  l’équation  qu’on  doit  former  s au  lieu  qu’ici  l’équation  = *~p  z-t-  q 
cil  donnée,  6c  qu’on  ne  peut  la  former  , qu’en  fuppofant  N Q = — z y 
car  h on  la  fuppofoit  ■+■  z, , l’on  viendroit  à *’  = * 4-  jpz  — q. 
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Il  ne  refie  plus  qu’à  faire  voir  , que  «les  racines  réelles  peuvent  paroître 
fous  une  forme  imaginaire  dans  la  forme  de  Cardan.  Cette  équation  z 1 — 
* pz  g , z'  — poz-4-ioo,  a pour  fâ  racine  vraye  pofitive  / o , puifque 
fi  l’on  fubflituë  i o pour  z , i ooo  pour  z% , l’on  fait  i ooo  = goo  -4-100. 
Cependant  fi  l’on  veut  compofêr  là  valeur  dans  la  Forme  de  Cardan  , l’on 
prendra  jg  — S»  h ±gg=  2500 , fp  = JQ,  j ^pl  = 2-]ooo  ; '-qa  — 

Tif*  = — 24500  > Vjg g — tV/»1  = V — 24s 00  i Sc  VC.^g  + ÿ-gg 
— 77/»» -t-  V' C j<f — — 17 P*  = VC.  S»  -4r  V — 24s 00  -H 

VC.  5 0 — V — 24s 0 0 — z.  Le  terme  V — 24500  rend  toute  la  forme 
imaginaire. 

$•  V.  lorlque^y  = 


Sa  racine  s = VC.  Cg  v\ g g — fjp 1 ■+■  VC.  ’T  g —V -gg  — —p  », 
à caufe  que  V-g  g — — p>  = 0 , fe  réduit  à s = VC.  ‘Tg  -t -VC.'rg~ 
2VC.  t g = VC.  4 g , laquelle  le  confirait  comme  §.  1.  en  trouvant  deux 
moyennes  proportionclles  entre  1 &C  VC.  4 g. 

Soit  propofee  l’équation  s 1 = * -4-  pz  -4-  g , ou  z'  = * -4.  / -4-16. 

Vous  avez  Çg  = S ; Cgg  = <f4i  '-p  — 4,  i~7  p'  — <t4hV'rg  g — ifp  = 
= Vff4  — 64  — 0 , & z—VC.  4 g — VC.  64  = 4. 

Divifoz  s » — 1 2z  — 16  — 0 par  z — 4 , le  quotient  efl  + 4 z 
-4-4=0,  dont  les  deux  racines  fàuflès  réelles  font  z = — 2. 


§.  V I.  z'  = * p z — g , lorfque  r g g efl  moindre  que  77  p 

Sa  racine  réelle  négative  efl  la  même  que  la  pofitive  de  la  precedente 
< * = * •+•  pz  ■+•  g. C’efl  donc  — z = VC.'-g  -4- V'-g  g — "ÇÇ/TT 


VC.  'rg  — V'rg  g — j -p 1 , on  le  prouve  de  cette  forte.  Soit  — z — x -4-  ' 
fi , nous  aurons  — = x 1 -4-  p x -4- -4-  , z'  — — x » — p x — 

fl  — £7,  j ■+•/*  = — P*  — & l’équation  z'  = -4-px  — g devient 

— x>  — / * — fx  — 777.  = — f ~ fx  — <7  > = g,  multi- 

plions par  x'  , il  vient  x * -t-  — p'  = gx'  -,  x * — gxl  — — ffp1' 
Ajoûtons  de  chaque  côté  \g  g , c’efl  x*  — gx'  •+•  rgg  = r g g — —p  » 
dont  la  racine  quarrée  efl  *'  — t g — V'-g  g — 77  p' , x'  = Çg  -4- 
VTg  g — -fïp'>  dont  la  racine  cubique  efl  x — VC.  rg  -t-  V'-g  g — '. 

P 


A prefont  fubflituons  cette  valeur  de  x dans  — z = x -4-  ^ , nous 


ferons  — VC.  \g  -4-  V'rg  g — tïp'  •+■  sVC.  \-g  -t-  V',-g  g — fjp  > , 
qui  ne  demande  qu’une  extraction  de  racine  cubique.  Nous  réduirons 

A a a a i j 
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cette  expre filon  à celle  de  Cardan  , en  multipliant  le  numérateur  & le 

P , 

dénominateur  de  3VC.~q  -+•  V'-q  g — -n  p ' > &c.  comme  §.  3.  8c  l’on 

trouve  — z = /C.  'Tq  -t-  V~q  q — rif1  •+■  V C. ‘rq  — V'rfî  — 4 7 p J > 
qui , lorfque  j-  q q eft  moindre  que  - p ' , comme  on  le  îuppofo  ici 
paroît  fous  une  forme  imaginaire  , quoiqu'elle  foit  réelle.  La  Geometrie 
ne  peut  pas  , en  fuivant  cette  formule  trouver  la  valeur  de  z , parcequ'elle 
ne  peut  pas  trouver  les  deux  moyennes  proportionellcs  , ainfi  qu’on  l’a  dit 
§.4.  M.  D e s c a R.  t e s fe  fort  encore  de  la  trifoction  de  l’angle, 
fia.  On  fera  donc  Fig.  148.  249.  cette  conftruclion.  Décrivez  Fig.  248.  le 
cercle  N VP  , dont  le  rayon  O N eft  V '-p  ; dans  ce  cercle  inferivez  N P 
= M j enfuite  operez  comme  Sect.  2.  Art.  3.  n.  t.  excepté  ce  qui  foit. 
Dans  les  triangles  fomblablcs  NO  QN R , RQS  , ON,  V,-p  : NQ, 
a a s.z, 

: N Q_,  z : QR  , ^ Tp  : : QR  , y "Tp  : R S > a*  = a ».  Et  parcequ’iL’ 

v_  _ W*~p 

s’en  faut  feulement  Ri1,  f p , que  la  ligne  N P , *1  ne  foit  égale  aux  trois 
cordes  N Q,  QT,  T P égales  chacune  à fi  à N P , & l’on  ajoute  RS. 

a*  a>  a' 

= ’-/>>  l’on  fera  cette  égalité  3-l  •+•  'Tp  — jz,  ’rp  =.  3 z — il  j.  multi- 
pliez tout  par  \p  , & vous  aurez  a*  = *-*-/>  a — q équation  propofée. 

A prefont  foïvant  les  Réglés  de  Seél.  1.  Art.  1.  l’on  décrit  Fig.  249.  la 
parabole  F A G,  & le  cercle  F AG  , Sc  l'on  tire  les  appliquées  FL, 
GK,gk. 

Ainfi  Sect.  1.  Art.  1.  Réglé  6,  parcequ’il  y a — q dans  la  propofée 
Fappliquée  kg  eft  la  première  racine  vraye  égalé  à N Q,  .+.  a*  KG  la 
fcconde  vraye  égale  à NV,  4-  a j & ces  deux  racines  ajoutées  enfomblc 

tompofent  la  troifiéme  F L , qui  eft  fauflè  — a=  ^C.\-q  -t-  y,-  q q — 'Tlp' 

-*-\ZC.'rq  — V?qq — n p *• 

De  forte  que  pour  trouver  la  racine  de  l'équation  ~»  = * 4-  p c — q , 
lorfque  J-  q q eft  moindre  que  ij^Silne  faut  que  divifor  un  angle  en  trois 
parties  égales.  Cette  équation  a trois  racines  , une  fauflè  , deux  vrayes 
inégales , la  fauflè  eft  égale  à la  vraye  , & les  deux  vrayes  aux  deux  faillies 
de  §.  4.  dans  le  cas  irréductible. 

J.  V I E a’  = *-+-/*  — q y lorfque  ’rqq  eft  plus  grand  que  p ». 


Sa  racine  réelle  négative  eft  — z = VC.  r q V\-q  q — r,  p » 4- 

V'C.  \-q  — V\-qq  — è p ».  Pour  laquelle,  foivant  ce  quia  été  dit  $.  1.  il 
«e  four  que  trouver  deux,  moyennes  proportionellcs  entre  l'unité  & la  quart- 
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tîtc  connue  VC.  'Tg  ■+•  VVq  g — hp’  > & deux  autres  entre  l’unité  6c  la 

quantité  connue  VC.'rq  — ^'fqq  — -,  P '.  Ces  deux  quantitez  te  trouvent 
Se«ft.  i.  Art.  i.  Exemple  i.  on  les  ajoute  , 6c  la  fomme  cft  la  valeur 
cherchée  de  — 

Cette  équation  a dans  le  cas  prêtent  une  racine  fauflè  égale  à la  vraye 
de  §.  3 . deux  vrayes  imaginaires. 

M.  D e s c a R.  t e s dit . que  lorfque  q q ' eft  plus  grand  que  b p ' 
dans  l’équation  = * -+-  pz  — q ; N P tera  Fig.  148.  plus  grande  que 
le  diamètre  du  cercle  N V"P  -,  cependant  (bit  propolée  z1  = * — 

20  y ou  z’  = * p z — q.  L'on  a p = / 2 , j p ==  4 ,Vj p = V*  = 2 j. 
le  diamètre  égal  A 2 N O = 2V‘- p = 4-  q=20,'Tq=i<>,NPyLP  — 
j~  =z=  f . Ainli  N P , f-  n’eft  pas  plus  grande  que  2 NO  , 4 ; quoique  ~qq , 
100  (bit  plus  grand  que  r,  p ’ , 

Il  faut  ajouter  le  cas  où  rq  q = ’-p'  ■>  6c  où  les  deux  racines  vrayes  font 
égales  entr’elles  6c  la  négative  égale  aux  deux  réelles,  prîtes  enfemble. 


§,  V II I.  z ' = * — p z — q. 


Sa  racine  réelle  6c  négative  eft  — £ = VC.  '-q  -+-  V\-q  q ■+•  U p'  — • 
V — r q -t-  / rqq  •+•  r, p ’.  Je  le  prouve  ainfi.  Soit  — a = x — f-x  . l’é- 
quation propofée  te  réduira  à .v'  — q = > d’où  ayant  multiplié  par 

x * , vous  Formerez  la  racine  quarrée  x<  — ’rq  = ^ ^qq  +■  h p’  i*’  = 
rq  -‘r  \/'-q q -i-  r,p’,  dont  la  racine  cubique  eft  x = VC.'rq  -t-  V'Tq  q 


* r»  p *• 

Je  fubftituc  cette  valeur  de  x dans  — z = x — ^ , il  te  fait  — >(  = 


VC.  \-q  -+-  V?q  q -+-  p ' — sVC.  \q  V'rgg  -t-  b f * , qui  Fe  réduit  à l’ex- 

prefTion  de  Cardan  VC.  \-q  -t-  / ’^q  q ■+■  r,p  * — v'C.  — ^ tqq  ■+■  *> p *» 

comme  on  a Fait  5.  2. 

Cette  racine  fâuflè  cft  la  même  que  celle  de  * — p^-\-  q §.  h 

Les  deux  autres  font  imaginaires.  Il  ne  Faut  encore  trouver  ici  que  deux 
moyennes  proportionclles  entre  l’unité  6c  quelques  quantitez  connues. 


J.  I X.  Exprejfion  des  ratines  des  Equations  quane-quarrees.. 


Parceque  M.  ÜESCARTEsa  donné  Se<ft.  1 . Art.  2.  des  Réglés  gene- 
rales pour  conftruirc  toutes  les  équations  folides  du  quatrième  degré  , fans 
réduire  leurs  racines  à une  expreflion  Algébrique , je  me  contenterai.  d.’en. 
donner  ici  un  Exemple.  Ce  que  je  fais  principalement  pour  montrer , coi»'. 

A a a a iij 
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me  M.  Descartes  1’afTure  , que  les  équations , qui  montent  au 
quarré  de  quarré  fe  reduifent  au  quarré  par  le  moyen  de  quelques  autres 
qui  ne  montent  que  jufques  au  cube  ; Si  qu’ainfi  tous  les  Problèmes  folides 
fe  reduifent  à une  des  formules  , qui  expriment  les  équations  cubiques. 

Soit  propofée  l’équation  z*  * -h  yzz  ■+■  2 z — 12  = 0,  ou  t4  * + 
p z z -4-  q z — r = 0. 

i°.  Si  elle  avoit  un  fécond  terme  , on  le  feroit  évanouir  , Part,  2 
Seél.  2.  Art.  3. 

j*.  Part.  2.  Scct.  4.  on  la  transforme  en  celle-ci  , qui  eft  cubique 

■+ -tpyy 

7 2?  y'  — qq  = o 

+ 4ryy 

3*.  Part.  1.  Scct.  3.  L’on  cherche  la  valeur  de  y 5 lî  on  la  trouve  , le 
Problème  eft  plan. 

4*.  Alors  Part.  2.  Scct.  4.  l’on  fubftituc  la  valeur  de  y & de  y y dans  ces 
deux  équations  du  feflond  degré  c z — y z -h  '-y y •+•  p -+-  = 0 , z,  z 

yz  [y  y •+■  r p — 3^—0.  L’on  extrait  les  racines  de  chacune  de  ces 
équations , St  l’on  a les  quatre  racines  cherchées  de  z.  Ainfi  les  équations 
du  quatrième  degré  , lorfque  le  Problème  eft  plan  , fe  reduifent  à une  du 
fécond  , par  le  moyen  d’une  autre  qui  eft  cubique.  Mais  quand  le  Problè- 
me eft  folidc  , cela  arrive  encore  de  cette  maniéré. 

j°.  Si  l’on  ne  peut  trouver  la  valeur  de  y dans  l’équation  cubique 


— qci=o 
■+■  4 r y y 


le  Problème  eft  folide  Part.  2.  Scct.  4. 


Il  faut  en  faire  évanofiir  le  fécond  terme  , en  prenant  yy  ■+■  \p  = x , 
x — p = yy,  afin  de  réduire  cette  équation  cubique  à une  des  formules 
cubiques  dont  on  a donné  la  conftruclion , Scct.  1 . Art.  1 . La  réduite  eft 


. i * 


— rppx—-np 

-h4rx  —’pr 

— qq 


— 0 , OU  AT 


i * 


45  x — 294  — » , nom- 


mons 45 . * > 294  > b ; l’on  aura  x>  * -+-  ux  — b — 0 , x 1 * — <*  .v-f-  bt 
qui  a été  conftruite  Scct.  1.  Art.  1.  Ex. 4.  St  qui  a Sect.  3.  §.  2. une  racine 

réelle  pofitive  x = /C.  |-  q -+-  ^\q  q p ’ — VC. — '-q  -+-  V, q q -+- 
que  je  nomme  c pour  la  facilité  du  calcul. 

6*.  Subftituons  c pour  x dans  yy=zx  — j p f nous  aurons  y y = c -+- 
\p  > y = /c  — , que  je  nomme  d , Si.  y y fera  d à. 


* 
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7e.  Subftituons  cette  valeur  d pour^  , 8c  dd  pour  y y dans  les  deux 

équations  quarrées  de  n.  4.  qui  font  * z — y z -+-  ryy  -*-'-p  i „ 

& ■+■  y * •+•  <9 y -+■  r p — £ = » : elles  fc  changeront  en  celles-ci , z z 

— dz  -\r‘irdd-\-  ■:  p = 0 , *£-+-«!£■+-  1 • d d -h  rp  — -tj  ^ 0. 

8°.  Pour  trouver  les  racines  de  la  première  équation,  l'on  ordonnera 
ainfî  les  termes  zz  — d z=  — çd  d — ‘rp  — ^ , les  deux  racines  imagi- 
naires font  z = \-d  ± V — d — ‘-p  — 

9°.  Pour  avoir  les  racines  de  la  féconde  équation  , qui  efl-  zz  ~t-  dr.  — 

— ±dd  — l’on  rangera  ainfi  les  termes  zz  + d z ± ±dd 

— 7 p ; les  deux  racines  font  *.  = — ~ d ±l  — -dd p. 

, xo.  Remettons  la  valeur  de  d dans  la  valeur  pofitive  de  z = ±d 

? 

+ id d — ÎP>  Ü viendra  z = —jSc  — ±p  +VWc  — j p—i.  e—  jp. 

1 1 . Pour  c mettons  encore  fâ  valeur  , ce  fera  z = — i / /C.  7 f -+- 

V ' ~ ^c-  ~ 7?  •+■  -P’'—  ■;  P-  -*• 

1 

V*  ~T  pf  — VC.  — 7 ? -4-  ✓;  <j  rirT7~— 

^C.iî  + /^î+^)  — VC.  —±q  + V±qq+-;iï,'—  '-p. 


SECTION  IV. 

Exemples  de  "Problèmes  folides.. 

Article  I. 

Infer  ire  un  Eptagone  un  Enneagone  dans  le  cercle. 

E X E M r L E L.  Infcrire  un  Eptagone  dans  le  Cercle, 

1.  SUppofons  Fig.  159.  que  l’Eptngone  ABC  D E L M eft  inferit  dans  F'°- 
le  cercle  donné  ADL.  D’un  des  angles  A l’on  tirera  le  diamètre  A KF , 15?' 
le  point  F cft  le  milieu  de  l’arc  D E.  Du  point  F l’on  tirera  les  cordes 
F B , FC , FD  , FE  ; 6c  l’on  joindra  le  rayon  K B. 

1.  Prolongez  FC  en  G jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  B G = B F.  Les 
triangles  B KF , G B F font  ifofcelcs  8c  cquiangles  , par  21.3.  Eucl.  donc 
les  quatre  angles  KBF , KF  B ; B F G , B GF  font  égaux.  Les  triangles; 

G B C r ABF  font  encore  égaux. 

3.  Prolongez  FD  en  H jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  CH=  CF.  l*.  Le. 
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triangle  HCF  eft  ifofcelc  , comme  n.i.  le  triangle  G B F.  1*.  Ces  deux 
triangles  font  équiangles;  donc  les  quatre  angles  CFH,  C HF ; B FG, 
BG  F font  égaux.  De  plus  les  triangles  BC  F , CD  H font  égaux. 

4.  Prolongez  enfin  EF  en  I jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  D I = DF. 
Le  triangle  FD I eft  ifofcelc , comme  n.  3.  Le  triangle  HC  F , 6c  ces  deux 
triangles  font  équiangles.  Les  triangles  CD  F , EDI  font  égaux. 

c.  Nommons  à prefont  les  connues  AF  , 2 a = C G.  n.  1.  KF  , a -, 
les  inconnues  B F , x = D H -,  C F , y — El  ; DF , z = FE. 

6.  Dans  les  triangles  B K F , GBF  fomblablcs  n.  1.  vous  avez  cette 
Analogie  KF,  a:  FB  , x::  BF , x:  FG,^.  Et  CF , y = FG  — CG, 

— 2a  = E I,  n.  4. 

* Dans  les  triangles  GBF  , HCF  fomblables  n.3.  vous  avez  B F,  x: 
FG  , — ; : C F,  y : F H » j & mettant  pour  ^ là  valeur  ,FH=  — 2X 
Et  FD  , z = FH  — DH,  =^  — jx. 

Dans  les  triangles  HCF,  IDF , fomblablcs  n.  4.  vous  avez  CF,y: 
j? H , *1  : ; D F,  z : FI,  ^ i & mettant  pour  a là  valeur  , FI  = y.  — 
i-^5  èc  EF , z = E I — IF , 

7.  L’on  a donc  deux  valeurs  de  z-,  FD  , ^ — 3 x — EF , — 

2A  — 3- Multipliez  tout  par  a’,  il  vient  *4  + «xi — + aaxx  — 
3 A1  x ■+-  2 a*  = 0 , qui  peut  fe  divifer  jufte  par  r+;«  = n,  le  quotient 

eft  x * axx  — 2 a a x -a-  * 1 r=  *.  Or  * = — 2 a n’eft  pas  la  valeur 

cherchée  de  la  corde  F B , x , puifque  FA  = 2 a eft  plus  grande  quc 
FB  : la  racine  cherchée  eft  donc  dans  l’équation  x 1 — axx  — 2aa  x 

(f  » — » l qui  ne  peut  ctre  divifée  fans  refte  par  aucun  binôme  tel  qu’on  le 
demande  Part.  3 . Sech  3 . ainfi  le  Problème  eft  folidc. 

5.  Pour  en  faire  évanoüir  le  focond  terme  , prenez  x — 'Ta  = v,  •v-\- 

i a = x ,& la  fubftitution  donnera  v ' * — \a*v  = o,v>=*-b 

\aav  — J, *• , z>  = * -t-pz.  — q,  en  fâifant  \aAz=p  , r,  = q • Par- 
ceque  -qq  = rth  pllIS  petit  que  r?p’  = £,  ce  Problème  appartient 
à la  trifeélion  de  l’angle  Seél.  3.  §.  6.  En  effet  Fig.  148.  le  diamètre  2 NO 
— 2 yj  i-p  = 2V  ’r  = V c!\  plus  grand  que  l’inforitc  N P = 7?  = f- 

f).  L’on  conftruira  l’équation  v’  = * -t-  {aav  — ,7  * * , comme  Èx.3. 
Art.  1 . Sctt.  1 . Fig.  136.  Et  fi  à G K la  plus  grande  des  valeurs  vrayes de 
v , vous  ajoutez  j a , vous  aurez  v -h  y * = x=  FB , Fig.  1 jf>.  Inforivcz 
F B dans  le  cercle  AFL,  il  reftera  l’arc  B A , dont  la  corde  AB  eft  le 
côté  cherché  d’un  Eptagone  régulier  inferit  dans  le  cercle  AFL. 
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Exemple  II.  Infcrire  un  Enncagone  dans  un  cercle. 
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D 'Abord  z. 4.  Eucl.  vous  infcrirez  un  triangle  équilatéral  ABC,  Fig.ztfo.  hti 
dans  le  cercle  donné.  Enfuite  vous  diviferez  l’arc  AD  B en  trois  parties16®’ 
égales , Seft.  z.  Art.  3.  La  corde  trouvée  B D du  tiers  de  cet  arc  eft  le  côté 
cherché  de  l’Enncagone  régulier  , qui  peut  s’inferire  dans  le  cercle  donné. 

Article  II. 

Exemple  du  Problème  de  Pappus  propofé  en  6.  7.  8.  lignes. 

§.  I.  • 

Soient  données  Fig.  161.  les  fix  lignes  parallèles  A a,  Bb,  Dd,  Ee,  f,«; 

Il  faut  trouver  le  point  C , d’où  tirant  fur  les  données  les  perpendiculai- 
res C A , CB , C D , C E , CF,  CG:  le  folide  C AxCB  x CD  foit  ép-al 
au  folide  CExCFxCG.  ° 

Je  fuppolè  la  choie  faite , & les  diftanccs  AB,  a — B D ~ D E ; E F 
2 a:  FG,  4a  : Sc  l’inconnue  CB , y : l’on  aura  donc  CA  = C B -h  B A 
y + a;CD  = CB—BD,y-ai  CE  =C  B _ B E ,y  - 2 a : CF  = B F 
— CB  , 4 a — y : CG  = B G — CB , Sa  — y. 

Par  la  fuppofition  CAxCB  xCD  , y*  — aay  — CE  x CFx  CG 
yfaay  —64*'  — j4ayy  +y  yy  — ^ay=  — ^-aas  ll' 

— ST»*4m  — Jr4  4 — — üiaa  > d’où  l’on  tire  r — il*  ± 

V — yÿ-j  a a , Problème  impolfible.  ' 2 * 

Mais  fi  l’on  demande  CAxCB  xCE  = C D xC  FxCG , l’on  aura 
1 2 a yy  — 46  a ay  = — 32  a a ’ : dont  les  racines  font  y =.  ± /Lu* 1 

CB  eft  la  racine  vraye  , le  lieu  cil  à la  ligne  droite.  Car  fi  par  le  point  C 
l’on  mené  la  ligne  Ce  parallèle  à Bb,  & que  de  chaque  point  r l’on  tire 
des  perpendiculaires  fur  les  données  ; elles  feront  égales  aux  premières, 
CB~cb,  CA  = c a , Sec.  ainfi  on  aura  la  même  équation  $ & C B eft  la 
racine  vraye. 

La  racine  fimlTe  fe  prendra  de  l’autre  côté  de  B,  hors  des  parallèles 
elle  donnera  encore  un  lieu  à la  ligne  droite.  r 

' Que  fi  l’on  mettoit  le  point  cherché  en  K entre  les  parallèles  Dd  Ee  j 
l’on  auroit  K B , y,  K A , y •+•  a : KD  , y — *•,  K E , 2*  — y ; *K  F* 

**  — y > Sa  — y.  Et  fi  l’on  demandoit  K A x KB  x KD  = K È 
X KFx  K G,  l’équation  fêroit  y 1 — 7 ayy  + aay 32  a>  — t. 

Vous  ferez  di/paroître  la  fraction  en  prenant  y = j,  Sc  vous  aurez 
a’—  neaaz,—  ajtfa1  = 0 , qui  ne  peut  être divifée  par 
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aucun  binôme  , ainfi  Scct.  3 . le  Problème  eft  folide , 6c  vous  ôtez  le  fécond 
terme  en  faifânt  ^ . x ■+■  -4 * = 


La  transformée  eft  x 


x 


î =*  — , 


IA!*,,*  4- -4^*’= 
> X * H Cf. 


Et  faifânt 


On  cherchera  la  valeur  réelle  négative  de  x , comme  Sech.  1.  Art.  1. 
Exemple  6.  6c  comme  l’on  a s = x+  i7'»>  l’on  aura  — z = — x — 
±±a.  C’cft  pourquoi  fi  de  la  valeur  trouvée  de  — x vous  retranchez  -4  x , 
ii  reftera  la  valeur  de  — a > qui  étant  divifée  par  2 , donnera  la  valeur  de 


— — “J  - — - 2 

Le  point  K n’a  donc  pas  etc  bien  pris  , mais  il  faudra  fur  A B prolongée, 
prendre  la  valeur  de  — y de  l'autre  côté  de  B , que  n'eft  le  point  K , êc 

1>ar  l'extrémité  de  cette  valeur  l’on  mènera  une  paralelle  iBb,  cette  paral- 
cle  fera  le  lieu  cherché. 

§.  IL 


»,«.  Soient  données  de  pofition  Fig.  161.  les  fîx  lignes  KE , HL,  IA,  BIy 
»«».  jy  a , FE  , parallèles  trois  à trois , à égale  diftance,  6c  perpendiculaires  les 
unes  fur  les  autres.  Elles  feront  quatre  quarrez.  Il  faut  trouver  un  point  C„ 
d’où  fi  l’on  mene  des  perpendiculaires  furies  données  , l'on  ait  C D X CM 
y.CF=C  BxCHxCK. 

Nommons  chaque  diftance  d’une  parallèle  à l’autre  , x ; les  inconnues 
C B , y s CM,  x s nous  aurons  CD  = y -t-  x ; CF  = y - h 2 x i par  la 
même  raifon  CH=r  + *iCK,  x + i«. 

L’équation  fera  xyy  — xx y—  2 x x y -t-  2 x xx  = 0 , qui  étant  divifée 

par  y x = » , donne  pour  quotient  xy  — = 0 ; l’on  a donc  deux 

valeurs  de  y , y = x , y = î~t.  En  effet  foit  que  l’on  fubftituc  x,  fbit  que 
l’on  fubftituë  44  à la  place  de  y dans  xyy  — x xy  — 2 aay  + 2 **  x 
— 9 , les  termes  fc  détruifent , x*  — x * — 2*ax-\-2atix=-o, 

1 ••*.* 4-  2/1  xx  = 0. 

On'  conftruira  le  lieu  x =.y  en  tirant  la  diagonale  I E , dont  tous  les 
points  C donneront  CB,  y = CM,  x,  car  CB  IM  fera  toujours  un 
quarré. 

On  conftruira  encore  le  lieu  xy  = 2a*  a l'hyperbole  entre  fes  afymp- 
totes  , Fig.  x6}.  ft  l’on  prend  I N ==  2 a , NP  = x parallèle  à B I j 6c  fi 
entre  les  "afymptotes  IM,  IB  , fie  par  le  point  P l’on  décrit  l’hyperbole 
P C.  Car  par  la  nature  des  afymptotes  , l’on  aura  par  tout  IN  x N P =. 
IMxMC  , 2 aa  = xy. 

Mais  Fig.  163.  fuppofons  le  point  c au  deflus  de  K , 6c  nommons  cM, 
Xi  cH,  x — x’j  c K,  x — 2 a,  &cc.  6c  que  l’on  demande  cMxcHx 
t K=c  bxcd  X‘f>  l’équation  fera  x*  — j*xx  ■+■  2 xxx=jiJ  4-  y*yy 
j^2**y  , Problème  folide. 

Pour  trouver  la  Figure  dont  cette  équation,  exprime  la  nature  , je  fais 
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évanouir  le  fécond  terme  de  x*  — j*xx  -b  2xax — y\  — s*  y y — ma  y 
= 9 , en  prenant  x — x = zy  z -b  a — x y — z — x = — x.  La  trans- 
formée fera  z. 1 * — xxz  — y 5 — j*yy  — 2axy  = o. 

Les  lignes  Ib , IM(c  coupent  à angles  droits  Fig.  i6y.  le  point  I eft  le  r,0. 
commencement  des  x &c  des  > les  -4-  x vont  vers  b y les  — xde  l’autre  côté  -, 
les  -+-  y du  côté  de  M , les  — y de  l’autre  côté. 

Pour  trouver  le  point  c , qui  répond  à / M = y } je  fubftituë  x pour  y 
dans  z>  = xxz  -byi  -+■  j*yy  ■+■  2 an  y , &c’cft  z1  = xxT^-b  6x  1.  Je 
cherche  la  valeur  de  * comme  SeéL  1.  Art.  1.  Ex.  3.  Après  l'avoir  trouvé, 
je  lui  ajoute  la  longueur  de  x , afin  d’avoir  z -4-  x = x.  J’élevc  la  perpen- 
diculaire Mc  = x , & j’ai  le  point  c cherché.  Mais  pareeque  l’équation 

— x ' -b  3 xx  x — 2 aux  — — y * — 3 xy  y — 2 aay  eft  la  même  que 
x*  — 3»xx  -b  2 a xx  =y'  -b  jajy-b  2**y  j je  me  fers  encore  de  la 
valeur  de  z , ou  de  — z , dont  je  retranche  x , pour  avoir  — * — a 
= — xi  & je  fais  MC  — — x , & le  point  C eft  à la  courbe  cherchée. 

Je  décris  de  la  même  maniéré  les  deux  portions  A c , IC,  qui  répon- 
dent aux  -4-  y. 

Pour  trouver  les  points  des  deux  portions  AEG  , IN  P , qui  répondent 
aux  — J1  » je  fubftituë  differentes  valeurs  de  a pour  — y dans  z ’ = xxz 
-t-  y1  -4-  3 *yy  -4-  2 a a y , par  exemple  en  fubftituant  { x = — y , je  fais 
z'  = xxz  — \xl. 

Quand  on  fait  x = 0 , l’équation  fê  réduit  à y » -4-  3*yy  -4-  2 a a y — oy 
& les  racines  font  y = 0 , y-bx=zoyy~b2x=o,  c’eft-à-dirc  que  fur 
la  ligne  IN , où  les  x font  nuis  , y eft  nul  aufli  aux  points  / , où  y = 0 j 
R,  où  — y = xi  N,  où  — y — 2 a. 

Si  maintenant  l’on  fait  y=  0 y l’équation  fera  x*  — 3*  x x -b  2 an  x 

— 0 , dont  les  racines  font  x = o,x  — a — 0 , x — 2 a — 0 , ainfi  for 
la  ligne  IA  , où  les  y font  nuis  , les  x font  aufli  nuis  aux  points  l , où 
x = 0 i S , où  x = xi  A y où  x = *x. 

§.  III. 

Soient  données  de  pofition  les  fopt  parallèles  Ee , Dd  , A a , B b , Ff,  Ti*. 
G g , Nn  , dont  la  diftance  eft  égale  , & que  je  nomme  x.  Il  faut  trouver  t<'î’ 
le  point  C tel  CAx.CEy.CFxCN  = CBxCD  xCGx  4x. 

Soit  CB  , y ; l’on  aura  CA  =y  cD,  y-b  2 a -,  CE  , y -b  3x  -,  CFy 
y — x -,  CG , 2 x — y,  CN  , 3 x — y.  Et  l’équation  fora  y*  — 4xyr 

— / 0 x xy  y -4-  i6x'  y-b  p x*  = 0 ,quine  peut  fe  di  vifor  par  aucun  binôme 
Part  3.  Secl.  4.  L’on  en  fait  évanouir  le  fécond  terme  , en  prenant  y — x 
= zy  z - b x =y.  La  réduite  eft  z*  * — iOxxzz  — 12  x1  z - 4-  12  x* 

= e , ou  en  failànt  i6x  =/>,  1 2 * = q =.  r , z*  * — xpzz  — xxq ^ 

~b  x'  r = 0. 
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Après  avoir  reconnu  q ue  ce  Problème  n’cft  pas  plan , on  doit  conftruire 
la  réduite  s4* — nfxazz  — 12*' z.  h-  120*—  0 , fuivant  Sect.  1. 
Art.  i. 

On  trouvera  deux  valeurs  vraycs  de  z , qui  font  les  lignes  n , m ; on  leur 
ajoutera  la  longueur  a , pour  compofèr  z ■+■  n = x > de  ces  deux  x , l’un 
fera  BC , & l’autre  B K , & les  parallèles  C , c , K k latisfont  à la  quef- 
tion.  L’on  trouve  deux  valeurs  fauflès  de  % , qui  font  les  lignes  p , q , 
dont  on  ôtera  la  valeur  de  <* , pour  avoir  — = — x -,  de  ces  deux 

— x , l'un  cftBr,  l’autre  Bj,  & li  par  les  points  r , s l’on  mène  des  paral- 
lèles à C c , l’on  aura  encore  deux  lieux.  £t  ces  quatre  lieux  donnent  la 
même  équation  y 4 — 4*y  1 — 1 o/*lyx  -+-  itf/i’y  - 1-  pu*  = 0. 

§.  IV. 


r.». 

a««. 


Soient  données  les  fix  lignes  parallèles  Fig.  t66.  S F , E H,  A D , BT, 
GP , R N , Sc  une  foptiéme  «T  R , qui  les  coupe  à angles  droits.  Etant  les 
diftances  RP  , PI,  IA  , AH  chacune  égales  à b , HS  — 2 b , l’on  de- 
mande un  point  C , d’où  ayant  tiré  fur  les  données  les  perpendiculaires  C B, 
CD, CF, CE, CG,  CN,  Ion  ait  C B y,  CE  xC  FxC  N = CD  X C G 
XC  MX  4 b. 

Nommons  C M , x ; C B ,y  s CD  , b — y ; C E , 2 b — y ; CF , 4 b 
— y ; CG  ,b  -hy  s C N , 2b  ■+■  y.  L’équation  c(ïy* — 4b  f — 4bbyy  ■+■ 
4 b x y y -+-  nfb'  y — 4b'  x = 0 , qui  ne  peut  fc  divifor  par  aucun  binôme. 

Comme  une  des  inconnues  * n’cft:  que  d’une  dimenfion  , le  Problème 
efl  plan  , & pour  le  conflruire  l’on  range  ainfi  les  termes  4 b1  x — 4bxyy 

=}'  -+b  rj“" 

Le  point  I eft  le  commencement  des  x & des  y,  les  -h  x vont  du  côté 
de  B , les  — x de  l’autre  côté  > les  -4- y vont  du  côté  de  S , les  — y de 
l’autre  côté. 

Soit  y = 0 j l’on  a x—  Ainfi  une  des  courbes  paflc  au  point  I, 


ou  x = 0 , y =.  0. 

Soit  x = 0 : l’on  a y*  — 4b y'  — 4bbyy  ■+■  iâb>y  = 0 , dont  les 
racines  font  y — 0, y— 2b, y = — 2 b ,y  = 4b.  Ainfi  les  courbes  par- 
font aux  points  I , H , R , S. 

Soit  j = b ; c’eft  * = La  parallèle  A D , parccque  A I = b =y, 
eft  une  afymptotc  des  courbes. 

Soit  — y = b j c’eft  x = ~ —y.  La  parallèle  GP  eft  donc  une  autre 
fàymptotc. 

Soit  y = ±b  j l’on  a x = b = fi  b.  Soit  y = f b , l’on  a x = ~ b, 
Ainfi  la  courbe  , qui  paflc  au  point  I,  monte  au  dellùs  de  <S  R entre  les 
parallèles  AD  , IB. 
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Si  l’on  fait  — y — ~b-,  l’on  trouvera  que  la  même  courbe  defeend  au 
dcllous  de  S R entre  les  parallèles  IB,  PG. 

Si  l’on  fait  y = b ; on  verra  que  la  courbe  qui  paflè  au  point  H , s’é- 
tend fous  RS  entre  les  parallèles  AD , HE. 

Si  l’on  fait  y = 3 b ; la  même  courbe  s’élèvera  au  deflus  de  S R entre 
les  parallèles  H E , S F. 

Si  l’on  fait  y = sb  j la  même  courbe  defeendra  fous  i1  R au  delà 
de  S F. 

Soit  — y = r b ; la  courbe  qui  paflè  par  R s’élèvera  au  deflus  de  S R 
entre  les  parallèles  P G , R N. 

Soit  — y = ~ b i la  même  courbe  s’étendra  au  deflous  de  S R au  delà 
de  la  parallèle  RN. 

§.  V. 

Huit  lignes  parallèles  lont  données  de  pofltion  , Fig.  267.  chacune  de  Frc; 
leurs  diftances  cil  a.  L’on  demande  CA  y,  C F y CE  yCN—C  B yC  D l(7m 
yCGyCH. 

L’on  a C B , y ; CA  , y * 5 CD  , 7 -t-  2*  s CE , y -t-  3a  : C H , y 
+ ^*i  CF,  a — y i CG  , 2ti  — y i CN,  3 a — y.'  L’équation  e(l  4 a y * 

-+-  6 aayy  — 160,*  y — ça*  = 0 ; y’  -h  7 ay  y — 4 a a y — 7 a 1 = 0 ; qui 
fe  divilè  juflre  par  y -t-  7*  = 0 s ainfi  une  racine  eft  y = — \a  -,  le  quo- 
tient c û y y -h  ay  — f a a = 0 , dont  les  racines  font  y — — 7 4 rt  0. 

La  première  racine  négative  y = — - a donne  le  point  C au  milieu  de  B F 
la  fcconde  pofitivc  y = — 70  h-  a a donne  le  point  c entre  G Sc  F -, 
la  troifléme  négative  y = — 7 a — Vfna  donne  le  point  K entre 
E &c  D. 


SECTION  V. 

Pourquoi  les  Problèmes  folides  ne  peuvent  être  confruits  fans  les  SeElions 
coniques  j ni  ceux  qui  font  plus  compofez  fans  quelques  autres 
lignes  plus  compofees. 

M.  Descarte  s- 

IL  elt  vrai  que  je  n’ai  pas  encore  dit  lur  quelles  raifons  je  me 
fonde  , pour  ofer  ainfi  alfurer  , fi  une  choie  eft  polfible  > ou  ne 
l’eft  pas.  Mais  fi  on  prend  garde  comment  par  la  Méthode  dont  je. 
me  fers , tout  ce  qui  tombe  fous  la  conlxderation  des  Geometres* 
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fe  réduit  à un  même  genre  de  Problèmes , qui  eft  de  chercher  la 
valeur  des  racines  de  quelque  équation  ; on  jugera  bien  , qu'il  n’eft 
pas  mal-ailé  de  faire  un  dénombrement  de  toutes  les  voyes  par  les- 
quelles on  les  peut  trouver  , qui  Toit  fuffifantpour  démontrer  qu'on 
a choifi  la  plus  generale  6c  la  plusfimple. 

Et  particulièrement  pour  ce  qui  eft  des  Problèmes  folides  , que 
j’ai  dit  ne  pouvoir  être  conftruits , fans  qu’on  y employé  quelque 
ligne  plus  compoféc  que  la  circulaire , c’eft  chofe  qu’on  peut  allez 
trouver , de  ce  qu’ils  fe  reduifent  tous  à deux  conftruétions  , en 
l’une  defquelles  il  faut  avoir  tout  enfemble  les  deux  points , qui 
déterminent  deux  moyennes  proportionelles  entre  deux  lignes  don- 
nées ; 6c  en  l’autre  les  deux  points , qui  divifent  en  trois  parties 
égales  un  arc  donné.  Car  d’autant  que  la  courbure  du  cercle  ne 
dépend  que  du  limple  rapport  de  toutes  Tes  parties  au  point  qui  en 
eft  le  centre  ; on  ne  peut  auffi  s’en  fervir  qu  a déterminer  un  feul 
point  entre  deux  extrêmes , comme  à trouver  une  moyenne  pro- 
portionelle  entre  deux  lignes  droites  données , ou  divifer  en  deux 
un  arc  donné.  Au  lieu  que  la  courbure  des  Sections  coniques, 
dépendant  toujours  de  deux  diverfes  chofes  , peut  aufli  fervir  à 
déterminer  deux  points  difFerens. 

Mais  pour  cette  même  raifon  il  eft  impoffiblc  , qu’aucuns  des 
Problèmes  qui  font  d’un  degré  plus  compofez  que  les  folides  , & 
qui  prefuppofent  l’invention  de  quatre  moyennes  proportionelles, 
ou  la  divifion  de  l’angle  en  cinq  parties  égales , puiffent  être  conf 
truits  par  aucune  des  Sections  coniques. 

i.  Il  eft  certain  , que  pour  juger  , fi  on  a choifi  la  meilleure  manière, 
il  faut  fuivant  la  Réglé  quatrième  de  la  Méthode  de  M.  Descautes, 
faire  un  dénombrement  fi  entier  , Sc  des  revues  fi  generales , que  l’on  foit 
allure  de  ne  rien  omettre  ; il  faut  les  examiner  leparément , Sc  les  compa- 
rer enlèmble  avant  que  de  rien  choifir. 

i.  Les  deux  chofes  dont  dépend  la  courbure  de  l’elliplê  Sc  de  l’hyperbo- 
le , peuvent  être  les  deux  foyers.  Dans  la  parabole  on  confidcre  auffi  deux 
foyers  , l’un  au  dedans  de  la  parabole , l’autre  au  dehors  à une  diftance 
infinie  fur  l’axe  au  dcflùs  du  lommet. 

3.  M.  Descaates  veut  , comme  on  le  conclud  de  ce  qu’il  dit  ici, 
Scdece  qu’il  dira  Part.  j.  Secb.  j.  que  pour  conftruirc  un  Problème  plan 


fi 
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l’on  fc  ferve  du  cercle  Sc  de  la  ligne  droite  j pour  conftruire  un  Problème 
folide  , c’cft- à-dire  de  trois  ou  quatre  dimenfions,  l’on  fc  ferve  du  cercle  & 
d’une  des  Sections  coniques  , c’eft  à dire  avec  une  courbe  du  premier  gen- 
re i pour  conftruire  un  Problème  de  cinq  ou  fix  dimenfions , l’on  fe  lcrve 
du  cercle  Sc  d’une  ligne  du  fécond  genre  , qui  eft  d’un  degré  plus  compo- 
fée  que  les  Sections  coniques  ; pour  conftruire  un  Problème  de  lèpt  ou  huic 
dimenfions , l’on  Ce  ferve  du  cercle  Se  d’une  ligne  du  troificme  degrc  5 & 
ainfi  de  fuite  , de  forte  qu’à  mefurc  que  les  Problèmes  font  plus  élevez,  il 
faut  fo  fervir  d’une  courbe  d’un  genre  plus  compofo  avec  le  cercle  pour  cha- 
que deux  dimenfions.  C’eft  la  Méthode  que  M.  Descartesb  jugé 
la  plus  generale  Sc  la  plus  fimple. 

Cependant  tous  ne  font  pas  de  fon  fontiment.  Je  fais  voir  , dit  M de  u 
un  f,  avant  Geomctrc  , combien  M.  Descartes  s’efi  trompé . 
lorfquil  preferit  les  lignes  les  plus  J impies  , qui  font  neceffaires  pour  la  conf-,i,m  dcs 
truhion  des  équations  3 de  quelles  dimenfions  quelles  puijfent  être  , faute  tient  »- 
d'avoir  ajfez  examiné  ce  quil  a avancé  -y  car  on  ne  peut  fe  perfuader,  qu'un  ffif 
homme  attjfi  éclairé  quil  Cétoit  dans  la  Geometrie  , ait  fait  une  telle  faute , 
que  pour  rî  avoir  pas  ajfez  confédéré  les  cas  dont  il  parle.  Et  comme  je  fai- 
fois  voir  à M.  Hugens  de  Zulichem  les  raifons  que  favo'ts  de  reprendre  ainfi 
M.  Defcartes  , il  ma  communiqué  un  Manujcrit  de  M.  de  Fermât , d’une 
maniéré  de  conflruSiion  des  équations , dans  lequel  il  le  reprend  auffi  fur  le 
meme  fiujet.  Voyez  Liv.j.  Part.  i.  Sect.i. 

4.  * La  raifon  que  M.  Des  cartes  donne  de  la  distribution  des  * c«- 
genres  des  lieux  , n’a  aucun  fondement  , comme  l’a  fort  bien  remarqué 
M.  de  Fermât  dans  la  Diflèrtation  qu'il  a faite  de  la  folution  des  Problê-  frf'ii, 
mes  de  Geometrie  , & où  il  le  reprend  non  feulement  fur  ce  fujet , mais 
auffi  fur  la  conftruétion  des  équations  » ou  des  Problèmes. 
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PARTIE  CINQUIEME. 


SECTION  I. 

Façon  generale  pour  'conjlruire  tous  les  Problèmes  réduits  à une  équation , 
qui  ri  a point  plus  de  Jîx  dimensions. 

M.  Descartes. 

C’Eft  pourquoi  je  croirai  faire  en  ceci  tout  le  mieux  qui  fepuif- 
fc  3 fi  je  donne  une  Réglé  generale  pour  les  conftruirc  , en  y 
employant  la  ligne  courbe  qui  fe  décrit  par  l’interfèftion  dune 
p»r?ï!’  parabole  & d'une  ligne  droite , en  la  façon  * ci-defius  expliquée. 
Car  j’ofe  aflurer  , qu'il  n’y  en  a point  de  plus  fimple  en  la  nature, 
qUi  puiflè  fervir  à ce  même  effet  ; & vous  avez  vu  comme  elle  fuit 
\ immédiatement  les  Seétions  coniques  en  cette  queftion  tant  cher- 
chée par  les  Anciens , dont  la  folution  enfeigne  par  ordre  toutes  les 
lignes  courbes , qui  doivent  être  reçues  en  Geometrie. 

Vous  favez  déjà  comment , lorfqu’on  cherche  les  quantitez, 
qui  font  requifès  pour  la  conftruétion  de  ces  Problèmes  , on  les 
peut  toujours  réduire  à quelque  équation  , qui  ne  monte  que  juf- 
ques  au  quarré  de  cube  , ou  au  furlolide. 

Si  une  équation  , qui  ne  doit  être  que  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré  , avoit  une  de  fes  inconnues  , ou  toutes  les  deux  élevées  à un  plus 
haut  degré  , on  la  pourroit  déprimer  par  la  divifion  faite  avec  un  ou  plu- 
fîcurs  binômes  compofez  d’une  des  inconnues  -+-  ou  — un  des  divifeurs 
exacte  du  dernier  terme  ; car  fi  aucune  divifion  ne  pouvoit  fc  faire  fans 
refte  , l’équation  ne  ferait  pas  de  fa  nature  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré.  Voyez  quelque  chofc  de  femblable  touchant  les  équations  cubiques 
& quarré-quarrees , Secte  3 . 4.  Part.  3 . . 

Puis  vous  fçavcz  auffi  comment  3 en  augmentant  la  valeur  des 
racines  de  cette  équation , on  peut  toujours  faire  quelles  foient  tou- 
tes 


Digitized  by  Google 


I 


de  M.  Descartes.  Uv.  1 11.  j g-j 

tes  vrayes  , & avec  cela  que  la  quantité  connue  du  troifiéme  terme 
foit  plus  grande  que  le  quarré  de  la  moitié  de  celle  du  fécond. 
Part,  i Scét.  i . Art.  4. 

Et  enfin  comment } fi  elle  ne  monte  que  jufques  au  furfolide, 
on  la  peut  haufler  jufques  au  quarré  de  cube  , & faire  que  la  place 
d'aucun  de  fcs  termes  ne  manque  d'être  remplie , Part.  1.  Seét.  1. 
Article  j.  . 

Or  afin  que  toutes  les  difficultez  , dont  il  eft  queftion , puiflènt 
être  refoluës  par  une  même  Réglé  , je  defire  qu’on  fa  (Te  toutes  ces 
chofes  j Sc  par  ce  moyen  qu’on  les  reduife  toujours  à une  équation 
de  celle  forme,  y* — py'  + qy* — rjr'-*-syy — ty  + v — o } en 
laquelle  la  quantité  nommée  q foit  plus  grande  que  le  quarré  de  la 
moitié  de  celle , qui  eft  nommée  p. 

Lorfque  l’équation  , que  donne  la  rcfblution  du  Problème  a cette  forme, 
avec  la  condition  que  M.  Descartes  demande , il  n’y  a aucun 
changement  à y faire.  Mais  lorfqu’clle  eft  du  fixiéme  degré  , & qu’elle 
manque  de  quelque  ternie  , ou  que  deux  lignes  ou  — fc  fuivent , ou 
que  la  quantité  du  troiliéme  terme  n’cft  pas  plus  grande  que  le  quarré  de 
la  moitié  de  la  quantité  connue  du  lëcond  > on  lui  donne  ce  dont  clic 
manque.  Que  fi  l’équation  étoit  du  cinquième  degré  , on  lelevcroit  d’a- 
bord au  fixiéme  , en  la  multipliant  par  fon  inconnue , enfuite  on  lui  don- 
nerait les  proprictcz  neceflàires  qui  fui  manqueraient. 

Venons  à prelcnt  à la  double  defeription  de  la  courbe  du  lëcond  genre, 
dont  on  a befoin  dans  ces  fortes  de  Problèmes.  Ces  deux  dclcriptions  Ibnt 
aiféesà  comprendre. 

Puis  ayant  fait  Fig.  168.  la  ligne  B K indéfiniment  longue  des  Fia. 
deux  cotez  , & du  point  B ayant  tiré  la  perpendiculaire  AB  , dont  *?' 
la  longueur  foit  ip  -,  il  faut  dans  un  plan  feparé  décrire  une  parabo- 
le , comme  CD  F , donc  le  côté  droit  principal  foie  -i. pp, 

que  je  nommerai  n pour  abréger. 

Après  cela  il  faut  pofer  le  plan  dans  lequel  eft  cette  parabole, 
fur  celui  où  font  les  lignes  AB  & B K , en  forte  que  lôn  aifticu  DE 
fe  rencontre  juftement  au  dclTus  de  la  ligne  droite  B K.  Et  ayant 
pris  la  partie  de  cet  aifiieu  , qui  eft  entre  les  points  E & D , égale 
à t>-,  il  faut  appliquer  fur  ce  point  E une  longue  Réglé,  en  telle 

. Cccc 
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forte  qu'étant  âuffi  appliquée  fur  le  point  A du  plan  de  deffous, 
elle  demeure  toujours  jointe  à ces  deux  points , pendant  qu’on 
hauffera  ou  baillera  la  parabole  tout  le  long  de  la  ligne  B K , fur 
laquelle  fon  ailfieu  eft  appliqué.  Au  moyen  dequoi  l’interfe&ion 
de  cette  parabole  & de  cecte  Réglé , qui  le  fera  au  point  C , décrira 
la  ligne  courbe  AC  N , qui  elf  celle  dont  nous  avons  befoin  de 
nous  fervir  pour  la  confttu&ion  du  Problème  propofé. 

Car  après  quelle  eft  ainfi décrite  > fi  on  prend  le  point  L en  la 
ligne  B K du  côté  vers  lequel  eft  tourné  le  fommetde  la  parabole, 
& qu’on  falfe  B L égale  à D E , c’cft-à-dire  yir.  Puis  du  point  L, 
vers  B , qu’on  prenne  en  la  même  ligne  B K , la  ligne  L H égale 
à j & que  du  point  H ainfi  trouvé , on  tire  à angles  droits , du 
côté  qu’eft  la  courbe  AC  N , la  ligne  H1 , dont  la  longueur  foit 
jyrs *+•  B jnn-ÿ-j  , qui  pour  abréger  fera  nommée  îh,.  Et  après, 
ayant  joint  les  points  L &c  1 , qu’on  décrive  le  cercle  LP  I,  dont 
I L foit  le  diamètre  -,  & qu’on  infcrive  en  ce  cercle  la  ligne  L P , 
dont  la  longueur  foit  . Puis  enfin  du  centre  I,  par  le  point 

P ainfi  trouvé,  qu’on  décrive  le  cercle  PC  N.  Ce  cercle  coupera 
ou  touchera  la  ligne  courbe  A C N , en  autant  de  points  , qu’il  y 
aura  de  racines  dans  l’équation.  En  lorte  que  les  perpendiculaires 
tirées  de  ces  points  lur  la  ligne  B K , comme  CG  , A7  R , , & 

lemblables , lêront  les  racines  cherchées.  Sans  qu’il  y ait  aucune 
exception  , ni  aucun  défaut  en  cette  Réglé. 

Car  fi  la  quantité  s étoit  fi  grande  à proportion  des  autres  p,  q , 
r y t , & u , que  la  ligne  LP  Ce.  trouvât  plus  grande  que  le  diamè- 
tre du  cercle  IL  , en  forte  quelle  ne  pût  y être  infcrite,  il  n’y  auroit 
aucune  racine  en  l’équation  propofée  , qui  ne  fût  imaginaire.  Non 
plus  que  fi  le  cercle  * 1 P étoit  fi  petit , qu’il  ne  coupât  la  courbe 
A C N en  aucun  point.  Et  il  la  peut  couper  en  fix  diftérens  points,, 
ainfi  qu’il  peut  y avoir  fix  differentes  racines  en  l’équation.  Mais 
lorfqu’il  la  coupe  en  moins  ; cela  témoigne  qu’il  y a quelques-unes 
de  ces  racines , qui.  font  égales  entr’elles  , ou  bien  qui  ne  font 
qu’imaginaires.. 

Chaque  point  de  contact  vaut  deux  points  d’intcriè&ion  , fie  a deux. 
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racines  égales  j autant  qu’il  manquera  de  points  d’interfccHon  des  fix  , qui 
peuvent  fc  trouver  , en  comptant  un  point  d’attouchement  pour  deux  d 'in- 
tcrfccHon , autant  il  y aura  de  racines  imaginaires. 

Que  fi  la  façon  de  tracer  la  ligne  AC  N , Fig.  168.  par  îe  mou-  Ffc 
vement  d’une  parabole  , vous  femble  incommode  , il  clt  aifé  de  14,1 
trouver  plufteurs  autres  moyens  pour  la  décrire.  Comme  fi  Fig.  169. 
ayant  les  mêmes  quantitcz  A B , 5 Z, , la  même  pour  B K , cju’on 
avoit  pofé  pour  le  côté  droit  principal  de  la  parabole  , on  décrit  le 
demi-cercle  K ST,  donc  le  centre  ioic  prisa  difcretion  dans  la 
ligne  B K y en  forte  qu’il  coupe  quelque  part  la  ligne  A B , com- 
me au  point  S > & que  du  point  T , où  il  finit , on  prenne  vers 
K,  la  ligne  TV  égale  à B L ; puis  ayant  tiré  la  ligne  SV,  qu’on 
en  tire  une  autre  ; qui  lui  foie  parallèle , par  le  point  A , comme 
A C -,  St  qu’on  en  tire  aufli  une  autre  par  S , qui  (bit  parallèle  à 
B K , comme  S C ; le  point  C , où  ces  deux  parallèles  fe  rencon- 
trent j iera  l’un  de  ceux  de  la  ligne  courbe  cherchée.  Et  on  en 
peut  trouver  en  même  forte , autant  d’autres  qu’on  en  defire. 

Les  points  S ,T  ,V,  les  droites  SV,  AC,  SC  fervent  à trouver  le 
point  C ; les  points  S 2 , T 2 , Vi , les  droites  S 2 , V2  -,  AC 2 s S 2 , C 2 
fervent  à trouver  le  point  C2  s &c.  Ajoutez  les'points  E , E 2 , Stc,  qui 
répondent  aux  points  C , 2C  , St  c. 

La  démonftration  de  tout  ceci  eft  afiez  facile.  Car  appliquant  la  * 
Réglé  A E avec  la  parabole  F D fur  le  point  C , comme  il  eft 
certain  quelles  peuvent  y être  appliquées  enfemble , puifque  ce 
point  C eft  en  la  courbe  A C N , qui  eft  décrite  par  leur  interfec- 
tion  , Ci  CG  fe  nomme  y , G D eft  “ , à caufe  que  le  côté  droit, 
qui  eft  « j eft  à CG  , comme  CG  à.  GD  -,  St  ôtant  DE,  qui 
eft  ~fir  1 de  G D , on  a V — 7^  pour  G E.  Puis  à caulè  que  A B 
eft  à BE  , comme  CG  eft  à GE  s AB  étant  rp  , B E eft 

t!  Ü ‘ 

zn  — n y • 

Et  tout  de  même  fuppofant  que  le  point  C de  la  courbe  Fig.z  69.  Fio. 
a été  trouvé  par  l’interfe&ion  des  lignes  droites  S C parallèle  à 
BK  , & A C parallèle  à SV:  S B qui  eft  égale  à CG  eft  y ; St  B K 

C c c c i j 
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étant  égale  au  côté  droit  de  la  parabole  > que  j’ai  nommé  n , BT 
clt  Car  comme  K B ell  à B S , ainli  B S eft  à BT.  Et  T y 
étant  la  même  que  BL  , c’eft-à-dire  > B y eft  Et 

comme  SB  eft  à B y,  ainli  AB  eft  à BE , qui  eft  par  confe- 
quent  H — £>  » comme  devant  5 d’où  on  voit  que  c’eft  une  même 
ligne  courbe  > qui  le  décrit  en  ces  deux  façons. 

Par  la  fuppofition  Rg.  168.  AB  cft-j-/»;  le  paramètre  de  la  parabole 
CD  F eft  n:  DE,  y-p  — BL  ; C G , y ; par  la  nature  de  la  parabole 
»XDG=fo!,  donc  DG—  cc^  = 7 i G £ —GD  — DE,  y~a  — • 

» 

Et  dans  les  triangles  A BE,  CGE-,  l’on  a cette  analogie , C G , y : 
éE,  AB,  fy>;  BE, 

Par  le  point  z C , Fig.  16  9.  menez  2Cg  2=  y , perpendiculaire  h B K. 
Parla  fupp.  B K eft  égale  au  paramétré  » de  la  parabole  CD  F,  Fig.  16  8. 
2 S B =2  2 Cg , y j 2T2 V eft  — B L — D E de  Fig.  168.  De  plus 
2 S B eft  moyenne  proportionclle  entre  K B 6c  B 2 T , &C  K B , n : 2 SB, 
y::  2 S B,  y : B2T ,y^  -,  &c  B 2v  = B 2T  — 2T2  V , *£  — *0.  Mainte- 
nant dans  les  deux  triangles  AB  2 E , 2 S B , B 2 y , l'on  a cette  analogie, 
2SB,y:B2V,  y-J  - 0 : : AB,  If:  B 2 E , «-g. 

De  ce  que  la  valeur  de  B E ou  B a E eft  la  même  dans  les  deux  courbes 
AC  N des  Fig.  iG8.  169.  M.  Desgartes  conclud que  c’eft  la 
meme  courbe.  Pour  en  voir  la  rai  (on  , il  faut  oblcrvcr  1 °.  que  la  dernière 
analogie  aurait  pû  fc  faire  , Fig.  169.  dans  les  deux  triangles  AB  2 E 
2Cg2E  , pareeque  les  triangles  2SBB  2V , 2Cg2e , font  égaux  6c 
équiangles.  Et  l'analogie  feroit  , 2 C g , y : g 2 E , y-£  — y—  : AB, 

—p.tS2tL,,n  „ y 

Il  faut  obferver  i°  que  (uppolant  par  exemple  CG,  Fig.  16  S.  St2Cg, 
Fig.  169.  deux  lignes  entièrement  égales  , 6c  qui  fe  nomment  y ; les  va- 
leurs ^ ^ des  droites  BE  , B 2 E , qui  n’ont  que  y d'indeterminée 

feront  auffi  entièrement  les  mêmes  , & les  lignes  B E , B 2 E parfaite- 
ment égales;  comme  auflî  les  lignes  GE  , g zE  , dont  les  valeurs  font 

y jy 2W 

n p » •*  . • 

C’eft  pourquoi  les  triangles  ABE  , Fig.  168.  A B 2E  , Fig.  1 69.  font 

entièrement  égaux.  Par  la  même  raifon  les  triangles  CcE,  Fig.  168. 
2 Cg2  E , Fig.  169.  font  entièrement  égaux.  Donc  les  points  C Fig.  16 S. 
2C , Fig.  1 69,  ont  la  même  pofition  ôc  le  même  rapport  à l’égard  des 
points  A , B , 6c  des  lignes  AB,  B K.  Ce  qui  fi  pouvant  démontrer  de 
tous  les  points  des  deux  courbes  AC  N , Fig.  168.  169,  il  s'enluit  qu’elles 
font  entièrement  égales , ou  la  même  courbe. 

Montrons  encore  que  la. valeur  eft  la  même  tic  Be  , BE  dans  les  deux 
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Figures  au  defîbus  de  AB.  Au  point  r,  Fig.  1 6 8.  nous  avons  de  = ; CO 

~y  j Si  par  la  nature  de  la  parabole  , le  paramètre  n x dO  = col  , d O 
= y£  j Oe  = ed  — O d , Et  dans  les  triangles  ABc  , cQe 

équiangles  , cO  ,y:  O c y : ; AB , B e ,g  — g. 

Au  point  C , Fig.  i6<>.  nous  avons  BK,  n ; S B z=.  CG  ,y  $ TV= 

Et  par  la  nature  du  cercle  la  ligne  cft  moyenne  proportionellc  entre 
TB,  BK-,  ainü  B K,  n:  SB,  y::  SB  ,y:  BT,  Mais  BV=TV 
— BT,  ~ ^ ; 8c  dans  les  triangles  SB  V , A BE  équiangles  , S B, 

y:  BV,  f?  — AB  , \p  : BE  , g — Continuons  la  dé- 
monftration,. 


Apres  cela  poureeque  B L 8c  DE  font  égales  , Fig.  1 6 8 . D L 
8c  B E le  font  aulti  -,  de  façon  qu'ajoutant  L H , qui  eft  z&o  a 
DL  , qui  eft  H — B > on  a la  toute  D H , qui  cil  H — ■+■  n&o  ; 

& en  ôtant  G D , qui  eft  yr , on  a GH,  qui  eft  ££  — P,  ■+■  7^ 
— Ce  que  j écris  par  ordre  en  cette  forte  G H = —y'  -+-  t pyy 

KJ 

rh  Et  le  quarré  de  G H eft  > 


y*  — ?y' 


tzl 

v u 


2 y/v  y *■  — p Vvyy 


jppy* 


JLLïl 

2 ✓•v 


— 4-  ^ 


1 1 y y 


nnyy 


Et  en  quelqu 'autre  endroit  de  cette  ligne  courbe  qu’on  veuille 
imaginer  le  point  C , comme  vers  N,  ou  vers  on  trouvera 
toujours  cjue  le  quarré  de  la  ligne  droite  , qui  eft  entre  le  point  H ; 
6c  celui  ou  tombe  la  perpendiculaire  du  point  C fur  BH , peut  être 
exprimé  en  ces  termes  8c  avec  les  mêmes  fignes  -+-  8c  — . 


La  fraction, \f  y y — Vv  -4-  — y1  vient  de  ce  qu’on  multiplie  6c  qu’on 


divife  ££  — 


ny 


ny 

ïévz.—  ¥>  par  »y,  ainfi  l’on  a — y’  ■+ -jp  » y -h  rh 


ny 

— Vv.  Or  une  quantité  qui  eft  multipliée  8c  divifée  par  une  même  gratis 
deur  , ne  change  pas  de  valeur. 

Le  quarré  de  la  ligne  HO  prile  entre  le  point  H fie  le  pomt  O où  tom- 
be la  perpendiculaire  du  point  c fur  B H , s’exprime  avec  les  mêmes  termes 
6c  les  memes  fignes,  Çc  point  c répond  au  point  Q , dont  M:  Defcartes. 
parle.  Cçcc  iij 
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Par  la  fupp.  B L & à e font  égales  ; ajoutez  leur  la  ligne  B d , les  lignes 
dL  Sc  B e — ^ font  égales.  Ainfi  ôtant  LH  = de  Là  , il 

refte  dH~Ÿy  — ji  — -pfy-v  i & ajoutant  à O = y , l’on  fait  HO  — ^ 

— » — ■+■  y » qui  étant  multipliée  par  ny  , donne  7 * — t/'.?? 

— > dont  le  quarré  cft 


»y 


y*  —py' 


—1 

Vu 


• 2 V v y ’ — pVvyy 


Ami 


pry 


ttyr 

4 


— t y -+-  v y comme 


auparavant. 


n n 


jy 


De  plus  I H étant  ïï,  & LH  étant  ^ , IL  eft  V^r-  -t-  à 
caufe  de  l’angle  droit  1HL  ; & LP  étant  vGij  -t~  , IP  ou  IC  eft 

à caufe  aulli  de  l’angle  droit  /PL,  Vühjz  __ . _i_  e^.  pui$ 

ayant  fait  CM  perpendiculaire  fur  /H,  IM  eft  la  différence  qui 
eft  entre  IH , &c  H M , ou  CG,  c’eft- à-dire  entre  wi  &c  y , en  forte 
que  fon  quarré  cft  toujours  7?  — y?!*  -*-yy  , qui  étant  ôté  du  quar- 
ré de  IC , il  refte  — in  — ^nr  ■+■  Srîr  — jjy  , pour  le  quarré  de 
C/W  , qui  eft  égal  au  quarré  de  GH  déjà  trouvé.  Ou  bien  en  fai- 
fant  que  cette  fomme  foit  divifée  comme  l’autre  par  nny y , on  a 
■ — nny 4 -h  2 ?»  y * — pV  vyy  — syy  •+■ f-f^. 

n ny  y 


L’angle  IHL  dans  le  demi-cercle  eft  droit 


donc  il  * = ih*  -+- 


LH 


Si  IL  = V- 


y ♦ + nn  ^ J A"'  r "r”  4 n n i;* 

L’angle  JPL  auffi  dans  le  demi-cercle  eft  droit  ; donc  J~p'  = TL  1 

i tr  _____  P/'v  . 8r  jp Jw  w . r / jP 

* * n * 4 n n v 0 » » « * '**'  4 n n *v  " 0 0 

= IC  rayon  du  meme  cercle. 

IM  eft  ou  , comme  Fig.  z<>8.  /H — HM  , ^ — y , Iorfque  le  point 
Af  tombe  entre  / & H ; ou  comme  Fig.  170.  MH  — /H  ,-*7  — ^ , lorf- 
que  le  point  I fe  trouve  entre  M Si  H.  Or  ^ — ~-y  -t-^7  cft  le  quar- 
ré de  ces  deux  valeurs. 

Lorfqu’on  multiplie  Si  qu’on  divife  une  grandeur  par  une  quantité, 
comme  on  l’a  déjà  dit , elle  ne  change  pas  de  valeur.  Si  l’on  multiplie  donc 
Si  que  l’on  diviiè  par  la  même  grandeur  n ny  y la  quantité  — 

Vr*-  nV-yy  » l’on  fait  — s ï y — pVv  y y ■+• 

■CM*.  nny  y 


2 m y * — nny* 


Digitized  by  Google 


,1 


de  M.  Descartes.  Lw.  111. 


573 


Puis  remettant  *+- 97  4 — pour  « »y*  ; & V>*  -4-  Wty* 

•+•  .7 1 pour  2nn'  ■>  & multipliant  l’une  & l’autre  fomme  par 


on  a 


UL 

ÿv 

S 

•+-  2 Vvy 1 ■ 

—p  Vvy  y 

■+-  iffj* 

T 2 W 

+ U21 

^ 4 v 

_ t y4" 
V'V 

4-  V y 1 • 

— pVvyy 

— qy  + 

-4-  2 Vvy  ' . 

— syy 

+ ippj>* 

+ PJJl 

~ 2VV 

, tt  yy 

■+■  4 v 

égal  a 


C’eft-à-dlre  qu’on  a y * — py  ' -+-  qy*'—  *y'  ■+■  tyy  — ty  -+-  v = ». 
D’où  il  paraît , que  les  lignes  C G , Ni?,  QO  & femblables  font 
les  racines  de  cette  équation  5 qui  eft  ce  qu’il  falloir  démontrer. 


Le  côté  droit  de  la  parabole  a été  pris  -+-  q — ±pp  — n , donc  » » 

= v^-hel  — *PPi  &**74  = ^-'-374— ii Ppy*- 

HIa  été  prife  ~j  -4-0-4-  = 0.  Multipliez  tout  par  n n , il 

vient  {r  + ^+  ^ = + i 

Mettez  ces  valeurs  de  , 2 m y'  à leur  place  dans  — nny*  -+- 

imy'  — pVvyy  — tyy  i vous  ferez  — & — 974  -4-  jppy*  •+■ 

nnyy 

ry'  -4-  pVvyy  — syy-h  = = 


nnyy 



V v 

-4-  2 Vvy  ’ 

— P Vvyy 

+ 7 PP?* 

. 4M1 

^ 2 Ÿ'V 

. "rr 


nnyy 

Si  vous  multipliez  les  deux  membres  de  cette  équation  par  leur  dénomi- 
nateur commun  nnyy  , il  reliera  une  égalité  entre  les  numérateurs  , & fi 
Pon  ôte  ce  qui  s’efface  , il  viendra  y 5 — py 5 -4-  qy  4 — r y > ■+■  s y y — ty 
-4-  v = 0. 

C’efl  pareeque  le  paramétré  de  la  parabole  cft  V^-¥-  q — \p  p , que 
M.  Des  cartes  demande  que  q foitplus  grand  que  ^pp , ou  que  la; 
quantité  connue  du  troifiéme  terme  foit  plus  grande  que  le  quarré  de  læ 
moitié  de  la  quantité  connue  du  féconde  Car  fi  ^ pp  étoit  plus  grand  que 
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t, 3, 4 vous  trouverez  que  le  cercle  couper a la  courbe  en  Jix  points , 

defquels  tirant  Jix  perpendiculaires  fur  la  ligne  DO  , ces  Jix  perpendiculaires 
feront  / , a , 3 , -f,  *,  & 9,  Nous  montrerons  Sed.  2.  Ex.  6.  que  le  cer- 
cle CP  N coupe  la  courbe  AC  N en  fix  points  diffcrens. 


SECTION  II.  ; ^ 

_ • -i.o: 

Exemples. 

M.  D e s c a r t e s. 

AInfi  donc  fi  on  veut  trouver  quatre  moyennes  proportionclles 
entre  les  lignes  a fie  b , ayant  pofé  .v  pour  la  première, 
l’équation  eft  a-5****  — a*b  = o , ou  bien  x*  *■**  * — a*  b X* 
= o.  Et  faifant  y — <*  = ■*•,  il  vient  y*  — 6ay'  15 aay*  — . 

• : I ’*  . . * 

— 6 a s y -4-  a* 

ica' y * 1 $**yy  = o.  C’eft  pourquoi  il  faut 

— a*by  4 5 b 

prendre  3 a pour  la  ligne  A B ,8c  V7üj  -+. q qb  6 a a pour  bk,ou 

•/a  a -t-  a b 

le  côté  droit  de  la  parabole  que  j’ai  nommé  » , Sc  fa  V^âZfJb 
pour  D E ou  B L.  Et  après  avoir  décrit  la  ligne  courbe  AC  N fur 
la  mefure  de  ces  trois,  il  faut  faire  LH  — ta1  -4-  aab  j & jqj 

2 ns/  q q -4-  q b 

= ■+■  JHi  Va  a->r  a b r fa*  ja%  b,  & LP  = V r sa*  -t- 

2 nns/aa-tr  a b , nn 

Car  le  cercle , qui  ayant  fon  centre  au  point  I palTera  par  le  point 
P ainfi  trouvé  coupera  la  courbe  aux  deux  points  C 8c  N ; def- 
quels ayant  tiré  les  perpendiculaires  N R 8c  CG  ; fi  la  moindre  N R 
eft  ôtée  de  la  plus  grande  CG  , le  refte  fera  x , la  première  des 
quatre  moyennes  proportionelles  cherchées. 

Il  eft  ailé  en  même  façon  de  divifer  un  angle  en  cinq  parties 
égales  , 8c  d’inferire  une  Figure  d’onze  ou  treize  cotez  égaux  dans 
un  cercle , 8c  de  trouver  une  infinité  d’autres  Exemples  de  cette 
Réglé.  D d d d 


0 
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Toutesfois  il  eft  à remarquer  , qu’en  plulieurs  de  ces  Exemples, 
il  peut  arriver , que  le  cercle  coupe  fi  obliquement  la  parabole  du 
fécond  genre , que  le  point  de  leur  iriterfe&ion  foit  difficile  à < 
reconnoitre  : & ainfi  que  cette  conftru&ion  ne  foit  pas  commode 
pour  la  pratique.  A quoi  il  feroit  ailé  de  remédier  en  compofimc 
d’autres  Règles  à l’imiution  de  celle-ci^  comme  on  en  peut  compo- 
fer  de  mille  fortes. 

Exemple  I.  Trouver  quatre  moyennes  proportionellcs  entre  deux  lignes 

données . 

Soient  Fig.  170.  deux  lignes  données  a , l> , entre  le/quelles  il  faut 
trouver  quatre  moyennes  proportioncües.  Je  nomme  .v  la  première  des 
quatre  quantitez  cherchées , ce  qui  donne  cette  progreffion  Géométrique 

v X X , , X X , x , , x | , X ^ . X*  , X _ 

0 : x : : x . — . . „ • 4i  - 4<* 

Après  cela  par  la  fupp.  la  fixiéme  proportionclle  x—  eft  égale  à b,  donc  ~ 

— b,  xs  = a*  b , x'  — a*  b =*•  Multipliez  par  * , pour  avoir 

x*  * * * * ti*  b x*  ■=  0. 

Enfuite  pour  faire  que  tous  les  termes  foient  remplis  , Se  que  la  quantité 
connue  du  troifiéme  terme  foit  plus  grande  que  le  quarré  de  la  moitié  de  la 
quantité  connue  du  fécond  , vous  prenez  y — a = x ; vous  fubftituez  la 
hxiéme  fie.  la  première  puilfance  de  y — a pour  x* , fie  x;  il  vient  y * — 

— 6a  'y  4-  a* 

(ay>  •+■  J s*  ay* — aoa' y' + 1 sa*  yy  — 0.  Ou  pour 

— a*  b y -h  a'  b 

s’exprimer  fuivant  la  formule  de  M.  Descartes  y*  — py'  + qy*  — 

, y 1 syj  — ty  -4-  V ■ — t>  • Soit  a — / . b — S • 

Pour  la  conftruélion  foit  AB  = \p  = ja  perpendiculaire  fur  l’infinie 
DH  , fur  laquelle  vous  prenez  B K égale  au  paramétré  de  la  parabole 
génératrice  CD  F,  ce  paramétré  eft  -*-‘j—iPp  = V6a,-ha*b+.<Saa 

V aa-\-  ab 

— n , pareeque  ^ b , Se  divifant  tout  par  a a , c’cft-à-dirc  le 

Va6  -t-  a'  b 

numérateur  de  la  ffaftion  par  a a , Se  le  dénominateur  par  a* , le  quo- 
tient eft  6a  * -4-  a a b j Se  q = t sa  a -,  p p = 36a  a ; ~^pp  = S> a a j q — 

Vaa-t-ab  

~pp  = 6aa.  Vous  coupez  BL=z  DE  = — -^-n  Va6  -+-  a'  b , &C 

extrayant  la  racine  a a de  a*  qui  eft  dans  chaque  terme  fous  le  figue  radi- 


« 
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cal  , 6c  mettant  cette  racine  devant  le  ligne  radical , c’eft  v** 

— j-„  Va  a ■+■  a b.  Enfuite  vous  décrivez  la  parabole  CD  F & la  courbe 
ACN  avec  cette  parabole  , ou  de  l’autre  façon. 

Après  cela  vous  coupez  LH  = = 6as  a 4 b = 6 a’'  -+-  a*  b 

2nV  a 6 -+-  * ’ï  2*«V a a -h  7b 

— ôa'  + aab;  vous  coupez  aufli  IH  = & = ^ -f-  g -h  ^ 


2V  a a + «ï 

V. 


*b 


36a  f 6a*  b — 

+nnVa"  -+-  «‘”ï 


y 04  » 
« « 


+ / J*»  -4-  J* 1 

2nnV77 


nn  -jw»  v <*  -+-  a' b 2nn\aa-+.nf> 

en  divilânt  le  dernier  terme  par  2 a a. 

Maintenant  vous  joindrez  / L , 6c  fur  ce  diamètre  vous  décrirez  le  cer. 
cle  IP  L , dans  lequel  vous  inlcrirez  L P = Vs  -\-pVv  = V 1 sa’ 


• 6a>% 


n n 


Vga  -+-  gb  » ôc  du  centre  I,  de  l’intervale  IP,  vous  rdécrirez  le  cercle 
CP  N,  qui  coupe  la  courbe  AC  N aux  deux  points  C , N;  delquels  l’on 
tirera  fur  B K les  perpendiculaires  CG  , N R , qui  font  les  deux  racines 
de  l’équation  réduite. 

f La  démonftration  le  fait  comme  pour  Fig.  2 68.  car  au  point  C Fig. 270. 
après  avoir  joint  IC  = IP  , Sc  abaifîe  CM  perpendiculaire  A HI  prolon- 
gée , 6c  nommé  CG  , y ; Pablcillè  GDcft^  par  la  nature  de  la  parabole  j 
GE  = G D — DE,  T-£  — 2jf£.  Et  dans  les  triangles  équiangles  ABE 
CGE  vous  ferez,  CG,  y = MH:  GE,  U — AB , '-p  ; b E* 

f_y Vu  r 1 9 

zn  ny • a 

Vous  avez  encore  BL  — DE  fupp.  donc  ajoutant  la  commune  EL 

vous  ferez  B£  = DL,  : & DH  = Dl  + LH,  t-’  — -h 

ïïfci  & enfin  G H =D  H-  G D , «-£+  7*7,  - Multiplié  6c 
divifez  par  ny  , il  vient — ; * •+•  t W ■+-/&—  dont  le  quarré  GH* 

ny 


fcra  y * — py% 


tjr 

v» 


2 V'vy  5 — pVvyy 


•\P?y* 


p±y_ 

z VU 


ttyy 

-il. 


— t y ■+■  v. 


nn 


yy 


De  plus  dans  le  triangle  rcétangle  IHL  , i L1  — i H*  •+■  HL * , ~ -f. 
jTrSv  > & dans  le  triangle  rectangle  IP  L,  Jp1  = TL*  — LP* , ^ 

1 1 « pVH  " 

Puis  M I = MH — IH , y — — , car  MH —CG.  Et  dans  le  trian- 
gle rectangle  IMC , cm*  = IC*  — IM* , ^ — «£  -t-  *&  — 

yy  , qui  étant  multiplié  6c  divifé  par  nnyy  donne  — nny*  + 2my* 

pï/vyy  — syy-h’-^j  où  remettant  îrjr -t- 274  — ippj*  pour»»?4,  Sc 
nnyy  Ddddij 
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y}’  4-  2 Vvy 1 4-  pour  2my' , il  vient 


ty 

\iï 


4-  V y ' — pVvyy 


— qy 4 4-aV‘t'y1 — syy 

iPPJ* 


t'y' 

2 V « 


ttyy 

■—+«■  - 


= CA/1  » comme  GH  te  C M font  égales , fi  l’on  compare  les  valeurs  de 
CW* , CÂ?‘ , qu’on  les  multiplie  par  n nyy , & qu’on  ôte  ce  qui  s'efface, 
il  reliera  7 ‘ — p y'  97 4 — J -4-  x_)7  — -1-  2/  =:  <? , ou  — 6*yl 

— 6n'  y •+  a‘ 

^-zjaay* — 20*' y1 + 1 yu* yy  = 0. 


— a*  b ■ 


a'  b 


Confiderons  à prefent  les  racines  de  cette  dernierc  équation  , qui  font 
deux  N R,  CG,  Fig.  270.  Mais  fi  l’on  divilè  par  y — u — o l’équation 

— 6a, s y -+-  4 ‘ 

y1  — 6*'  y 4-  1 }*uy*  — 2 ou'  y*  -4-  rsa*  y y = 0 , la 

— a*  b y •+■  /»*  b 

divifion  le  fait  jufte,  & le  quotient  eft  y s — s»  y*  4-  / ou*  y'  — / on'  y y 

— » 1 

p+.  ja*y  = 0.  Nous  avons  donc  une  racine  y = /t,  qui  ne  peut 

— u*b 

pas  être  x = y — « , celle-ci  fera  donc  la  féconde  racine  plus  grande  que 
la  première.  De  là  il  fuit , que  la  moindre  racine  N R eft  y —a.  , la  plus 
grande  CG  = y.  Voilà  pourquoi  M.  Descartes  dit  que  fi  l’on  ôte 
la  moindre  N R = 0 de  la  plus  grande  C G , y , l’on  aura  y — a — x 
racine  cherchée , & la  première  des  quatre  moyennes  proportionelles.  Cette 
première  ligne  étant  trouvée  l’on  trouvera  aifèment  les  autres  trois , en  pre- 
nant a pour  l’unité.  Voyez  Liv.  1.  Part.  1.  Seét.  3.  Art.  2. 

Ex.  II.  Trouver  cinq  moyennes  proportionelles  entre  deux  lignes  données. 

Soient  a=  1.  b = 3 , deux  lignes  données  , entre  lefquclles  il  faut 
trouver  cinq  moyennes  proportionelles  : je  nomme  x la  premie.  e de  ces 
cinq  , & je  fais  cette  progreffion  Géométrique  a : x : : x : ^ ^ : ~A  : : 

‘ .•  .•  y’  .■  ^ ’ ; j-‘.  Et  cette  fixiéme  étant  par  la  fuppofition  égale 
à b , l’équation  eft  — ‘ = b j x*  =■  * 'b.  J’en  extrais  la  racine  quarrée , 
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j’ai  * * = Va 1 b , j’extrais  la  racine  cubique , il  vient  * = VQC.  a1  b. 

Soit  Figure  y.  FG  = a = i , G H = é> , fuivant  Liv.i.  Part.  i.  Seél.i.  Fxa.7; 
Art.  I.  n.3.  GI  eftVab , ou  Va1  b,  puifque  a eft  l’unité.  Je  nomme 
Va  1 b , q } Sc  j’ai  x'  = q. 

Maintenant  fuivant  Liv.  3.  Part.  4.  SecL  1 . Art.  x.  Exemp.  1.  Je  coupe  u<n 
Fig.  134  • -^C  = T*  = j -,  CE  =±q  j du  point  E comme  centre,  dulJ4* 
rayon  EA  , je  décris  le  cercle  AGF-,  la  ligne  F L eft  x = VC.  q — 

V QC . <*’  b. 

La  première  des  cinq  moyennes  proportionclles  étant  trouvée  , l’on 
trouvera  les  quatre  autres  en  prenant  a pour  l'unité. 


Ex.  II I.  Vivifer  un  angle  donne  en  cinq  parties  égalés. 


L’Angle 


le  donné  eft  NOX,  Fig.  171.  fuppolons  la  choie  faite,  Sc  queF  o 
l’arc  NX  eft  diviféen  cinq  parties  égales  aux  points  Q , T,  P,  M.  Joi-  ,71 
gnons  N Q,  QT,TP,  PM,  MX,  NT;  tirons  NP , Sc  prolongeons-la, 
juIqu’A  ce  que  T Y = T N la  coupe  ; tirons  NM,  qu’il  faudra  prolon- 
ger , julqu’à  ce  que  P Z — N P la  coupc  ; tirons  encore  NX  , que  l’on 
prolongera  auflî  jufqu’à  ce  que  ML  =MN  la  coupe. 

Par  Tes  choies , que  nous  venons  de  faire  , il  fuit  que  les  quatre  triangles 
NQT,  NTY , NPZ,  N ML  font  ifofoeles  Sc  équiangles. 

De  plus  en  opérant  comme  nous  avons  fait  pour  l’eptagonc  , Seift.  4, 
Art.  1 . Ex.  1 . Les  triangles  XML,  N MP  font  égaux  ; Sc  NP  = XL.  On 
démontrera  de  même  que  les  triangles  NT  P,  MP  Z,  font  égaux  & M Z = 

T N.  Enfin  on  appliquera  aux  triangles  N QT , T P Y ce  qu'on  a dit  des 
deux  derniers  de  l’eptagone  , Sc  P Y = QN. 

Nommons  à prefent  le  rayon  NO  , 1 ; la  corde  N Q,  z = QT  = TP 
= P Y , Scc.  NT , x = M Z , N P , v = XL  , mais  v = jz  — zl . 
Part.  4.  Sect.  2.  Art.  3.  parcequ’elle  eft  la  corde  de  l’arc  NP  divifé  en 
trois  parties  égales , dont  NQ,  z en  eft  une  j N Y fera  NP-hPY,  v-t- 
Z-,  NM,  si  NZ  fera  NM-h  MZ , s+x;  NX,  b = i,  car  elle  eft 
donnée  , puifqu’elle  eft  la  corde  de  l’arc  donné  N X -,  N~L  fora  NX 
XL  , b ->rV. 

Dans  les  quatre  triangles  fomblables  l’on  a ces  analogies.  i°.  QN,  £.• 
NT , x dans  le  triangle  N QT  : : NT , x : NY , v + z dans  le  triangle 
NTY  ; xx  v z ■+■  zz.  1°.  NT  , x;  NY,  v -+-  z dans  le  triangle 

NT  Y : : N P , v:  N Z , s x dans  le  triangle  NPZ  -,  &c  Sx  - f-  x x = w 

+ **!  3°.  QN,  £.•  NY,  x dans  le  triangle  NQT:: 

NM  , s : NL  , b v dans  le  triangle  N ML  ; Sc  s = — 

v J ) bz  = vv  — xx.  Ou  mettant  pour  xx  là  valeur  tis  + 

, il  vient  b z =;  vv  — v z — zz  -,  fubftituons  encore  pour  v Sc  vv 

üddd  iij 


* 
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leur  valeur  tirée  de  v = j z — z ' } ce  fera  b a = tzz  < - 4 . _ « 

j * * * ' ~ - » 


• /z 


» * 


S z 


■b  — 


O.  Ou  en  multipliant  tout  par  z , z*  * 

jz*  * -H  szz  — b z*  — o. 

Pour  remplir  tous  les  termes , rendre  toutes  les  racines  vrayes  , & faire 
que  la  quantité  connue  du  troificme  terme  (oit  plus  grande  que  le  quarré 
de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  , il  faut  prendre  y — ? «— 
z.  La  fubftitution  donnera  yt  — 1 2 y'  s S y*  — i2oyl  .+.  i 2 sy  y 


— 0.  ou  y 6 — p y'  -*•  q y*  — ry  ! -+-  syy  — ty  v — 


0. 


— S 2y  ■+■  4 
— b y -J-  2 b 

F>a  171,  l infinie  BK,  fur  laquelle  vous  élevez  la  perpcndiculai- 

»7*-  te  AB  z=\p  — 6 , Le  paramétré  de  la  parabole  CD  F eft  Vfa  ■+■  q — • 
= ’9  = » = BK-,  coupez  BL=DE 

= ïihv  — ^7*  Décrivez  la  courbe  AC  N,  au  point  H élevez  la  per. 
pendiculairc  H/  = H £'  = m W?  Joignez  IL  , fur 

1»»  nn  4 nnVv  I07  +■  38/7  ° 

laquelle  comme  diamètre  vous  décrirez  le  demi-cercle  IPL;  dans  lequel 


vous  inferirez  L P = V- 


-pVv  l<jcV7 

"«  107  •+■  18^7 


Du  point  I comme  centre. 


Pi». 

*7J. 


" ••  ^ le  V 7 

de  l’intervale  I P , décrivez  le  cercle  PNC  , qui  coupe  la  courbe  ACN 
aux  points  C , N -,  defqucls  vous  mènerez  C G , NR  perpendiculaires  fur 
B K j ce  font  les  deux  valeurs  de  y. 

— S2y-^  4 

Mais  fi  vous  divifez  y * — i2y  * -+-  yyy*  — i2  0y  * -+-  12  sy  y 

— b y -i-  2 b 

= • par  y — 2 = 0 , la  divifion  eft  jufte , & le  quotient  eft  y 1 — 1 oy“- 
— 2 

•Jr35y'’  — soyy-¥  2 sy  — 0.  Vous  avez  donc  une  racine  y = 2 , qui 

— b 

ne  fauroit  être  la  racine  cherchée  z = y — 2.  Ainfi  la  moindre  racine  NR 
cft  y = 2 , & la  plus  grande  C G eft  z —y  — 2.  C’eft  pourquoi  fi  l'on 

retranche  N R de  CG,  le  refte  fera  CG  — N R , y 2 =z. 

La  démonftration  fê  fera  comme  Ex.  1.  Fig.  170. 

Exemple  IV.  In  fer  ire  une  Figure  de  onze  cotez  dans  un  cercle  donne'. 

S Oit  donné  Figure  173.  le  cercle  AD  H,  dans  lequel  il  faut  inferire 
une  Figure  de  onze  cotez  égaux.  D’un  des  angles  A je  tire  le  diamètre 
A KF.  De  l’extrémité  F je  tire  les  cordes  FH,  FE,  FD,  FC,  F B. 

Je  prolonge  FC  en  P,  jufqu’à  ce  qu'elle  rencontre  BP  = BF  j FD 
en  N,  jufqu’à  ce  qu’çlle  rencontre  CN  =zC  F 3 FE  en  M , juüp’à  ce 
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qu’elle  rencontre  DM  — DF  ; FH  en  L , jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre 
E L = E F ; G F en  I , jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  H 1=  HF. 

Les  triangles  FBP  , FC  N,  FDM , FEL,  font  ifofeeles  6c  équian- 
rrles  , de  meme  que  les  triangles  FEL,  FHI  &c  tous  les  angles  des  trian- 
gles EBP  , FCN , FDM , FE  L , FHI , qui  font  fur  leurs  baies  font 
égaux  entr’eux. 

De  plus  les  triangles  ABF,  B CP  font  égaux  8c  les  triangles  BC  F = 

C D N,  CDF=DEM,  DFE  = E HL  6c  les  droites  B F=  D N , CF 
— EM , DF  = H L s les  angles  £ H F » G H I font  aulfi  égaux  8c 
EF=GI. 

Nommons  maintenant  les  connues  AF,  2 a = C P ; K F , a ; les  incon- 
nues B F,  x = DN 1 CF  ,y  = E M -,  DF , s=HL;  EF,  v = Gli 
FH,  s=HI=FG. 

Les  triangles  femblables  B KF,  PB  F,  donnent  cette  analogie  , KF, 
a:  F B , x dans  le  triangle  B KF::  B F,  x:  EP  , dans  le  triangle 
P B F.  Et  CF , y — F P — CP,  — 2 a—  E M. 

Les  triangles  femblables  P B F , NCF  donnent  cette  analogie  , B F,  x: 

F p,  ‘LjL;  ; CF,  y : FN  ,*-£■,&.  pour  y mettant  fa  valeur  il  vient  ^ — 

2 x ; donc  FD  , z = FN  — ND  , — jx  — FL. 

Les  triangles  femblables  NCF , MD  F donnent  celle  ci  , CF,  y:  FN 
*2  : : D F,  z,  : FM , ^ 5 8c  pour  s mettant  là  valeur  j l'on  fait  FM , 
**__£££}  ScFE  , v = FM — EM , £ — ^ -+-  2a=GI. 

Dans  les  triangles  femblables  M D F , LE  F l’on  trouve  , D F,  FM, 
*£::  EF,  v:  FL  , HJL  ; 8c  pour  v mettant  là  valeur  , c’eft  FL,  ^ 

•b  2 x s àc  F H , s z=.FL  — HL,  j-,  — inr  ■+■  / 

Enfin  dans  les  triangles  femblables  LE  F,  IH  F l’on  a , E F , v:  FL, 
E2S  : : F H , s : FI , ’-j-  j Sc  pour  s mettant  fa  valeur  , l’on  fait  FI  = ~ — 
&GF>  s — GI—  — ÿ. 

L’on  a donc  deux  valeurs  de  s , FH,  j 7 = FG,  ~ — 

î~-  .+-  20, — , qui  le  réduit  à x*  ■+•  *x 3 — 6aax* — sa  * x * ■+•  fia*xx 

(a  1 x — 2 a*  = 0 -,  cette  équation  Ce  divife  exactement  par  x -t-  2*  = 0, 
ce  divifeur  ne  peut  être  la  racine  cherchée  , pareeque  — x = 2a  eft  égale 
au  diamètre  A F.  La  racine  cherchée  eft  donc  dans  le  quotient  x>  — * x* 
— 4-aax  * -4-  ja3  xx-b  ja  + x — a'  = 0. 

Je  multiplie  cette  équation  par  x , pour  avoir  x6  — ax*  — 4aax  + ' 
.4.  * x 3 -+-  ja*x  x — a3  x * = 0.  Et  pour  avoir  tous  les  termes  remplis, 

toutes  les  racines  vrayes , la  quantité  connue  du  troifiéme  terme  plus  gran- 
de que  le  quatre  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fecond  j je  fais  n — 

3 * — x.  La  transformée  eft  n‘  — ijan*  -+-  66aan* — i6s»3n3- +- 
2 0 f/t*  n n — 1 21a'  n -b  22a*  , ou  »6  — p»3  -b  <^n*  — rit1  -b  s»  n — 
Xn-bv  — o.  L’on  prend  a pour  l’unitc. 
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Soit  l’infinie  B K , Fig.  174.  fur  laquelle  vous  tirez  la  perpendiculaire 
AB=-  \f  = <*7.  Le  paramétré  de  la  parabole  ND  F cft  -4-  q JLpp 

— + = Coupez  B L = DE  = iVï  =.  ; LH 

V 21  . P"  ij  n 

Décrivez  la  courbe  AC  N.  Au  point  H élevez  la  per- 


' ‘ x-y/v  i»/n 

pendiculaire  Hl 


_L_  Vv 


n 0 


JLL.  ..  . 

4/»  «Va; 


» < S 


V x 1 » s i s_ 

nn  4»»^U 


Joignez 


- , . “yv  « » 4 » » V 1 x ^ 

JL,  fur  laquelle  vous  décrirez  le  demi-cercle  JPL,  dans  lequel  vous 
inlcrirez  L P = V‘  + >V ^ = Via» i)Vn.  Du  point  J comme  centre,  de 


l’intervale  I P , décrivez  le  cercle  PNC,  qui  coupera  la  courbe  AC  N 
aux  points  C , N -,  defqucls  vous  mènerez  CG  , N R perpendiculaires  fur 
B K j ce  font  les  deux  valeurs  de  y. 

Mais  fi  vous  divilêz  — / jan ' -1-  66a*n  + — 16 sa1  n*  ■+.  29$**nn 
— 1 2 ia'n  -+-  2 2/1*  = 0 par  n — 2/1=.  0 , la  divifion  eftjuftc & le  quo- 
tient eft:  »’  — 1 ran*  -s-  4 4 /*<*»•  — 77  a‘  nn  s S»*»  — ira1  = 0. 
La  racine  » = 2*  ne  peut  pas  être  la  racine  cherchée  x = » — par- 
ceque  2 a eft  égale  au  diamètre  A F.  C’eft  pourquoi  fi  vous  ôtez  WR  = 
2 a la  moindre  des  racines  de  CG  la  plus  grande  , il  reliera  CG  — N R , 
n — 2 a = x la  racine  cherchée.  Vous  inlcrirez  donc  F B = x dans  le 
cercle  AD  H , Fig.  173.  & la  corde  AB  fera  un  côté  de  l’endecagonc 
régulier. 

La  démonllration  fe  fiait  comme  Exemple  I. 


Exemple  V.  Injcrire  une  Figure  reguliere  de  treize  (ôtez  dans  an 

cercle  donne'. 


Soit  donné  Fig.  175.  le  cercle  AFH , dans  lequel  il  faut  inferire  une 
Figure  reguliere  de  treize  côtez.  Nous  fuppofons  la  choie  faite , nous  avons 
comme  Ex.  IV.  les  triangles  lemblables  HKB , H BP  , HC  N ,HDM, 
HE  L,  H F I , HGT  s 5c  îes  triangles  égaux  AB  H,  B PC  avec  les  lignes 
AH  y PC  s les  triangles  BCH  , CND  avec  les  lignes  BH  , DN  j les 
triangles  CD  H , D ME  avec  les  lignes  CH,  E M i les  triangles  D E H, 
EFL  avec  les  lignes  DH,  F L s les  triangles  E F H , FIG  avec  les  lignes 
EH,  G I ÿ les  triangles  FGH , GTS  avec  les  lignes  F H , ST. 

Nous  nommons  les  données  AH,  2 *(=■  CP  ; KH , a-,  BH,  x~ 
DNi  CH,  y = EMÿ  D H , z FL  i EH , v=zG  I > F H , s = ST  i 
GH,  r=GT=HS. 

En  opérant  qomme  Ex.  I V.  nous  viendrons  julqu’à  FH,  s = ~ 

■+■  sx  = ST.  Enfuite  dans  les  triangles  lemblables  LE  H,  IFH , nous  avons 
cette  analogie , EH , v:  HL,  UL::  F H , s : HI , , & mettant  pour 

/ fa  valeur  , il  vient  HI  = ïf  — £ lis  , & g H , r = HI  — J G , 
.a*.  * * Dans 
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Dans  les  triangles  femblablcs  JF  H , TC  H , nous  ferons , F H , s : H I, 
G H , r : HT , r-£  ; mettons  pour  r fa  valeur  , nous  trouverons  H T 
= ^ — — r — 2 xi  àC  SH  = ST  TH,  + 7* 


JJC 

4» 


2 .S 


Nous  avons  deux  valeurs  de  r , à fivoir  GH , 

= SH , ^ — 75 , ce  qui  Ce  réduit  à x7  — 7**** 

7«‘ x — 2 a7  = o ; cette  équation  fc 


a;  x ■ 


— 6 a'  x*  -+•  14  A*  x'  -+-  9 a' 
divife  exactement  par  x ■+•  a a = o > qui  ne  peut  ctre  la  valeur  cherchée 
de  x , ainfi  qu’on  l’a  dit  Ex.5 . elle  fera  donc  dans  le  quotient  x*  — a x ’ — ■ 
S aax*  •+■  4 a'  jc  * -+-  6 a*  x x — jas  x — a*  = o , dont  toutes  les  raci- 
nes ne  lont  pas  vraves.  C’cft  pourquoi  afin  que  l’équation  ait  les  conditions 
que  M.  Descartes  demande  , nous  prendrons  y — 2 a = x , & la 
transformée  lèra^>‘ — ijAy  ' ■+■  6 sAAy*  — is6*'y'  ■+■  / S 2 a* y y — 
91  a 'y  1 JA  * = 0 , ou  y 6 — p y * -+•  qy*  — r y ' -f-  syy  — t y -b 


V 


0. 


Soit  Fig.  176.  l’infinie  B K , fur  laquelle  nous  élèverons  la  perpendi- 
culaire  AB  = jp  = ; le  paramétré  de  la  parabole  N D F eft 17 *• 

-+-  2 J~ , = BK  = n -,  coupons  BL  = DE  = jji  } nous  pouvons 
décrire  la  courbe  ACN  ; coupons  encore  LH  = -rj;'-  ; au  point  H éle- 
vons la  perpendiculaire  HI  = ^ -+-  ~±.  Joignons  IL  , fur 

laquelle  nous  décrirons  le  demi-cercle  JPL,  dans  lequel  nous  inferirons 
L P = V ' ai  ,'CL.  Du  point  J comme  centre  , du  rayon  IP  nous  décri. 
rons  le  cercle  P C N , qui  coupe  la  courbe  AC  H au  point  C.  L’appliquée 
CG,  cft  »,  de  laquelle  fi  nous  retranchons  2 a , nous  aurons  « — 2 a — x, 
la  racine  cherchée. 

Il  faut  donc  inferire  HB  = x dans  le  cercle  ADH , Fig.  17  j.  & ]a 
corde  ^ B Cerz  le  côté  d’une  figure  reguliere  de  treize  cotez. 

La  parabole  n’cft  point  tracée  dans  la  Figure  , ni  la  ligne  L P. 

Le  point  K y manque  aufli  5 le  Lecteur  peut  aifément  y fupplécr. 

La  démonftration  le  fait , comme  Ex.  I. 


EX.VI.X*  2JX7  +2JÇX* I II  SX7  •+•  2664XX  — J060X+  I2f6—0 . 

x*  — px'+qx*  — r x1  -WX*  — tx~\-v=o. 

C Ette  équation , qui , comme  on  l’a  dit  Sect.  1.  A la  fin  , a été  propofée 
par  M.  Descartes,  pour  faire  voir  , que  fi  on  la  conftrui/bit  , un 
cercle  couperoit  une  courbe  en  lix  points  différais  j peut  être  divifëe  jufte 
par  * — i = o , * — 2=0,  x—  j = o , x — 4=0, x — 6 = 0, 
— 9 = 0 i ainfi  elle  peut  Ce  réduire  à un  Problème  à la  ligne  droite. 
Mais  en  la  fuppolânt  un  Problème  de  fix  dimeniîons  , elle  peut  fe  cons- 
truire de  cette  lôrtc.  E e e e 


r 
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Bio.  Sur  l’infinie  BK,  Fig.  277.  je  prends  BK  égale  au  paramétré  de  la 
x77'  parabole  CDF=»  = > au  point  B j’éleve  la  perpendiculaire  AB 

= ; je  coupe  encore  B L = DE  = ^ j & je  décris  la  courbe  AC  Y. 

Je  coupe  enfuite  LH=  j 8c  au  point  H j’éleve  la  perpendiculaire  H/ 
— > je  joins  H , fur  laquelle  je  décris  le  demi  cercle  IPL  , dans 

lequel  j’infcris  la  droite  LP  — S & du  point  I comme  centre  , de 

l’intervalc  IP  , je  décris  le  cercle  NCY,  qui  coupe  la  courbe  ACY  aux 
fix  points  N,  C , Q , S , X , Y ; les  perpendiculaires  tirées  de  ces  points 
fur  B K font  les  fix  racines  de  l'équation ,Y Z = / , Xy  = 2 , ST  — 3, 
QO  = 4 , C G = 6 , NR  = 

La  démondration  peut  le  faire  à chaque  point , en  tirant  les  lignes  necef 
faires  8c  en  plaçant  la  parabole  CD  F , comme  on  a fait  pour  le  point  C. 

* Tîma.  M.  D e s c a R T e s remarque  * qu’aux  Exemples , où  les  fix  racines 
i«»  !*•  vrayes  font  réelles  , le  cercle  coupe  fi  obliquement  la  ligne  courbe  , qu’on 
ne  peut  pas  bien  dillingucr  les  points  d'incerfocUon. 


SECTION  III. 

Autre  Méthode  four  conflruire  les  Equations  de  cinq  ou  fix  dimenfions. 

Réglé  I. 

..Lo  rfquc  l’équation  cil  indéterminée  , 8c  que  l’une  des  deux  inconnues 
feulement  cd  élevée  au  cinquième  ou  fixiéme  degré  ; on  la  fait  arbitraire  : 
8c  fi  l’autre  ne  montoit  qu’au  premier  ou  fécond  degré  , l’on  fuivroit  les 
Réglés  ; on  condruiroit  le  Problème,  quiforoit  plan,  comme  on  a dit  Liv.i. 
Part.  2.  Mais  fi  cette  autre  inconnue  étoit  du  troifiéme  ou  du  quatrième 
degré  ; on  condruiroit  le  Problème  , qui  feroit  lolide , comme  on  l’a  enfoi- 
gné,  Liv.  3.  Part.  4. 

2.  Lorfque  l’équation  ed  indéterminée,  8c  que  les  deux  inconnues  s’élè- 
vent julqu’au  cinquième , ou  fixiéme  degré  : l’on  prend  pour  arbitraire 
l’une  des  deux  , 8c  l’on  forme  une  équation  à la  parabole  ordinaire , ou  à 
la  première  parabole  cubique , qui  contient  l'inconnue  de  l’équation  à conf- 
truire  : avec  cette  équation  l’on  conclud  un  autre  lieu  , SC  le  rede  comme 
Liv.  3 . Part.  4. 

3 . Lorfque  l’équation  propofée  n’a  qu'une  inconnue , 8c  qu’elle  cd  déter- 
minée , l’on  forme  deux  lieux  comme  l’on  vient  de  le  dire. 

i”.  Soit  propofée  l’équation  y’  =/»4é,  .y*  — n*  h = 0 , qui  fort  à 
trouver  quatre  moyennes  proportionellcs  entre  deux  lignes  donnée» 
« . 8c  é. 
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Multipliez-la  par  x,  pour  avoir  x*  — a*bx  = o.  Prenez  xx=*y 
équation  à la  parabole  quarréc  ; donc  x*  = a.'  y'  , qui  étant  fubftituée, 
il  vient  a’>  y'  = a* bx  , y'  = abx  équation  à la  première  parabole 
cubique. 

Il  faut  conflruire  ces  deux  paraboles  , Fig.  178.  fur  l’axe  AD  vous 
décrirez  la  parabole  cubique  AEC  fuivant  Liv.  i.Part.  1.  Sect  4.  Ait.  3. 
dont  le  paramétré  cil  Va  b j cniuite  fur  le  même  axe  vous  décrirez  la  para- 
bole quarrée  A FC  avec  le  paramétré  L’appliquée  C D tirée  du  point 
C , ou  ces  paraboles  fe  coupent , fur  l’axe  AD  cft  la  valeur  de  x première 
des  quatre  moyennes  proportioncllcs.  Nommez  AD  = CB  , y -,  CD  = 
AB  % x. 

Dcm.  Par  la  nature  de  la  parabole  cubique  , le  cube  de  l’appliquée  B C 
cft  égal  au  folidc  fait  fur  le  quatre  du  paramètre  & fur  l’abfciflè  A B , c’eft- 
à dire  y 5 = alx.  Par  la  nature  de  la  parabole  ordinaire  le  paramétré 
a x AD  = CD 1 , a y = xx , y = —.  Subflitucz  cette  valeur  de  y dans 
J 1 = a bx  > vous  aurez  = ab x •,  x6  = a*  b x i x'  = = a*  b. 

Si  l’on  avoit  d’abord  pris  l’équation  à la  parabole  cubique  a-*  = aay  & 
que  l’on  eût  fubflitué  cette  valeur  de  .v 1 dans  x*  = a* b x > l’on  auroit 
trouvé  * 4 y y — a*  b x > yy  z=bx  équation  à la  parabole  quarréc. 

Ces  deux  paraboles  ont  leur  paramétré  different  du  paramétré  des  para- 
boles de  Fig.  178.  à cela  près  la  conftrucHon  efl  la  même.  Fl°- 

Si  l’on  n’avoit  pas  élevé  lequation  a-’  — a*  b = 0 à la  fîxiéme  puiflàn- 17** 
ce,  on  n’auroit  pu  fubftituer  qu’une  fois  nay  pour  x1 , en  fè  fërvant  de 
l’équation  x * = AAy  , & la  réduite  fêroit  a »yxx  = a*  b , xxy  — aab, 
équation  à une  hyperbole  cubique  entre  fes  afymptotes. 

Le  même  arriverait  en  fe  fèrvant  de  l’équation  x x — a y à la  parabole 
ordinaire  , car  on  ferait  encore  aayyx  — **  b , y y x = a a b. 

Ainfi  la  conftruction  fè  ferait  avec  deux  courbes  du  fécond  genre  , au 
lieu  qu’en  élevant  l’équation  au  fixiéme  degré  , l’on  conftruit  le  Problème 
avec  une  courbe  du  premier  degré  & une  du  fécond. 

1*.  Soit  propofée  l’équation  x * = a 1 b , qui  fért  à trouver  cinq  moyen- 
nes proportionellcs  entre  deux  lignes  données  a & b. 

Prenez  xx  = a y équation  à la  parabole  ordinaire , la  fubftitution  don- 
nera Aiy,  = A'by  y' = aa b. 

Faites  Fig.  17$.  la  parabole  quarrée  A C , dont  le  paramètre  eft  a , Fi*, 
l’axe  AD  , le  fommet  A.  Décrivez  la  même  parabole  AH  fur  l’axe  AGKf' 
perpendiculaire  A A D. 

Prenez  AF—\a , élevez  EF—  \b  perpendiculaire  fur  AG,  du  cen- 
tre E , du  rayon  E A décrivez  le  cercle  A H , qui  coupe  la  parabole  A H 
au  point  H > appliquez  H G ; par  le  point  H menez  H D parallèle  à A G, 
qui  coupera  la  parabole  A C au  point  C > menez  encore  CB  parallèle  & 
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égale  à HG  = AD  -,  CD  — AB  eft  la  première  des  cinq  moyennes  pro- 

portionellcs.  Nommez  C D — A B , x -,  AD  =.  B C =.G  H , y. 

Dém.  Suivant  l'Ex.  i.  Art.  i.  Secft.  i.  Part.  4.  vous  avez  au  point  H, 
y * =.  a a b ÿ èc  HG  = y = VC.  a a b = B C = AD.  Maintenant  par  la 
nature  de  la  parabole  A C j vous  avez  axAD=.  cd * , a y = x x ; & y 
= Donc  y =^  = VC.A*b  ÿ x^=**b  j x*  b. 

Prenez  à prcfcnt  l’équation  x ’ = » a y à la  parabole  cubique  ; par  la 
fubftitution  l’cquation  x*  — a "•  b fc  changera  en  a*  y y — a'  b -,  y y 
— a b. 

fi».  Décrivez  Fig.  280.  la  parabole  cubique  A C , dont  le  paramétré  eft  a , 

*8°'  l’axe  AD.  Prenez  A B — a , AF  — 1 -,  fur  le  diamètre  B F décrivez  le 
demi-cercle  BD  F ; la  perpendiculaire  AD  eft  1 3.  6.  Eucl  .Vab. 

Appliquez  CD  à la  parabole  cubique.  Par  la  nature  de  cette  parabole 
le  cube  de  C D eft  égal  au  lolide  fous  l’abfciÜè  A D &c  le  quarré  du  para- 
métré a , c’eft  à dire  x ’ = •-»  *y  , en  nommant  C D , x j AD,  y = Va  b. 

Pour  y fubftituez  Va  b dans  *'  =.»*y  , vous  ferez  x ' = aaVa  b, 

X * = a ' b. 

ta.  3*  Soit  propolce  1 équation  z 1 — yz*  •+•  yz  — b = 0 , qui  lèrt  à 
divilêr  un  arc  donné  en  cinq  parties  égales. 

Je  prends  a y = zz,  & je  fubftituë  la  valeur  de  «s  dans  la  propoféc, 
il  fc  fait  AAyy\  — _<avz  + yz—  b=  0 . z—  -tyy  ^ 

Suivant  les  Réglés  de  Liv.  1.  Part.  r.  Secft.  4.  Art.  3.  $.  3.  je  décris  la 
courbe  AC  D , Fig.  181.  dont  l'axe  eft  B F.  Enfuitc  fur  le  même  axe  je 
décris  la  parabole  ordinaire  BC  D , cjui  coupe  la  première  cour!>c  aux 
points  C , D.  Nommons  les  appliquées  CE  , DF,  zs  les  abfciilês  BE, 
B F,  y.  La  droite  CE  , divilê  l’arc  donné  en  cinq  parties  égales  , ôc  la 
droite  FD  divilê  le  refte  du  cercle  en  cinq  parties  égales. 

Dém.  Par  la  nature  de  la  courbe  AC  D , l’on  a au  point  C , z — 
» ou  a Ayy  z — yay  z ■+■  yz  — b = 0.  Par  la  nature  de  la 
parabole  BC  D , l’on  a au  même  point  C , le  paramétré  x BE  = êcx, 
»y—  zz.  Pour  Ay- fubftituez  zz  dans  l’équation  precedente,  vous  ferez 
z — y z' -h  yz — bz=  0. 

On  peut  prendre  a Ay  = z*  , & la  fubftitution  donne  AAyzz  — 
yAAy  -4-  y\  — b—  0 , y — ^rc=zi~—. 

On  conftruir  le  Problème  en  décrivant  la  parabole  cubique  A CD  , & 
la  courbe  BC  D luivant  les  Règles  de  Liv.  2.  Part.  1.  Sed.4.  Art.5.  §.  3. 

Les  deux  appliquées  CE  , DF  tirées  des  points  d’interfeeftion  C , D lùr 
l’axe , donnent  les  deux  droites , qui  divifent  en  cinq  parties  égales  &.  l’arc 
donné  6c  le  refte  du  cercle. 

Dém.  Au  point  D , l’on  a pour  la  courbe  B CD  , y = 
ou  AAyzz  — yAAy -y-  — b — 0.  Au  même  point  D l’on  a pour  la 
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parabole  cubique  ACD  , aay  = z’  > 8c  en  fubftituant  pour  4^  dans 
la  precedente  équation  , il  vient  *s  — S~ 1 -+-^~  — b — o. 

4*.  Soit  propoféc  l’équation  — /<* <* *4  -4-  */*  ’ x’  -+-  6a* xx 

— * x — a‘  =.  o.  qui  lèrt  à inferire  une  Figure  reguliere  de  treize  cotez 

dans  un  cercle. 


Si  nous  prenons  a ay  = x * , la  fubftitution  réduira  la  propolee  à a*  y y 
— a 'y  xx  — fa*  xy  •+-  4 y ■+■  6 a*  xx  — yaf  x — a*  ■=.  o. 

Si  nous  prenons  ay  = xx  , la  transformée  fera  *’y'  — a' y yx  — 


y<  — e.i  ■»  y — 


yy  ~ +*y  -r-  3 a* 


i^^yy  -+-  4 a’’  xy  -t-  6 a'  y — ja'  x — a*  =2 

Avec  cette  équation  je  décris  la  courbe  GC,  dont  FÈ  cft  une  alymp-  fI#. 
tote  , 8c  avec  a y = x x je  décris  la  parabole  qaarrée  ACE.  L'appliquée  i**- 


CD  eft  un  côté  de  la  Figure  reguliere  de  treize  cotez. 


SECTION  IV. 

Dcfcription  des  Courbes  par  leur  Equation  du  cinquième  ou  du  Jixicme 

degré.  1 

SI  les  deux  inconnues  font  du  cinquième  ou  du  fixicmc  degré  , l'on  en 
fera  une  arbitraire  , 8c  l’on  transformera  , s’il  cft  neceflàire  , l’équa- 
tion en  une  de  fix  dimenfions , qui  ait  les  conditions  que  M.Discah- 
t e s demande  Scch  i . 8c  l’on  cherchera  chaque  point  de  la  courbe  en 
conftruifmt  autant  de  fois  le  Problème  , qu’on  voudra  trouver  de  diffvrens 
points.  Le  refte  n’eft  pas  different  de  ce  qu’on  a dit , Part.  4.  Secft.  1. 
Art.  j. 

CONCLUSION. 

M.  Descartes. 

Mais  mon  deflein  n’eft  pas  de  faire  un  gros  Livre  , & je  tâche 
plutôt  de  comprendre  beaucoup  en  peu  de  mots , comme  on  jugera 
peut-être  que  j’ai  fait , h on  conlidere , qu’ayant  réduit  à une 
même  conitrudtion  tous  les  Problèmes  d’un  même  genre  , j’ai  tout 
enlemble  donné  la  façon  de  les  réduire  à une  infinité  d’autres  diver- 
fes  ; & ainfi  de  refoudre  chacun  d’eux  en  une  infinité  de  façons. 
Puis  outre  cela  , qu’ayant  confirme  tous  ceux  qui  font  plans , ca 
coupant  d’un  cercle  une  ligne  droite  -,  ôc  tous  ceux  qui  font  fol;  des, 
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en  coupant  aufli  d’un  cercle  une  parabole  , & enfin  tous  ceux  cjui 
font  d’un  degré  plus  cômpofez , en  coupant  tout  de  même  d’un 
cercle  une  ligne , qui  n’eft  que  d’un  degré  plus  compofée  que  la 
parabole  ; il  ne  faut  que  fuivre  la  même  voye  , pour  conftruire 
tous  ceux  qui  font  plus  compofez  à l’infini.  Car  en  matière  de 
progreffions  Mathématiques,  lorfqu’ona  les  deux  ou  trois  premiers 
termes , il  n’eft;  pas  mal-aifé  de  trouver  les  autres.  Et  j’elperc  que 
nos  neveux  me  fauront  gré  , non  feulement  des  chofes , que  j’ai 
ici  expliquées  ; mais  aulfii  de  celles , que  j’ai  omifes  volontaire* 
ment , afin  de  leur  laifTer  le  plaifir  de  les  inventer. 

Cet  endroit  de  M.  Descaates  n’a  pas  belbin  de  Commentaire. 
C’eft  un  précis  de  ce  qu’il  a exécuté  dans  là  Géométrie.  J’ai  tâché  de  la 
rendre  lènlîblc  au  Lecteur  , & je  luis  perfuadé  , comme  je  l’ai  dit  au  com- 
mencement , que  quelque  étendu  que  loit  en  beaucoup  d’endroits  mon 
Commentaire  , on  aura  encore  plutôt  lû  & compris  le  Texte  avec  le  Com- 
mentaire que  le  Texte  tout  leul. 


F l N. 


De  l'Imprimerie  de  Claude  Perrot,  Rue  Confort,  ^ l'Epée  Royale. 


r 

j 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


» 


Digitfzed  by  Google 


APPROBATION . 


J'Ai  là  par  Ordre  de  Monfeigneur  le  Garde  des  Sceaux  , un  Manuscrit  qui  a pour 
Titre  ; Commentaires  fur  la  G tome  trie  de  M.DescARIJi,  ^rl(P,C.R.ABüll 
de  U Compagnie  de  JESUS.  Il  eft  à fouhaitter  que  les  autres  Ouvrages  d'Algcbre  & 
de  Geomctrie  , du  même  Auteur  , fucccdcnt  bientôt  à celui-ci  dont  il  m'a  parû  que  l'Im- 
preflion  feroit  utile.  Fait  à l'Obfervatoire  Royal  de  Paris  le  #iitiémc  Novembre  mil  fepe 
cens  vinet-fept. 

G O D I N. 


tSGTOS  33-33  XIZQÔ2  Ki*tSC5 03  CO  'C.'ÜCZWeC.'^O07 OT/SO 

PRIVILEGE  GENERAL. 

jfa.  OUÏS  PAR  LA  GRACEDE  DIEU  , ROY  DE  FRANCE 
ET  DE  NAVARRE,  à nos  Amex  & féaux  Confci  tiers  , les  Gens  tenans  nos 
Cours  de  Parlement  , Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  nôtre  Hôtel , Grand  Con- 
feil  , Prévôt  de  Paris  , Baillifs  , Sénéchaux  , leurs  Lieutcnans  Civils  Se  autres  nos 
Jufticiers  qu'il  appartiendra  ; Salut,  Nôtre  bien  Amé  le  Pere  * * *.  Nous  ayant 
fait  remontrer  qu'il  fouhaitteroit  faire  imprimer  & donner  au  Public  un  Ouvrage  de  fa 
Compolïtion  qui  a pour  Titre , Commentaire i fur  la  Géométrie  de  M.  Descartes, 
far  te  P.  C.  Rabue  l , de  U Compagnie  de  JESUS,  s’il  Nous  plaifoit  lui  accorder 
nos  Lettres  de  Privilège  fur  ce  neceffoircs;  offrant  pour  cet  effet  de  le  faire  imprimer  en 
beau  papier  & beaux  caraélercs  , fuivant  la  feuille  imprimée  & attachée  pour  modelé  fous 
le  contic  feel  des  Prcfcntes  ; A ces  Causes,  voulant  traitter  favorablement  ledit 
Expofant  ; Nous  lui  avons  permis  & permettons  par  ces  Prefentes , de  foire  imprimer  ledic 
Ouvrage  ci-delfusexpofé  , en  un  ou  plulicurs  Volumes  , conjointement  ou  feparcment , Se 
autant  de  fois  que  bon  lui  femblera  ; fut  papier  & cara&ercs  conforme  ï ladite  feuille 
imprimée  & attachée  pour  modèle  fous  nôtre  dit  contrelcel , & de  le  foire  vendre  & débi- 
ter par  tout  nôtre  Royaume  , pendant  le  tems  de  dix  années  confecutivcs  , à compter  du 
jour  de  la  datte  des  i réfentes  ; Faisons  défenfes  à toutes  fortes  de  perfonnes  de  quel- 
que qualité  Si  condition  qu’elles  foient , d'en  introduire  d'Imprcllion  étrangère  dans 
aucun  lieu  de  non  e Obéiffonce  ; comme  au  31  à tous  Libraires,  Imprimeurs  & autres, 
d'imptimer  , faire  imprimer  , vendre  , faire  vendre  , débiter  , ni  contrefaire  lçdit 
Ouvrage  ci  delTus  rxpofé  , en  tout  ni  en  partie  , ni  d’en  foire  aucuns  Extraits  fous  quelque 
prétexte  que  cc  toit  d'augmentation  , correftion  , changement  de  Titre  ou  autrement, 
fans  la  permUEon  exprellè  Si  par  écrit  dudit  Expofant , ou  de  ceux  qui  auront  droit  de 
lui  ; à peine  de  confifcation  des  Exemplaires  contrefaits,  de  trois  mille  livres  d'amande  con- 
tre chacun  des  Contrcvenans  , dont  un  tiers  à Nous  , un  tiers  à l’Hôtel-Dicu  de  Paris, 
l’autre  tiers  audit  f xpofant  , 6c  de  tous  dépens  , dommages  Si  intérêts  -,  à la  charge  que 
ces  Prefentes  feront  bnrcgUlrccs  tout  au  long  fur  le  Regiftrede  la  Communauté  des  Librai- 
res & Imprimeurs  le  Paris  , dans  trois  mois  de  la  datte  d’icelles  ; que  l'impreflion  de  cec 
Ouvrage  fera  faite  dans  nôtre  Royaume  Si  non  ailleurs  ; Si  que  l'Impétrant  le  conformera 
en  tout  aux  Reglement  de  la  Libiairie  , Se  notamment  à celui  du  io.  Avril  17if.Se 
qu'avant  que  de  l’cxpoftr  en  vente  , le  Manufcrit  ou  Imprime  qui  aura  fervi  de  Copie  à 
l'impreflion  dudit  Ouvrage  , fera  remis  dan  le  même  état  où  l’Approbation  y aura  été 
donnée , . es  mains  de  nôtre  très-cher  Si  féal  Chevalier  Garde  des  Sceaux  de  France , le 
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fcur  ChAWV  BL'K  , & qu'il  en  fera  «fuite  remis  deux  Exemplaires  dans  nôtre 
Bibliothèque  publique  , un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  , Sc  un  dan,  * iu  A 
notrcdit  tres-cher  Sc  féal  Chevalier  Garde  des  Sceaux  de  France  , le  (leur  C h a u ^ 
le  tout  à peine  de  nullité  des  l 'retentes  , du  contenu  delquclles  Vous  mandons  & tnioV 
gnons  de  faire jouir  1 Expofant  ou  fes  Ayant  caufe,  pleinement  & paniblement,  (ans  fou£ 
qu  .1  leur  fou  Sut  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  l opie  dcfdites  p 
tes  qu.  fera  .mpnmee  tout  au  long  au  commencement  ou  à la  tin  dudit  Ouvrage 
tenue  pour  duementfîgmfiée  ; & qu'aux  Copies  collationnées  par  l'un  de  nos  Amez  & 
fiaux  Contillers  Sc  Secret*-es,  foi  foit  ajoutée  comme  à l'Original.  Commandons  au 
premier  notre  Hmflier  ou  Sergent  de  faire  pour  l'execution  d'icelles  tous  Actes  reZs  & 
liece  flaires  fans  demander  autre  permiffion  ; Sc  nonobftant  clameur  de  Haro  Ch  J. 
Normande  , Sc  Lettres  à ce  contraires  : Car  tel  cil  nôtre  plai/ïr.  Donné  à Paris  îevinn  ! 
fixieme  ,our  du  mois  de  Novembre . l’an  de  grâce  mil  fept  cens  vingt  fept , Sc  de  3e 
Règne  le  treizième.  *>  r ’ w 

> PAR  LE  ROY,  en fon Confcil, 

C A R P O T. 

Regiffréfur  U R'gi(lrt  V , de  U chambre  Reyale  & Sjndic.lt  de  U Librairie  & jmprmtrU 
de  Pan,  , Numéro  14.  fol.  zj.  conformément  nu  Reglement  de  ,7,}.  au,  f,„  déféré,,  An  ,v 
1 rtrfmnetie  qu.lque  qu.lué  quelle,  fount , .une,  que  les  L,hra,re,  & Lénmemi  de 
vendre , del/iur  , &f.ire  afficher  .ucun,  Lirrt,  pour  les  rendre  en  leurs  noms,  foi,  ’.-l 

d,f,nt  U,  tuteur,  . ou  autrement  ; * i U charge  de  fourni,  le,  exemplaire,  pre/trir,  L IA, Vu. 
lit  C VI  11.  du  mtmr  Reglement,  a Paru  le  neuvième  Dtcemire  mil  fptctnjvmgt.fipt. 

BRUNET,  Sjndic. 


Permiffion'  du  Révérend.  Pere  Provincial. 

TE  fouffigné  Provincial  de  la  Compagnie  de  JESUS,  dans  la  Province  de  l von 
J luisant  le  pouvoir  que  j'ai  reçu  de  nôtre  R.  P.  General  , permets  au  Pcre  C 1 a u n * 
R A b u e L , de  faire  imprimer  fon  Ouvrage  , qui  porte  pour  Titre  , Comme, noir, s fur 
U Ceometrtt  de  M.  Descartes;  en  foi  Sc  témoignage  de  quoi  j'ai  (igné  la  lire 
fente  Permiffion.  A Lyon,  le  14,  Mars  1718.  8 Ia  Prc- 

CHARLES  DU  BOIS. 


CESSION  DU  PRIVILEGE . 

Le  Pnvilége  ci-deffiis  a été  cédé  par  le  P.  Raiuei  Jefuite  , à M A R c 1 lu  h 
D u 1*  1 a 1 n , Libraire  , pour  en  jouir  fuivant  leurs  Conventions. 
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Fautes  à corriger  avant  que  de  lire  cet  Ouzrage. 


/A  Uclque  foin  qu’on  ait  pris  pour  rendre  correde  cette  Edition , on  n'a 
V^Apû  éviter  bien  des  fautes  que  le  grand  nombre  des  calculs  Sc  des  carac- 
tères algébriques  occafionncnt  Si  introduiiènt  comme  necellàirement.  On 
a tâché  d’afTembler  ici  toutes  celles , qui  lont  répandues  dans  la  fuite  de  ces 
Commentaires  , il  n'en  eft  aucune  qu’un  Lecteur  un  peu  attentif  ne  corri- 
ge fur  le  champ.  Comme  page  j.  ligne  i-j.  a.v*  , il  cil  évident  par  la 
ledure  de  ce  qui  précédé  qu’il  faut  lire  en  cet  endroit  ~.  Les  autres  fau- 
tes font  à peu  près  de  même  nature.  On  n’a  pas  laifle  pourtant  de  les  mar- 
quer pour  épargner  aux  Commençansla  peine  d'examiner, s’ils  ne  font  point 
dans  l’erreur , lorfque  leur  doute  n’eft  fondé  que  fur  une  faute  d’impreffion. 
On  en  a négligé  quelques-unes , comme  des  fautes  d'ortographe,  qui  n’in- 
tereflcnt  en  aucune  façon  la  Geomctrie. 

Page  17.  ligne  3 S-  c’eft  pourquoi  la  ligne , ///?£,  c’eft  pourquoi  dans 
fa  ligne,  p .19.  1 .it.  clzdJ>  , /. d 4.  p.  23.  à la  marge  , Fi- 
gure  10.  /.  Figure  1 1.  page  17. 1.  24.  Va  a -+■  '-b  b , lifezV  2 a a -+-  iffr 
page  2 9.  1 .6.  demi  Axe  , A B , l.  AE.  p.  34. 1.  r /.  ± — a , /.  — -la. 
p.  4J.\.  23.-4- \cc,l p.  44-  1.  p.4sA.r8.\c,l.'-c. 

E.49.  \.i  0.  zz  rt.  a /.  zzzp.  I.  13.  même  faute.  1.  J *.  d=  \a,  l.zpp.f /. 

9.  x±VSic.  l.zr=.±V.  p.f2.l.t<f.  z = \*,  l.ja.  p./tf.l.a/.  CkJ.ck. 
p.7<f.l.2j. — dy,l,  — j z y.  p .80.  \.i4.y=.  — bdd-4-\cez,l.  — bdd  -+-  ± cez, 

dd  — ez 

?.  82.  \.r  o.  xx±  a x , Sic.  I.  xx  = zb.a xp.  99>  1.  7»  Cf,  l.Cf.  p.i  0 3. 1.22. 

axe,  /.  l’arc,  p.  104.  1.  33.  EH,  l.  EK.  p.  / a/.  1./. yyfzz,l.y* 

1.  28.  — 2bxyy  2 abxy,l. — zbxyy.  -+-  p.  126.  \.t  9*f~ry,  /.  p./ 29. 

L 17.  à l’équation  x=\a'  , Sic.  ajoutez  -+■  2a1. 1 .32.  — * x r=/L»,  /. — 
x — ^a  p .1 30. 1 .30.  x—a,  l.  x=  0.  p .rjs.  1 .12.  — 128. 1.  = 128.  l.ty, 
— 2 a' , l.  ■+■  2 a p .134.  \A.  = 6,1.-=.  0A.23.8aMK,  l.~  * — MK. 
p .136. 1 .13.  V — , l.  V—  r»aa‘  1.  atf.  SiC.l.ttyz=V.  p.t37»  1 .14. 

y1  —pzz,l.y'=pzz.  p.  14e.  \.ii.  /•  £¥fr-Ÿ>*4r.Lrj.SRF, 

LS  K T.  1.  21.  •*.-=±5.  , p.144.  L22.  zz  — aVpx  , l.zz 

1 .34.»  — s , l.a  — s.  p.i  34,  à la  marge , Fig.64.  /.  Fig.69.  p.///.  I.23. 
V mm  4-  a>x,  L h-/,  p.r  39. 1.  i2.Gc , /.  Cc.p.164. l.y,  NH=NB,l.ND, 
p.  167.  I.33. y — /&C.  I.  y — 'Jaa  — x x.  p .t68. 1 .14.  y -4-Çxx,  ôtez,  y. 
p.t 76 \ 9.AZ,l.Az.p.r 78A.28. — bx-,-4-y,l. — bx+y.p.r 9o.\.3.EF,menEJ, 
EFen  E.l.tfV — mm  %xx,l.  V — mm  — £ xx.  p.  194.  l./.z  , l.  ZA.28 

p.  / 9 s.  \.z8  .y/m  m -+-  a x -+-  £ X,  l.  vL...  — Tmx.p.i  96. 1 .31.  CB  X CD  , /. 
CJfX  CF,  Si.  CFxCH,  l.CDxCH.  p.2fl  o.\.  12.  p — mnn,  l.p  = mnn. 
p.  201.  ligne  derniere  Iv , IM.l.lv  — IM.  p.202. 1 
v,  zoiXti,  — \y  , L = {y.  p.2of\.  }.  % w,  1.%  w.  p .214. 1.  7.  B A 
r F f f f 
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/.»  = i.  p.  220.  1.  2.  y — ’i;X  Sec.  l.y  = ~x.  p.  221.  1.  3.  au  Titre  — 
%xx,l.I.+  Lxx.  2J3.  1.  -*<•- 1 -Jf.CSji.CR. 

Tp.24i.\.22.^bbVsy  l.  77ÎÏ  / /•  p.2^3.1.2  ;V»w»  + »r+  *xx,/V....‘. — £xx» 
p.  244.  1.  jr.  -+pp—  , l.  • *•  -?■*•  ipfii."  > '•  TTJi:  *.  * J/-  me* 

me  faute,  p.  a<fz.  1.9»  in  > /•  — /«'J»  7-t_4>  /•  — ^ *+*  *• 

{».  263,  1 .13.  kn  , l.KN.  p.  264.  à la  marge  Fig.  r 13. /.Fig.  r 18.  p .272. 
. 1 3.  B P D r , l.  B P =:  D r.l.  24.  Toute  la  courbe  C i Y Sc  C P une  de  (es 
ordonnées  ejl  inutile,  p.  273. 1.  1 }.  axe , /.arc.  p.  279. 1.  27.  — x,  l.  * — x. 
p.  303. 1. 31.  -4-  2bcdez  , /.  — 2 bedez.  1.  33,  bdddss,  l.  bddss.  p .30 S. 
I.  33.  quy  > /•  p-31  3.  1 .S.  ddv,  l.  — ddv.  1 .16.  2 b dv  & , lijèz 

2 bdevz.  \.i7.ef , l.  2/  p.  31 5. 1.  2 3.  2 ey  , l.yy — 2 e y.  p.  316.  1.  //. 
H-  2AX,  l.  — 2UX.  p.320.  1 .31.  cf,  /.  -r-  ff.  p.  336 • l.r 0.  2yy  — q y , 
l.  2yy  = qy.  p.  356.  1 . rS.  2 : r y l.  3:  2.  p.  37 S*  I.  23.  l'air  , /.  l'arc, 
p.  3S3. 1.  24.  — d z, , /.  — dk.  p.  3$  S.  1.  24.  die,  l.  die.  p.  3S  6.  1.  26. 
Article  1.  /.  Artticlej.  p.  393-  1.  /•  — bz,  l.s-  hz.  p .410.  1.  2.- x7' 
l.  irv,  p.  426.  1.  22.  -t-  2»bx  , l.  — 2ubx.  p.434 ■ 1.  29.  y - h a &c» 
l.y  — u.  p.  436.  I.4.  y ■+■  / 0 ,l.y  -+-  7 = 0.  p.  44<f'  1.  2.  aadjf=  t. 
I.  A A d d jj  = 0 . p.  4 S 2. 1.  12.  — 4 a x * , /.  — 4 a ’ X.  p.  3 r 6.1.2 3.  — z z, 
1.  — 2Z.  p.  3 St.  1.24.  2fff  » /•  — Vnr*  p-  s 2 s.  1*  22.  Fig.  139.  /.  Fig. 
132.  p.  3 2 3.  1.  1 6 . — q z , /•  S-q  z.  p.  3 39»  1 «7*  DK,  8CC.  I.  Di.  p.  34t. 
1 . 29.  EF\  /«  EF*,  p.  344- 1.  4 • Réglé  7.  /.  Règle  6.  p.  34S.  1.  13.  r??» 
l.L  q,  p,  330.  ligne  dernière  — 1 32496  , /.=  1 32496 .p.3 32.  ligne  14 . 
*>  » /»  ~4  . p.  33*- 1.  22.  — 3 2aa'  , I.32*'.  p.  37°'\.  r 4.jr, 


■i.  p Z jpZ 

î.ffi  p.^Ja.  l./o.  7*  — 6*'y  , l.y*  —6ay*.  p.  _r.fr. 1.  34.  xxvz 
4-  zz  , /.  xx  = vz  •+•  zz.  Ï.36.  s — y -h  érc.  I.  $=:  vv  ■+■  crc. 
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